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Die  nachsteheudea  EntvHckelungen  setzen  als  bekannt  voraus 
die  beiden  Formeln  der  niederen  Analysis 

VT^-  *  +  i£,  2.4.6...     2A     *    •   •       •  ('^ 
und 

C08«A««  =  2-«i»(2tt)a  +  21-«A*  2f"'\2fA).  cos  2  (fi  -  A)  9,  .  (2) 

In  welcher  letzteren  fi  eine  ganze  positive  Zahl  und 

_  2fiC2ft^l)(2fi^2)...(2ft-A  +  l) 

(^f*M-.  ,     2.  3   Tmi 

ist,  soviie  ausserdem  noch  die  goniometriscbe  Summenformel 

w  +  I       .    nw 
cos  — o~"  9^  sm  -2" 

-S*eos^g)  = (^) 

sin^ 

Es  wird  ferner  Anwendung  gemacht  werden  von  dem  Grenz- 
werthe,  den  die  Summe 

TUcil  LI.  1 


■  w 


K*  rrMiWAag  £«MS  WerthM  wt  daher 
M  Wolh,  TCH  BU  ia  eiMc^ag  (3) 


'»i'»S-»Ä £ 


-P) 


«.*-»(V),  =  « 


i.».s-ei.-i) 


I.3.S.-.g|.— I)    • 
2.4.8...      2/*      "»■ 


««.2((.-l)l5^+«»S(|.— l)2j;  +  ...  +«i»SOi— 1)«^ 

II  hiw^  (3)  aifii^s  hit  abv  dioaa  ^ama  daa  Warik 

^ CT) 


Schwinowtgsdauer  eines  einfachen  Pendeis.  ^ 


0mm 

Ui  II —  k  eioe  gerade  Zahl,  so  ist  sin(fi  —  k)rr=  0   und   so- 


n 


ach  bat  die  ganze  Summe  den  Werth  Null. 


Ist  dagegen  fi — iL  ungerade,  so  hat  der  ziveite  Factor  des 
Zählers  von  (7)  den  Werth  ±1«  Qod  der  erste  Factor  ist,  abge* 
setieD  vom  Vorzeichen,  dem  Nenner  gleich.  Demnach  hat  in 
diesem  Falle  die  Summe  (6)  als  Werth  die  positive  oder  negative 
Einheit. 

Multiplieirt  man  nun  die  Summe  der  Reihe  (6),  sofern  sie 

überhaupt  von  Null  verschieden  ist^  noch  mit  ^j-  und   setzt  dann 
n=x,  so  erhält  man  wieder  den  Werth  Null. 

Da  die  Zahl  der  auf  diese  Art  aus  (2)  sich  ergebenden 
Summen  endlich,  nämlich  gleich  ß  ist  (1=^0,  ly  2,...,  ft  —  J),  so 
ist  ihr  Gesammtwerth ,  auch  nachdem  man  eine  jede  noch  mit 
dem  bisher  vernachlässigten  Factor  multiplieirt  hat,  ebenfalls  der 
Null  gleich,  und  als  Werth  der  Summe  (4)  für  ein  unendlich 
grosses  n  ergiebt  sich  daher  nur  der  Ausdruck  (6).  Es  ist  also 
för  n  =  QO 


^  ^     fnß2iu  Z-   *   —  ^'3.5...(2fi— 1)    71  ^gv 


IL 

Nach  diesen  Vorbereitungen  kann  die  eigentliche  Aufgabe, 
die  Bestimmung  der  Schwingungsdauer  eines  einfachen  Pendels, 
io  Angriff  genommen  werden. 

Es  sei  in  der  Figur  O  der  Drehungspunkt  eines  solchen  Pen- 
dels von  der  Länge  OA  =  OB  =  /;  OA  sei  die  äusser^^te  Lage 
des  letzteren,  welche  von  der  vertikalen  Lage  OB  um  den  Winkel 
a  abweicht,  während  die  Abweichung  der  Lage  OP  von  OB  nur 
den  Werth  g>  hat.  Die  Winkel  denken  wir  uns  dabei  immer 
durch  die  Bögen  gemessen,  die  ihnen  in  einem  Kreise  mit  dem 
Halbmesser  1  angehören. 

Dann  hat  man  für  die  Geschwindigkeit  v  des  Punktes  P  in 
seiner  Bahn  die  Formel 

V  =  V  2^/ (cos  9  ■-  cos  er), (9) 

und  wenn  wir  annehmen,  dass  diese  Geschwindigkeit  ungeändert 
Ueibt,  während  der  Punkt  P  das  kleine  Bogenelement  PR  durch« 


4  Gret8chel:  Elementare  Ableitung  der  Formel  für  die 

läufig   welches   einer  Abnahme  des  Winkels   ^  om  die   Grosse 
POR  =  i  entspricht  und  also  den  Werth 

PR:=zK 

hat,  so  können   wir  die  Zeit  t,   welche  zum  Dorchiaufen  dieses 
Elementes  nothig  ist»  nach  der  Formel 


V        1    a 


9    V^2  (cos  q>  —  cos  «) 
berechnen. 


.    .    .   .(10) 


Wir  projiciren  nun  die  Punkte  A,  P  und  R  rechtwinklig  auf 
OB  und  schlagen  ober  der  Strecke 

ÄC=/(l-cos«)=:2/sin«2 (11) 

als  Durchmesser  einen  Halbkreis»  welcher  PM  und  RN  in  Q  und 
S  schneidet.  Die  Lage  des  Punktes  Q,  welcher  dem  Punkte  P 
entspricht»  bestimmen  wir  durch  den  Winkel  QBC  =  ^.  Einer 
Abnahme  des  Winkels  tp  um  die  Grosse  6  entspricht  dann  eine 
Zunahme  von  '^,  welche  den  Betrag  SBQ=b  hat.  Während  der 
Punkt  P  von  A  nach  B  geht,  das  Pendel  also  eine  Viertel- 
schwingung vollendet»  geht  der  Punkt  Q  auf  dem  Halbkreise  von 

n 
C  bis  B,  wobei  ^  alle  Werthe  von  0  bis  j   durchläuft.     Wir 

wollen  nun  statt  der  Bewegung  des  Punktes  P  im  Folgenden  die 
Bewegung  des  Punktes  Q»  gleichsam  des  Schattens»  der  von  P 
auf  den  Halbkreis  fällt»  in's  Auge  fassen.  Zu  dem  Ende  schaffen 
wir  aus  der  Gleichung  (10)  die  Grossen  q>  und  d  weg  und  er* 
setzen  sie  durch  tf;  und  i. 

Aus  der  Figur  ergiebt  sich  zunächst  für  CM  der  doppelte  Werth 

i(cosfp  —  cos«)  und  ^Csin'^. 

Durch  Gleichsetzung  beider  Werthe  ergiebt  sich  unter  Beachtung 
der  Formel  (11) 

C0S9— 'Coso  =  2sin*^6in*^» (12) 

woraus  folgt 

V^2  (cos  9  — cos«)  =  2  sin  5  sin  ^ (13) 

Ferner  kann  man  lUJS  betrachten  als  die  Projection  des  Bogen- 


i^'  :^ 


Schwtngungsdauer  eines  einfachen  Pendels,  5 

elemeotes  PK  =  ld,  welches  mit  der  Richtung  OB  den  Winkel 
a—(p  einschliesst^  und  daher  ist 

Andererseits  ist  aber  MN  auch  die  Projection  des  Bogenele- 
mentes  QS,  welches  mit  der  Richtung  OB  den  Winkel  5-  —  2tf; 

einschliesst.  Als  Richtung  des  Bogenelementes  betrachten  wir 
8OW0I  bei  PR,  als  bei  QS  die  Richtung  der  Tangente  im  An- 
£iDgspunkte.  Was  die  LSnge  des  Elementes  QS  betrifft,  so  ist 
dieselbe  gleich  dem  Halbmesser  des  Kreises,  multiplicirt  mit  dem 
n  QS  gehörigen  Centriwinkel  2e,  oder 

QS  =  iBC.2e  =  BC.8  =r  2&sin«|, 
für  JUN  ergiebt  sich  sonach  der  zweite  Werth 

MPf  =  QS.ßiB^filf  =  4  fesin*  5  sin  tf;  cos  ^. 
Die  Gleichsetzling  beider  Werthe  von  JUN  liefert  filr  ö  den  Werth 

Ab  sin*  ^  sin  ip  cos  ^ 

Ä= — -. 

8iBq> 

Hit  Benutzung  der  Gleichung  (12)  findet  man  für  den  Nenner 
8199  ^00  Ausdruck 

sin  g>  =  Vi  — cos*g)  =  V  1  —  (cos  «  +  2sin*  5  si»*  '^)* 


=  2sln^cos^V  1  —  8in*oCos*t^. 


Die  Einsetzung  dieses  Werthes  liefert  für  8  die  Fprmel 

2€sinc;sin'4i 


V  1 — sin*  s  cos* -^ 


und  wenn  man  sowol  diesen  Werth,  als  den  in  Gleichung  (13) 
verzeichneten  in  die  Formel  (10)  substituirt,  so  erhält  man  für 
i^  Zeitelement  t  den  Ausdruck 


-"T      ......         1.»        • 


■ibA^b««  tt^ndtoi 


■  «=:k,  «•  « 


••  d>  *m^^m^  äk  ^  «E  •  Tote  1=  1,  2,  S—,  a 


^^=M.i-=a 


Sckwingungidauer  einet  einfachen  PendeU.  7 

Hithio  erhält  man   fiir   die  Dauer   einer  Viertelschwingong   des 
Pendels  die  Fennel 

I  =  1^^  [1  +  tt)«8iD«|  +  (o)'»*"*!  +  ...]....  (14) 


II. 

Ueber  die  Gestalt  kleiner  Flächenstucke. 

Von 

HerrD  Professor  Karl  Exner 

am   akademischen    Gjmoatiam    in   Wien. 


(Fignr  s.  Ta£.  L) 


Zwischen  den  KrGmmangshalbmessern  der  Normalschnitte 
eines  Panktes  einer  krummen  Fläche  besteht  nach  Eni  er  die 
Relation: 

-  =  o~  cos*a  +  "d"  810*«. 

Hier  bedeuten  Bi,  R^  die  Halbmesser  der  Hauptschnitte,  q  den 
Halbmesser  eines  beliebigen  Normalschnittes«  a  den  Winkel  dieses 
Schnittes  mit  einem  der  Hauptschnitte. 

Es  scheint  aus  dieser  Gleichung  eine  bestimmte  Vorstellung 
herforzugehen  über  die  Gestalt  kleiner  Flächenstucke^  welche  unab- 
hängig von  jener  Formel  und  der  Analysis  fiberhaupt  aus  einigen 
einfachen  geometrischen  Betrachtungen  abzuleiten  die  Aufgabe 
der  folgenden  Auseinandersetzungen  ist. 

1.    Wenn  man  eine  Curve  nur  in  der  Nähe  eines  ihrer  Punkte 


■liffhr,  44  'ti«  %<rmaim!ltmtUt  ■■kr  B-adaenBC  MtBuwfat  dMi.  jmk 


4     lU  <>Mr<l«  #  Hm.il   ■-.-  _  -.1—  —  r» 

k  in  rt««M  y— fcta  ^  «fcBwJfe*  ■■'  H  ä»«lh«t  «m» 
f  Wh«»   m4  entM   RafiM  r-     k  Aflgg—»M  *k4  f 

r«  «i«  M«si«a«  «Jer  eia  MiaiwsB  icr  KrSa- 

«NtliMtlMlf*.  Daher  wM  (  paralM  >■  t  im4  r  pMafcl 
«  ««fr«  ^ttzt  4m  Ebeae  £  ewe  Beweg«^  for^M  n 
t  f*  i*i*m  Mamtile  der  Beweg— 5  bat  hm  cmmb 
,  tf«Mb«r  et«  Krei«begea  Mt,  <le«  Sekaitl  s  h  cbob 
M(|if»«M«t,  ^MdWl  ewe  Ta«f;eate  f  parallel  aa  1*  «bJ 
iff«  r  f«r*ll«l  M  «  bat  UeberJies«  *iad  alle  Ra- 
l«teb  ff'***  o**^  «IM»,  wae  antcr  %  geaagt  »erdca 


Exner:  üeöer  die  GesUiii  kleiner  Fiächenstücke.  9 

i«t.    Man  kann  nonmehr  das  Flächenstfick  F  aus  allen  Schnitten 
ii  constrniren  ond  gelangt  daher  zu  dem  folgenden  Satze: 

Jedesunendlichkleine  FlächenstOckentsteht  durch 
die  stetige  Bewegung  des  unendlichkleinen  Kreis* 
bogensy  welcher  an  einem  zweiten  unendlichkleinen 
Kreisbogen  so  fortgleitet,  dass  die  Ebenen  beider  be- 
ständig aufeinander  senkrecht  stehen,  und  der  Mittel- 
punkt des  ersten  beständig  in  der  Ebene  des  zweiten 
bleibt. 

Zar  Bestimmung  der  Gestalt  eines  unendlichkieinen  Flächen* 
Stückes  ist  es  daher  nothig  die  beiden  Radien  R^^  R^  der  erzeu- 
genden Kreisbogen  zu  kennen  und  zu  wissen ,  ob  dieselben  nach 
derselben  Seite  gerichtet  sind  oder  nach  entgegengesetzten  Seiten, 
da  im  ersten  Falle  eine  haubenförmige,  im  zweiten  Falle  eine 
sattelförmige  Figur  entsteht. 

5.  Aus  der  oben  gegebenen  Construction  lassen  sich  leicht 
verschiedene  Sätze  ableiten.  Uro  beispielsweise  den  Euler'« 
sehen  Satz  zu  ziehen,  seien  a6,  bc  (s.  die  Figur)  die  beiden  er- 
zeugenden Kreisbogen,  ac  ein  Normalschnitt  vom  Radius  q. 
Dann  ist: 


__ de       -    _  ae    ^^  de  .cos^c      ^ bf   de  »sin*« 

Diess  in  die  Gleichung  ai{  =  6«-f<^/*  gesetzt,  giebt: 


-  =  o-cos*«  +  -o-sm*«. 


L        __ 


Eni  muimirJifer  Knv  ■■  4b 

Kl 


HofB  Dr.  rJL  SpUktr, 


(T^RT  i;  TaC.  L). 

US  ich  f«  to  Mir  bdaratea  Utenlw  «irgMii  gw  KraiM* 

er«llimi»|[  tefntiAtn   habe,   deradb«   ab«r  ■!•  Gt^fmOA  na 

'      "    b«B    Ktmm    iBtereM«    rcrdioit.    ••  «eb«ist   «■    wr 

b,  M  diesen  zwar  deHeHtwen,  aber  mit  DaiecU  tw- 

I  GegensUnd  zv  eriaDcn. 

i«t  nan  die  {Bn(  mcrkwür^gea  Piukte  des  gend- 
dui  der  Kflrze  «regen: 

lebfrerponkt  mit  8, 

littelpmikt  dea  nmacbriebeneD  Kreisaa  mit  O, 

Icbntltpniikt  der  BSben  mit  H, 

llttflipunbl  dea  elnbeacbriebeoeo  Kreises  mit  Jtf, 

Icbniltpuokt  der  EcbtraasTersalen  za  den  Berfibnnigs- 

den  Gegenadlen  anbescbriebenen  Kreise  mit  Q*)i 

irtIT  ilIeiM  Pnaktn*  vergl.  Gritnerl'«  Archiv  Bd.  42.  die 
von  llnrnliohmnaliBr  und  Henachle  p.  90  nnd  Sä2; 
BgaTi  Unlcniichungcn  äbar  die  wIchtigttCH  Btiiii  Dreieck 
!«••  Lel|iilf{  ISafl  und  dei  Verfallen  Lehrbach  der  abeneD 
.AnO.  f.  ITT.    Poudam  ises. 


Spieker:    Ein  merkwürdiger  Kreis  beim  Dreiecii,  W 

M  liegeo  bekanntlich  die  drei  Punkte  O^  Sy  H  in  einer  Geraden» 
80  dass  OiS:SA=l:2;  ebenso  die  drei  Punkte  M^  S,  Q  in 
eiaer  Geraden,  so  dass  MS:  SQ  =  1:2.  Die  vier  Punkte  O, 
M,  Q,  H  bilden  daher  ein  Trapez ,  dessen  Diagonalen  sich  in  S 
schneiden,  und  In  welchem  OM  =  \QH  ist. 

Ferner  ist  bekanntlich  der  Halbirungspunkt  der  Linie  OH  ein 
ansgezeichneter  Punkte  nirolich  das  Centrum  des  dem  Mitten- 
dreieck  (dessen  Seiten  die  Mitten  der  Seiten  des  Dreiecks  ver- 
binden)  umbeschriebenen  Kreises,  des  s.  g.  Feuerbach'schen 
oder  des  Kreises  der  neun  Punkte«  Der  Mittelpunkt  dieses  Kreises 
soll  mit  N  bezeichnet  werden. 

Nun  verrollständigt  sich  die  Analogie  zivischen  den  beiden 
Panktsystemen  O,  S,  H  und  M,  S»  Q»  welche  sich  nach  vet' 
scbledenen  Richtungen  verfolgen  lässt,  namentlich  auch  dadurch, 
dass  der  Halbirungspunkt  von  JUQ,  den  wir  mit  P  bezeichnen 
wollen,  ebenfalls  ein  ausgezeichneter  Punkt  des  Dreiecks,  nämlich 
das  Gentrum  des  dem  Mittendreieck  einbeschriebenen 
Kreises  und  mithin  der  Schwerpunkt  des  Perimeters  Ist; 
Qod  dass  dieser  Kreis  dem  Feuerbach'schen  Kreise  vollkommen, 
aber  in  reciproker  Weise  analog  ist. 

• 

Dm  die  erste  Behauptung  zu  beweisen,  seien  in  dem  Dreieck 
ABC  (s.  die  Figur)  die  merkwOrdIgen  Punkte  M,  S,  Q  und  das 
Mittendreieck  DEF  verzeichnet;  P  sei  der  Halbirungspunkt  der 
Strecke  MQ.  Man  verbinde  A  mit  JU  und  D  mit  P,  und  ziehe 
die  Schwerpunkts  transversale  AD.  Da  nun  JUP  =  iJUQ,*  und 
MSzzziMQ,  so  ist: 

MSiSP=z  2:1.    Ferner 
AS:SD=2:l 


AM^DP. 

Daher  halbirtDP  den  ^EDF  des  Mittendreiecks.  Aus  gleichen 
Grfinden  balbirt  auch  EP  den  ^  DEF  und  FP  den  ^  DFE. 
Daher  ist  P  das  Centrum  des  dem  Dreieck  DEF  einbeschrie- 
benen Kreises  und  mithin  der  Schwerpunkt  des  Umfangs  des 
Dreiecks  ABC. 

Um  zweitens  die  Analogie  zwischen  dem  einbeschriebenen 
Kreise  des  Dreiecks  DEF,  den  wir  kurz  Kreis  um  P  nennen 
wollen,  und  dem  Feuerbach'schen  Kreise  übersichtlicher  zu 
loacben,  stellen  wir  die  Eigenschaften  beider  gegenüber. 


L       _. 
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Spleher;  Ein  merkvirOtger  Kreis  beim  Brtieek. 


Mrcis  der  neuu  Paafct«. 

I.  Die  Ponbte  O,  S,  N,  H 
li«geB  harmonisch ;  8  und  H  aind 
d»ber  innvrer  und  iusserer  Avhn- 
llcbkeitapunkt  des  ombeactirle' 
b«n«n  und  des  Feuer bscb'scben 
Kreises. 

3.  Der  Radius  des  Fener- 
baeh'scben  Kreiaea  lat  balb  so 
gross,  als  der  Radius  des  oni' 
bescb riebe nen  Kreises. 

3.  Das  CeDttum  N  des  Feuer- 
bach'scben  Kreises  liegt  auf 
der  Verbindungalinle  der  Mitte 
jeder  Seite  mit  dem  Ualbirunge- 
pnnkte  des  ofaeni  Abscbnitls  der 
BUgebSrigen  Hübe  (Ecictransver- 
sale  durch  U),  und  ist  der  Hai- 
birungspunlct  derselben. 

Beweis.  G  sei  der  Halbirungsponkt  des  obero  Abacbnitts 
der  Eck  transversale  AQ.  Nach  der  Theorie  des  Punktes  Q  ist 
bekanntlich  Dia^AQ,  und  DM  =  iAQ.  Da  nun  P  der  Hal- 
blrungspuiikt  von  QM  ist,  so  geht  auch  DG  durch  P,  nud  es  iat 
0/>=Pfc'. 


Hr«b  KM  P. 

I-.  Die  Punkte  10,  S,  P,  Q 
liegen  harmoniacb ;  S  and  Q  siBd 
daher  innerer  nnd  Süsserer  Aebn- 
licbketlspnnkt  des  einbeschrie- 
benen nnd  des  Kreises  um  P. 

2".  Der  Radius  des  Kreises 
Hin  P  iat  halb  so  gross,  als 
der  Radius  des  ein  beschriebenen 
Kreises. 

3°.  Der  Punkt  P  liegt  auf  der 
Verbindungslinie  der  Mitte  jeder 
Seite  mit  demHalbirnngspunkte. 
des  obern  Abachoitts  der  zuge- 
h  Sri  gen  Ec  Ict  ran  sve  reale  durch 
Q,  und  iat  der  Hat birungap unkt 
derselben. 


4.  Der  dem  Mittendreieck  um- 
linMeh rieben e    Kreis    geht  auch 
I  die  Halblrnngspunkte  der 
1  Abschnitte  der  Haben. 


4'.  Der  dem  Mittendreieck 
einbescbriebene  Kreis  berfibrt 
auch  die  Seiten  des  Dreiecks, 
dessen  Ecken  die  Ualbirunga- 
puokte  der  obern  Abschnitte  der 
i  Ecktrangversalen  durch  Q  sind. 

Beweis.  G,  J,  K  seien  die  Balblrungspunkte  der  obem 
bnitte  der  EcktraDsversalen  durch  Q.  Flllt  man  von  M, 
>d  Q  die  Lothe  Mm.  Pp,  Qf  auf  die  Seite  BC.  so  ist: 

Ist  JK  Et  BC  nnd  Qq  wird  von  der  Linie  JK  balbirt  Sob- 
rt  man  daher  von  obiger  Gleichung  beiderseits  jQf ,  sn  er- 
sieh ,  dose  das  Loth  von  P  auf  JK  =  \Mm,  d.  b.  nach  3«. 
h  dem  Radius  de«  Kreises  um  P  ist  Daher  berührt  dieeer 
I  die  Linie  JK,  and  aus  gleichen  GrSod^  auch  die  beide« 
f  Selten  des  Dreieeka  GJK. 


Spieher:  Ein  merkwürdiger  Kreii  beim  Dreieck, 
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5.  Der  Feoerbach'sche  Kreis 
schneidet  die  Seiten  des  Dreiecks 
iD  den  Punkten,  wo  sie  von  den 
Hohen  getroffen  werden* 


5<>.  Der  Kreis  um  P  berührt 
die  Seiten  des  Mittendreiecks 
in  den  Punkten,  wo  sie  Ton  den 
EcktraoAversalen  durch  Q  ge- 
schnitten werden. 


Beweis.  Der  Berührungspunkt  der  Linie  £Fniit  dem  Kreise 
uro  P  heisse  L.  Fällt  man  das  Loth  Mm  auf  BC  und  verlängert 
es  bis  zum  Schnitt  in  m'  mit  der  Ecktransversale  AQ^  so  ist  be« 
kanntlich  Mm'^sildm^^Q.    Da  nun  nach  2«   PL  =  iQ,  so  ist: 

Mm'iPL  =  QM:QP, 

und    da   PL  ^  Mm\   so  liegt   der   Punkt  L  auf    der  Linie  AQ, 
w.  z.  b.  w. 


6.  Der  Feuerbach'sche  Kreis 
schneidet  die  durch  die  Ilalbi* 
ningspunkte  der  obern  Hufaen- 
abschnitte  mit  den  zugehörigen 
Seiten  gezogenen  Parallelen  da, 
wo  dieselben  von  den  durch  O 
nach  den  Mitten  der  Seiten  ge- 
richteten Transversalen  getroffen 
werden. 


6«.  Der  Kreis  um  P  berührt 
die  Seiten  des  durch  die  Ilal- 
birungspunkte  G,  J,  K  der  obern 
Transversalabschnitte  bestimm- 
ten Dreiecks  da,  wo  dieselben 
von  den  durch  M  nach  den 
Mitten  der  Seiten  gerichteten 
Transversalen  getroffen  werden. 


Beweis.  Da  JK:pEF,  so  liegt  der  Berührungspunkt  des 
Kreises  mit  der  Linie  JK  in  der  Verlängerung  von  PL,  und  zwar 
am  sich  selbst  Da  aber  ferner  auch  QA  :|;  MD  und  PQ  =  PM 
ist,  so  muss  auch  der  Schnittpunkt  von  MD  und  JK  mit  jenem 
Berührungspunkte  zusammenfallen.  Aus  gleichen  Gründen  fallen 
auch  die  Schnittpunkte  von  ME  und  MF  und  resp.  der  Linien 
GK  and  GJ  mit  den  Berührungspunkten  des  Kreises  zusammen 

Während  daher  der  Feuerbach'sche  Kreis  durch  sechs 
ausgezeichnete  Punkte,  nämlich  die  Mitten  der  Seiten  und  die 
Halbirungspunkte  der  obern  Hohenabschnitte  gebt,  berührt  der 
Kreis  am  P  sechs  correspondirende  Linien^  nämlich  die  Paral- 
lelen durch  die  Mitten  der  Seiten  und  durch  die  Halbirungspunkte 
der  obern  Abschnitte  der  Eck  transversalen  durch  Q.  Während 
ferner  der  Feuerbach*sche  Kreis  durch  sechs  andere  ausge- 
seichnete  Punkte,  nämlich  die  Gegenpunkte  der  sechs  ersten  auf 
dem  Transversalsystem  durch  H  und  dem  ihm  parallelen  durch 
O  geht^  berührt  der  letztere  jene  sechs  Linien  in  den  Schnitt- 
punkten der  parallelen  Transversalsysteme  durch  Q  und  M,  Im 
Lichte  dieser  Analogie  wird  es  übrigens  bemerklieb,  dass  es  folge- 


/^  «lageip!»  i«  vicrfadM;  Doh  mm  «ia  dts  r  Ina  JT  de»  ön- 
^«pebftebf9*ea  Srewea  (bei  Cestta.  J^,  .%,  ^  4er  ^»„fcij 
b«Ma  fc#i«  i«seterie  «Md.  ^  Mcfc  Ar.  P»kte  Q  mmA  dni 
aMiOT»  Ol.  ^  ^  «Mwlat.  MM  doMs  ».  B.  Ol  iteck  Ab  Eck- 
tratwcraale  rw)  jl  nadi  de»  Ri  ittiiw^^niMiiin  das  aübese^c^. 
l^eiM»  KrriM*  nit  <ier  Seite  AC,  dwcfa  riie  Frfcti  ^p»  miU  *«■ 
Ä  »aeh  item  BcififcraaQspwkte  da  Kraso»  am  ^  Mit  da-  Ter- 
Hiiffernni;  vaii  JC,  und  dwcfa  ifia  Eektt^nvosale  t(m  C  -~t^ 
iem  BerBhrans^wkte  d«  KraiM»  m  ^  out  dM  TcxiufrcrnH» 
MR  ^«  b«.li«»t  mrd.    Die  Ptakte  «1,4^«^  fies«  müt  4tt 

■m  Abstand««  *na  S.  <Üe  aidi  wi«  ä:l  «vkaltau  k  ^kr  Khsb 
■■d  olMe  Beoewe  viil  ieb  m^  ibIMiw,   dua  sm^  £c  "-■•^' 

n»g^Mirte  der  Li«iM  j^o^,  di;o,.  j^«;^, 

gMefcMMiRM»  £l««eM*  alle  dk  Or  />  bewicMMe  FlfiBiiifc^,, 
bentM».  CK«  eat^precbradcB  Krewe  ■■  P.,  /^  ^i  and  ^  d«n 
Mit(«<Hlrri«ek  />£F  aabcachriebeaau  Die  Badieii  fimn  KicKe 
rfml  lialb  •«  iTfiM,  ab  die  der  gfeiefcHM^ea  ubeacfcriefeeMB 
Kr«ia«  de»  Dr»ieefc»  ABC.  Jeder  tob  üuen  bcrükrt  aaefc  die 
Selten  deejealge»  Drete«ka,  daa  dorck  die  Ualbiraegspiulite  det 
«bern  Abaehnitte  der  doreb  d«a  i^eicfcaaaige  Q  geaogekca  Eck- 
franavnflsleii  beatimmt  wird.  Di«  Seiten  dea  Hitteadreiecks  verden 
In  danjanigen  Pankten  berfikrt,  wo  die  Ecktnnarersalen  dercfa 
du  ulaieböUliite  Q  aie  aekneiden,  and  die  Seiten  den  nwlern 
Dratacfca  werden  in  denjenigen  Pankten  bertikrt,  wn  nie  ron  den 
TrnniTeraalan  durch  daa  gleicbnam^  Q  sack  den  Mitten  der 
Saiten  dea  Draiacka  ABC  geacbnitten  werden. 
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Ueber  den  Schwerpunkt  der  Umgrenzung  bei  den  ein- 
fachsten Figuren  und  Körpern. 

Von 

Herrn  Dr.  R.  Mosty 

Lehrer  an  der  Realschule  I.  Ordnung  In  Stettin. 


(Figuren  8.  Taf.  L) 


lo  Nachfolgendem  soll  der  bekannte  Satas  von  dem  Schwer- 
paukte  des  Triangels  fiSr  den  Umfang  des  Vierecks  benatzt  und 
dann  die  entsprechenden  Coostructionen  dar  die  drei-  und  vier- 
seitige Pyramide  angegeben  werden : 

1.  Sind  drei  Punkte  A^  Ai,  A^  (Fig.  1)  mit  deo  Gewichten 
^  ^$  o%  belastet»  so  hat  der  Schwerpunkt  S  eine  solche  Lage» 
da«s  sieb  verhält: 

^SAi  A^ :  ^SA^A  :^SAAi  =  a :  «i :  o^  *)• 

Beieichnet  man  den  Schnittpunkt  von  AS  und  AiA^  mit  B,  so 
ist  der  harmonische  Punkt  T  zn  A,  S  und  B  der  Schwerpunkt 
der  mit  — ««  c^  und  o^  belasteten  Punkte  A,  Ai  und  A^, 

Beweis:    ad   1.    Es  verh&lt  sich  «1:02=  ^^^i^^^i 

^SA^AiSAiA 

ad  II.    Es  verhält  sich  TB.TA^SBxSA 

=  «:(«!+ «2)« 


*)  Vergl.  Möbius,  der  bar^centritche  Calcul  pag.  26  n.  £• 


10  Vatt:  Veter  de»  ScJHterpxmU  der 

%  W«rd«D  die  Ecken  m««  Dreiecks  AAyA^  nit  dem  G^ 
wicbt  der  gegen Bberliegenden  Seiten  a,  «|,  «,  beUatet,  ■<■  sind 
di«  Hittelpafikt«  der  Tier  Berfibm^^ekreise  Jf,  JV,  JV,,  iVg  die 
Seiiwerpnnkte  ond  %m%x  gilt  der  Hittetpankt  den  inneren  Berfih- 
rangekrfli«ea  f&r  gleichartig«  Hassen,  die  der  iasseren  Berfih- 
rnngskreise  fSr  ungleicfaartige  Hassen. 

Beweis:  Es  sollen  die  Belastungen  a,  e,,  c^  so  gewählt 
«erden,  dass  der  Schwerpankl  S  mit  Jf  insaBmenßilt;  beaeiebnet 
man  den  Radios  des  eingesebriebenen  Kreises  mit  f,  eo  moss 
sieb  nacb  I.  Terhalten; 

dem  dnrch  n  =  a,  «j  =  a,,  «^  ^  o,  gen^t  wird.  —  Ferner  fiber- 
sieht man  leicht,  dass  A,  M,  B  und  A  (Fig.  2}  baimonische 
Pnakle  sind,  da  die  rier  von  A^  ansgehenden  Strahlen  hartnoni- 
ache  sind. 

3.    Sind  vier  Punkte  des  Raumes  A,  Aj,   A^,  A,  mit  den 
liswlchten  a,  a„  a^,  og  belastet,  ao  hat  der  Schwerpunkt  S  die 
dass  sieb  verhält: 

SAtAiAt:SAtA,A:SA,AA,:SAAiA^=:ii:ai:€^'.at*). 

ihaet  man  den  Schnittpunkt  von  AS  und  A,A^At  mit  B, 
der  harmonische  Punkt  T  za  A,  S  und  B  der  Schwerpunkt 
It  — «,  «1,  «1,  Of  belasteten  Punkte  A,  Ai,  Af,  A^. 

eweis:  Üa  B  der  Schwerpunkt  von  A^,  A^,  Ag  sein  mnss, 
halt  sich  nacb  ].: 

"■•<'>■<%  =  BA^A^i  BA^Ai'.BAiA^ 
Dch 

=  SAA^At-.  SAA^Ai :  SAA,At; 

lifo  der  entsprechenden  Punkte  B,,  B^,  B^  ergehen  sich 
Isprechenden  Proportionen,  —  In  Bezug  auf  T"  ergiebt  sich : 

TBi  TA  =  SB:  SA  =  v:(i^  +«%  +  "%)■ 

Wenn  man  bei  einem  Tetraeder  AAiA^A^  die  Ecken  mit 
Sewtcbt  der  gegenSberliegenden  Seitenflficben  a,  O],  a^  a^ 
lt.  so  sind  die  Mittelpunkte  der  Barübrungskugeln  St,  JV, 
i,  JV,  die  Schwerpunkte  derselben  und  zwar  bezieht  aich 
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der  Mittelpunkt  der  inneren  Berflbrungskogel  auf  gleichartige,  die 
der  äusseren  auf  ungleichartige  Massen. 

Beweis:  kt  p  der  Radius  der  eingeschriebenen  Kugel, 
80  moss  sich  nach  3.  verhalten: 

dem  durch  a  =  a  of|  =?  €i|  u.  s.  w,  genügt  wird.  -«-  Dass  femer 
S  der  harmonische  Punkt  zu  A^  M  und  B  ist,  erkennt  man  dar- 
aas, dass  die  etwa  durch  AxA^  nach  diesen  vier  Punkten  gelegten 
Tier  Ebenen  harmonische  sind. 

5.  Bestimmt  man  ki  einem  Dreieck  das  der  Seitenmitten,  so 
sind  die  Mittelpunkte  M^  N,  Ni ,  N^  der  vier  BerOhrungsk reise 
des  letzteren  die  Schwerpunkte  für  den  Umfang  des  gegebenen, 
je  nachdem  die  drei  Seiten  von  gleicher  oder  ungleichartiger 
Nasse  geibcht  werden. 

Beweis:  Ist  in  Fig.  3.  das  Dreieck  AAiA^  gegeben  mit 
den  Mitten  der  Seiten  C,  €% ,  C^^  so  sind  dieselben  mit  A^A^^ 
A^A,  AAi  oder  mit  2.CiCi,  "l.C^C,  2.CCi  belastet  zu  denken, 
die  Schwerpunkte  ergeben  sich  also  nach  2.: 

3t  für  +A1A2  +  A^A  -i-AAf 

N  „  —AiA^  +A^A  +AAi 

iV,  „  +AiA^  -A^A  +AAi 

Jy^  „  -|-  ii|  A^  -f-  A^A  —  AAi  • 

6.  Wenn  man  bei  einem  Viereck  in  den  beiden  durch  eine 
Diagonale  gebildeten  Dreiecken  die  Dreiecke  der  Mitten  nimmt 
vnd  zu  diesen  die  Mittelpunkte  der  inneren  Berührungskreise  mit 
U  und  JUi ,  die  der  Diagonale  abgewendeten  äusseren  Beruh- 
mngskreise  mit  N  und  iV|  bestimmt,  so  ist  der  Durchschnitt  von 
MNi  und  MiJV  der  Schwerpunkt  des  Cmfanges. 

Beweis:  Gegeben  sei  das  Viereck  (Fig.  4)  mit  den  Seiten 
0}  6,  Cf  d  und  der  Diagonale  e,  die  Mitten  derselben  werden 
mit  A,  j?,  C  D  und  E  bezeichnet,  dann  ist  in  leicht  verstand- 
licher  Schreibweise   für  den  Schwerpunkt  iS  des  Dmfanges: 

ia  +  b+c+d)S=a.A  +  b.B  +  c.C-td.D 

^la.A  +  b.B-^e.E  +  cC  +  d.D-^e.E 

=  (a  +  6  +  e)J9i+(C'\-d^e)Ni 
also  liegt  iS  auf  MNi 

Thtil  LI.  2 


20  Sonderhof:  Die  §eoäatt$ehen  CarrecUonen 


V. 

Die  geodätischen  Gorrectionen  der  auf  dem  Sphäroid 

beobachteten  Horizontalwinkel. 

Von 

dem  Geodäten  Herrn  A.  Sonderhof 

in  Rohnstedt  bei  Greotten  in  Schwaribnrg-Sondershniiscit« 


(Figuren  s.  Taf.  11.) 

Mit  den  Fortschritten  in  Theorie  nnd  Technilc  wSchst  in 
der  angewandten  Mathematik  im  Allgemeinen  die  Anzahl  der 
kleinen  Verbeiiaerungen,  welche  dem  unmittelbaren  Ergebnis«  der 
Beobachtung  hinzugefQgt  werden  müssen ^  jenachdem  es  die  Be* 
dingungen  der  Aufgabe  erheischen.  BeTor  man  in  der  GeodSsie 
die  Theorie  der  sphäroidischen  Trigonometrie  kannte,  konnte  z.  B. 
keine  Rücksicht  auf  den  Unterschied  zwischen  der  geodätischen 
Linie  und  dem  Normalschnitt  genommen  werden.  Man  würde 
auch  jetzt  noch  diese  sehr  kleine  Differenz  yernachlässigen  können, 
wenn  die  Messinstrumente,  welche  man  gegenwärtig  gebraucht, 
nicht  den  entsprechenden  Genauigkeitsgrad  besässen.  Die  Schärfe 
dieser  Instrumente  reicht  aber  bis  zu  dem  kleinsten  Sehwinkel 
von  0,05  Secunden  hinauf,  sie  fordert  also,  dass  jenem  Unter- 
schiede, welcher  die  eben  bemerkte  Grösse  übersteigt,  Rechnung 
getragen  werde. 

Bedeutender,  als  die  besprochene,  sind  die  Differenzen,  welche 
dadurch  entstehen,  dass  die  Winkel  nicht  unmittelbar  auf  dem 
ideellen  Rotationsellipsoid  der  Erde,  sondern  in  verschiedenen 
Hohen  über  der  Meeresfläche  beobachtet  werden  —  Differenzen, 
denen  vielleicht  bisher  weniger  Beachtung  geschenkt  worden  ist. 
Sie  werden  In  Folgendem  ausführlich  behandelt. 
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Ferner  ist  die  Strahlenbrechung  zu  erwähnen.  Eine  Erurte* 
rung  der  verticalen  Refraction  lag  zwar  nicht  in  Absicht,  konnte 
aber  nicht  ganz  übergangen  werden,  da  die  Untersuchungen  über 
die  horizontale  Abweichung  der  terrestrischen  Lichtcurve  einige 
Kenntniss  derselben  voraussetzen.  Was  nun  die  eben  gedachten 
Untersuchungen  betrifft,  so  resultirt  aus  ihnen  freilich  kein  posi- 
tives Ergebniss,  weil  die  horizontale  Abweichung  der  Lichtcurve 
für  die  Praxis  verschwindet;  dies  lässt  sich  jedoch  nicht  ohne 
Weiteres  und  als  selbstverständlich  annehmen,  sondern  bedarf  des 
theoretischen  Nachweises,  welcher  denn  auch  in  Folgendem  ge- 
geben worden  ist. 


1.    Beduetion  des  Azimuths  auf  die  Grandflftche. 

Die  geodätischen  Messungen  bewegen  sich  nicht  unmittelbar 
auf  der  GrundÜäche  der  Erde,  welche  man  sich  im  Niveau  des 
Meeres  vorstellt,  sondern  in  verschiedenen  Hohen  über  derselben. 
Dieser  Umstand  würde  die  Resultate  der  Messung  weiter  nicht 
afficiren,  wenn. die  Erde  eine  vollkommene  Kugel  wäre.  Dies 
ist  aber  nicht  der  Fall,  man  hat  es  mit  einem  Rotationsellipsoid 
zu  thun,  dessen  Normalen  sich  bekanntlich  nicht  schneiden.  Aus 
diesem  Grunde  ist  es  auch  nicht  gleichgültig,  in  welcher  Höhe 
über  der  Mecresfläche  die  Richtung  nach  einem  zweiten  Punkte 
genommen  wird ;  denn  ein  Unterschied  in  der  Höhe  dieses  Punktes 
verursacht  zugleich  einen  Unterschied  im  Azimuth.  Wir  ermit- 
teln die  Grösse  dieser  Abweichung  und  benutzen  hierzu  die 
Figur  1.  Es  sind  darin  k  und'  ki  die  Flächennormalen  der 
Punkte  a  und  6,  e  ist  ihr  kürzester  Abstand,  ds  die  Verbin- 
dung der  Punkte  a  und  6,  welche  nach  Umständen  als  gerade 
Linie  oder  Kreisbogen  betrachtet  i^erden  kann,  acd  eine  Ebene, 
senkrecht  zur  Richtung  des  kürzesten  Abstandes,  de  und  db  pa- 
rallel zu  ki9  resp.  e. 


Es  ist 


♦s*/"'^=*g«'=Fira=ra- 


Man  lässt  k  um  die  kleine  Grösse  h  und  to  um  die  entsprechende 
kleine  Grösse  z/a  wachsen,  so  kommt 


z/a  e,h 


cos«?*  k^dx 

Umgeformt  lautet  diese  Gleichung 


en  Kf iwwgjrarfiB»  tmi  dit,  f^  aad  f|  £•  RaJien  der 
iapfI(räiMmiiiu;ei»,  tt  de«  Wnkel  swisdbcn  Jer  Tsageate 
leo  KrimmniiK  and  ilf,  rfs  den  Wmket  zwisefaea  den 
ten  NorBialen,  A  Ata  Pol  d«r  Novial«  bed««le». 

DMA  ditwe  GrÜMM  in  «■  Cleichng  I.  e»,  m  Mgt 
I        !> 


V.ftt     M     y  _       Vft> 


,•,"=1+., 
<'(ä;-ä)"""""''='+''- 
's-s)*'°"°"i+^=-(fo-^)""""°<'+--'+->- 

(  und  t,  nur  kleine  tirSssen  siod,  welche  noch 
Vlultiplicaioreii   der   an   sich  schon   sehr   kleinen  Grüsse 

Isinacnsa  vorkommen,  so  kann  man  die  letzten  Glie<ler 
I  lassen  nnd  erhält  sodann  die  Rir  die  Praxig  vollkommen 
nde  Formel 

Ja  s=  —  h.i  —  —  —  Isinocoaa. 
Vpu        Qi/ 
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Ffir  tgor  =  V  -^  wird  der  kürzeste  Abstand  e  ein  Maximum» 
nämlich  e  = -^—^ — -.ds*  Fuhrt  man  diesen  Ausdruck  ein  und 
setzt  (ur  k  den  Näberungswerth       ^      >  so  kommt 


4)  J«  =  -  ^ZJ^M 

(9i  +  *o)' 


Es  kann  bemerkt  werden »  dass  der  Quottont  -r-  anabhängig 
von  der  Grosse  des  Bogens  ds  ist,  d.  h. 

bei  gleicher  Höhendifferenz  der  Punkte  begehet  man  in 
der  Beobachtung  des  Azirauths  denselben  Fehler,  mag 
die  horizontale  Entfernung  derselben  irgendwie  —  natfir- 
lieh  zwischen  gewissen  Grenzen  —  verschieden  sein. 
Man  bat  diesen  Fehler  besonders  in  Gebirgsgegenden 
zu  berücksichtigen. 

Der  VVinkeInntersehied  Ja  ist  sehr  gering  und  erreicht  die 
Grosse  einer  Secunde  nicht.  Es  findet  sich  z.  B.  unter  der  geo- 
graphischen Breite  von  45^,  bei  einer  Hohe  von  i  Meile,  die 
Maximalabweichung  0,2  Secnnden.  Unter  gleichen  Voraussetzungen 
hat  man  am  Aequator  die  Differenz  der  Azimuthe  gleich  0«403  Se- 
cuuden. 


2.  Die  kürzeste  Linie  der  Parallelfläehe  und  die  geodätische  Linie. 

Man  erhält  eine  Parallelfläche,  (Fig.  2),  sobald  man  auf 
jeder  Normalen  des  Rotationsellipsoids  eine  gleiche  Grosse  h 
aufwärts  abträgt.  Die  Parallelfläche  ist  mithin  auch  eine  Rota- 
tionsfläche. Die  Gleichungen  des  Meridianschnitts  des  Erdsphä- 
roids  und  der  Parallelfläche  sind 

r  =  acost£.  r|=r  +  Acos». 

z  =  csiiiti.  Z|  =  z-fAsinTT. 

Die  Tangente  hat  für  b^de  Curven  denselben  Werth,  nämlich 
T= -, —  =  der  negativen  Cotangente  des  Winkels,  welchen 

<lier-Axe  mit  der  Normalen  einschliesst,  d.  h.  gleich  der  nega* 
tiven  Cotangente  der  geographischen  Breite  n,  daher  kommt 


24  Sander kaf:  Bit  ffirfüffirira  Cmnetäamn 


F&  jede  RotaÜMSÜche    bat  mm  fie  DÜtifHilglcidwiiig    der 
lwrze»lea  Liim 


frorin  r  den  Radiius  des  P^urallelkrcises»  X  die  Liage,  /^rosino^ 
eine  Constaote,  Oq  <^  Azimotk  am  AaÜmgspMkte  der  Lioie  i>e- 


1I2 
denten.    Fahrt  nao  den  Werth  tob  ^  eia»  se  edbatt  mao 

Versachen  wir  diese  Gleiebaog  zq  iat^riren: 

-+    farccos---; — «a«- 


,  1 

A  =  -1 arccos 

sinss 


Mao  setzt  n^=.n^\dn^  und  entwickelt  den  Ansdrack  unter  dem 
integraizeicben  nach  dem  Taylor'schen  Satze 


Far  f\7^  erhält  man  den  Ausdrnck 


L  rA    «n«o'    /^       .1/7^ 

Ffibrt  man  diesen  Werth  ein,  so  kommt,  swischen  den  Grenzen 
0  und  ^»o  mtefjrirt. 


der  auf  dem  SphäriHd  beoöachtelen  HorizatUalwhikei.  25 

A  =  -; arccos  *• ; arceos  ~  +  arcco8  -^ .  -r z^n^ 

sin  97  r      8in  ^  Vq  Tq    ein  ttq^      " 

^o,.-.-.^-  y  /1+cos  V\   .  y(go+A)cotg»o\    z/V  , 
^  (^arccos ^^(^-^^^^^^3-j+  ^-j.—.^,  ... ., 


oder 


y 

arccos  - 


sin;r  Tq  \         8in;ro         / 

Die  hohem  Derivationen  von  f{n)  werden  umfangreiche  und  com* 
plicirte  Ausdrücke,  sie  mögen  deshalb  unberücksichtigt  bleiben, 
zumal  da  es  uns  nicht  auf  eine  genaue  Bestimmung  von  A  an- 
kommt, sondern  vielmehr  auf  die  Ermittelung  des  Unterschieds 
der  Azimuthe  der  geodätischen  Linie  und  der  entsprechenden 
kürzesten  Linie  der  Parallelfläche.  Im  Allgemeinen  ist  dn^  ein 
kleiner  Bogen,  man  kann  deshalb  auch  das  letzte  Glied  der  Glei- 

chuns    vernachlässigen;    dann    lässt    sich    aber  für  -; —   setzen 
^  °  *        sin « 

-: (1  — cotgTtb^^o)-    Demnach  erhält  mau 

sin  910  O     u        u/ 

6)  X  = ^^—^ — -  (arccos  -  —  arccos  ^ ) 

l^cotg^To^^ro  y  n 

=         sin;ro         (»'^cos  ^  +  «o     ^h 

Um  das  Verhältniss  der  Incremente   von  a  und  h  zu  finden, 
nimmt  man   n  und  A  constant  an  und  differentiirt  nach   a  und  h. 

Es  kommt 


1 


Führt  man  die  Differentiation  aus  und  beachtet,  dass 

y  _rosinfto 


M  Mmmäerkmf    »U  §tmdäauäem 

WerdM  lÜMe  WertW  cn^csetsl,  m  crfcsh  mm 

21* — : i 


I 

4/  .      -^    r^ 


lier  Aiuidrifck  unter  dem  Wurzelzeichen  läast  sich  onronDen;  es 
i<rt  T^  «In  Ol  s  r^eln  tif^  daher 

Dien  eingefflbrt  giebt 

^  rfi  ""     fi     '  fi  cos  «I  —  r^  cos  Oo' 

Man    setzt  Tx  =ro  +  drof  «^i  =e^-|-c{ao,    dann  hat  man  fSr  den 
Zfthler  des  vorstehenden  Ausdrucks 

(Tq + rfro)  cos  TTo  —  ro  (cos  % — *' "  ^0*^%)  =  cos  Tr^c^ro  +  '^)Sin  ^o^^o» 

(trittr  fdr  den  Nenner 

(ro  +  rffo)  (cos  «0 — sin  eo^<^) — ro  cos  «o  ==  cos  Oq  dr^^ — r©  «in  ab«^«o' 

Man  sucht  die  Relation  zwischen  dr  und  da  nach  der  Gleichung 
rsln«  rs  y  und  erhält 

r  cos  ac^a  -f  ^In  f»dr  =  0, 
mithin 

sin  u    dr 


du  s=  — 


coso  '  r 


Dadurch  geht  der  Nenner  über  in  den  Ausdruck 

^'    "         coso^.ro  coso^o 

Mftn  erhält  deshalb 


der  auf  dem  SpMroid  beobachteten  Bori%ontalufinket,  27 

da sina^  cosc^p  ^cos  «prfri  -|r  rp  sin  n^d7t^j\ 

dh  "^  Vi  \  dr^  '/  * 

Noomebr  fuhrt  man  die  Radien  der  beiden  Uauptkriimmungen  ein 
nach  den  Gleicbungen 

dann  folgt 

da      sin «0 cos o^     cosni^.sinn^o.c^^     /      .  #      / 

dh  = 7i (?o  +  A)  sin  %  d«o  •<*'+*-  ^^^  +  *>) 

sin  €?o  cos  ffo .  cos  »^  /(pi  +  A)  —  (po  +  A) 


n 


/(gi+A)-(go  +  A)\ 

V      (Po+A)     y 


Für  -  setzt  man 


dvo 


dann  erbält  man 


dro 


Beziebt  man  die  Abweichung  des  Azimaths  unmittelbar  auf  die 
geodätische  Linie,  so  wird  A=U  und  die  Gleichung  8)  geht  fiber  in 

<fro 
9)       da=-sinacos«(l-i)(l--^^.dA. 

Man  bemerkt  sofort,  dass  der  erste  Theil  dieser  Formel  ganz 
genau  mit  dem  ersten  Gliede  des  im  §.  1.  entwickelten  Ausdrucks 
2")  för  da  übereinstimmt.  Die  letzten  Glieder  in  beiden  Glei- 
chungen sind  sehr  kleine  Grossen.    Vernachlässigt  man  z.  B.  den 

Factor  —  för  den  Fall,  wo  ;r=45o  ^/«o  =  l^  a=45o,  A=i  Meile 

T 

uigenommen  wird,  se  begehet  man  nur  einen  Fehler  von  0,0034  Se- 

dr 

1» 
cimden.    In    der   NShe   des   Pols   kann    zwar   der  Bruch  nr 

'  r 
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bis  lu  1  wachsen .  dann  nähert  sich  aber  die  Grosse  ( ] 

der  Null.  Ffir  die  Praxis  faHt  mitbin  die  Projection  der  kfir- 
testen  Linie  der  ParallelflSche  genau  mit  der  geodätischen  Linie 
lusammen.  Theoretisch  hingegen  lässt  sich  nichts  Allgemeines 
aus  den  entwickelten  Formeln  über  die  g^enseitige  Lage  der 
b^den  Linien  aussagen,  da  das  GHissenverhältniss  der  letzten 
Glieder  fiSr  Tersehiedene  Längen  der  in  Betracht  gezogenen 
Linien,  ftir  verschiedene  Breitengrade  and  Azinathe  Tariirt 

Bewegt  sich  die  Messung  anf  ^ner  Hochebene,  so  schliesst 
man  nach  diesen  Ergebnissen,  dass  die  Seitea  des  gemessenen 
geodätischen  Dreiecks  zwar  dieselben  Flächennormalen  trefen, 
wie  die  Seiten  des  entsprechenden  Dreiecks  anf  der  Gmndfläehe, 
dass  hingegen  die  Gr6ssenrerhäitnisse  der  Seiten  nnd  Winkel 
beider  Dreiecke  verschieden  sind. 


S.    Sete^iea  4er  PeUOe  uf  fie  C^utticfte. 


Beachtet  amn,  dass  sich  die  AttraeÖM  sit  wadKeMler  Höbe 
«her  der  Meeresiäche  Termlndeit,  die  Centnüigalkrafl  hing^ 
Teff^;r«ssert,  se  kMunt  ami  n  dem  Sckhis^e,  dass  die  Lothlinie 
hl  einer  gewissen  Cntfemnng  i>em  FnssfMMkte  eine  Ahlenknng  cr- 
leidel.  Diese  AUenknng  kann  nv  sehr  geiv^  non  «nd  iht  nie- 
wds  eineti  «lerkKchen  Einlnss  anf  «e  Gi«sse  der  Horizontal- 
winket  aas*  Es  kSnnen  aber  FlMe  eintreten,  w«  oe  Ten  Beden- 
^nn^  hh  ^ne  «wBcscNnMM^H^  ner  i^nmvse  wtrw* 


In  f^^  ;^  stellt  Cr  die  CempMMale  dw  Attradion  der 
Erde,  §  dteselWt  Cemfianente  der  ratirenden  Erde 
«nd  M^leicli  «e  Ricbt»^  der  LetUnie,  f  4S^  Ccaliifi^k»^ 
«  die  Peiig*e  wnd  ^  den  Winkd  awi^dien  G  «nd  5  Tnr.    Man 

IHM  4ne  ^^vevcnnMcen 


N)  C?c*sf^s:54/^ces«;    G^in^ps/^ 

IWe  letnte  OeKMN^  wwd  diStrtntütt« 

€ren«fMlt  ^«InfrfG  ^  /e<isnnfat^sin««4f; 

r<»  da  «fcriK 4^  i^, 

4n  CS  -?      * 


der  auf  dem  Sphäroid  beobachteten  Horizon talwinket. 
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Man  ermittelt  die  Difierentialien  dO  und  df. 

1.  Wird  die  Winkelgeschwindigkeit  w  genannt,  so  ist  f^wh", 
also  df  =  tc*rfr  =  w*h  cos  tt. 

2.  Die  Richtung  voo  G  nimint  man  fSr  beide  Punkte  constant  an. 

Es  ist 


G^dG  =  7#™  =  G{1 '-%, 


mithin 


(«  +  A)« 


dG_      2^ 
G  ~*"  Ä' 


A 


y 


Diese  Grossen   führt  man  ein  und  setzt  fiir  sing)  den  Ausdruck 

f,8inn 


G 

11) 


■f  dann  kommt 


dn  =  -  sin  jr  cos  n  (vfl  + ' — ), 


wenn  man  annähernd  fOr  R  den  Krümmungsradius  pi  setzt.    Üa 
aber  pj  cos  9S  =:  r  ist,  so  folgt 


12) 


dn  =  —  .  A  sin  TT  cos  n, 
9 


Ermitteln    wir   die  Grosse   Ton  dn   für   den  Fall:    tt  =  45^; 
i  =  1000  Meter.    Es  ist 

4.Ä« 


IC*  == 


(86164)«' 


mithin 


3. 1000.4.  gg« 
^"^""2.  ^.(86 164)«* 


log6000  =  3,7781513 
log.»*     =0,994-2998 


4,7724511 
5,5478514 


log.86164*=  9,8706518 
log.^        r=r  0,9916247 

log  sin  r'   =0,6855749 


—6 


5,5478514 


logdjc    =0,2245997—1 
dn    =0,17  Secunden. 


4.    Die  yormalschnitte  und  die  geodätische  Linie. 

Die  drei  vorzüglichsten  Linien,  welche  zwei  Punkte  auf  dem 
Sphäroid   verbinden,    sind    die   beiden    Normalschnitte    und    die 
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geodätische  Linie.  Wir  betrachten  zuerst  die  Normaisehnitte  und 
benutzen  hierzu  die  bekannte  Fig.  1.  Die  Sehne  a6  bildet 
die  Schnittlinie  der  beiden  Normalebenen,  von  da  ab  trennen 
sich  dieselben  und  gehen  durch  die  Punkte  c  und  g  des  kür- 
zesten Abstandes.  Diese  Betrachtung  fährt  auf  eine  leichte 
Ermittelung  des  Winkels,  welchen  beide  Ebenen  einschliessen; 
man  braucht  den  kürzesten  Abstand  e  nur  im  Sinne  der  Senk- 
rechten zum  ersten  Verticalsehnitt  zu  nehmen,  also  die  Länge 
eg  auf  diese  Senkrechte  zu  projiciren,  um  sofort  das  Maass  des 
Winkels  zu  bekommen.  Nennt  man  z  den  Winkel  zwischen  der 
Senkrechten  und  der  Linie  cg^  dann  hat  man  für  den  Winkel  ö 

ß    cos  2 

der  beiden  Normalschnitte  die  Gleichung  d  =  -^-r —  .  Für  z 
führt  man  die  Ergänzung  x  =  90 — z  ein  und  erhält 

x  ist  der  Winkel  zwischen  den  beiden  conjugirten  Tangenten, 
die  analytische  Geometrie  giebt  dafür  die  Gleichung 


/l        IXsinacosa             .        ,          AI        1\   . 
cos  X  =  i —  I -j »  annähernd  :=  P 1 J  sinacos«. 

Dieser  Ausdruck  (das  ty  des  §.  1)  stellt  eine  kleine  Grosse  vor, 
man  kann  deshalb  slnor  =  1  setzen  und  bekommt 

r 

X      ^—    (^        1  \  sin«  cos« 
oder,  da  kt*  nahe  =:  t-  ==  1  ist. 


I— jsii 

V^o       ^1/ 


13)  a«fi— isinacosa. 

V^o      ^1/ 

Von  dem  Winkel  ^  der  Normalebenen  kann  man  leicht  zu 
dem  Winkel  der  beiden  Tangenten  der  Normaisehnitte  übergeben, 
indem  man  den  Winkel  ^  auf  dem  Horizont  von  a  reducirt.  Nennt 
man  den  gesuchten  Winkel  An,  so;  kommt  nach  Fig.  4 

14)  dn  =s ji =  0.  sin  tf. 

u  ist  der  Winkel   zwischen  der  Sehne  und  der  Tangente,  daher 
sin  t<  ==  oT*    Dies  eingeführt  giebt 
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15)  ^„  =  _   =,  _  ^--  ^ -^  8„,ac«sa. 

S^tzt  man  /:  =  V^^i»  dann  folgt 

Dies  ist  der  Winkelanleracbied ;  jetzt  fragen  wir  nach  dem 
KrS88ten  linearen  Abstände  der  Norroalschnitte  auf  dem  SphärnifL 
Derselbe  befindet  sieb  nahe  \u  der  Mitte  des  Begens  t.    Der  Ab« 

stand  dieses  Punktes  von  der  Sehne  ist  ^9   mitbin  der  Abstand 

D  der  beiden  Nermalscbnitte 

17)  X/=  rrnr=  cTTM "-^  Isinacos« 

«*   (Pi— Po)   .  *      > 

=  "^«"T^ — ^  sinacosa:;=  7  •  ^w» 

Die  numerische  Berechnung  giebt  für  den  speciellen  Fall: 
jf=45^  1  =  30  Meilen,  a  =  45«2'52,r'  die  Wertbe 

^91  =  0,21  Secunden,    Z>s=0J8  Par.  Fuss. 

Es  ist  eraicbtiiob,  dass  die  duftib  die  Zf^eideutlgkeit  do); 
NormalscbnitCs  entstebenden  Differen^Keii  nur  sehr  gering  sind^ 
dessenungeachtet  sucht  sie  der  Geodät  dadurch  au  vermeiden, 
dass  er  ^die  geodätische  Linie,  als  die  einzige  ui»zweideutige  Ver- 
bindung zweier  Punkte  auf  dem  Spbaroid,  in  Rechnung  zieht. 
Sachen  wir  die  Lage  dieser  Liuie  zu  ermitteln.  Figur  5  stellt 
einen  Meridianschnitt  nebst  £vo|ute  dar.  Erleidet  der  Meridian 
eine  Drehung  um  die  Axe,  so  dass  der  Punkt  a  nach  «,  b 
nach  j3,  c  nach  y  ffetaiigt,  so  besehreiben  die  Normalen  ac  und 
k  Kegelfläcben.  Eine  Ebene  durch  ac  stellt  einen  Normalscbnitt 
des  Punktes  a  vor;  sobald  dieselbe  den  Punkt  «  trifft,  so  ivird 
^  auch  de»  Punkt  y  schneiden,  weildi^  Punkte  n»  e,  a,  y  in  einer 
Ebene  liegen.  Drehet  man  nunmehr  die  Normalebenen  bis  zim 
Ponkte  ßy  so  befindet  sich  y,  mithin  auch  die  Normale  ßy  des 
zweiten  Punktes,  rechts  vos  der  Normalebene  acß.  Gehet  man 
^80  von  a  nach  ß,  so  befindet  sich  die  Flächennormale  des 
zweiten  Punktes  auf  der  dem  ersten  Meridian  abgekehrten  Seite 
des  Normalscbnitts  von  a.  Man  fiberzeugt  sich  leicht,  dass  dies 
Resultat  für  alle  Richtungen  aß  g^ilt.  Ebenso  leicht  findet  man, 
s  nach  derjenigen  Seite  bin,  wo  die  benachbarte  FiSchennor- 
abweicht,    die    Coneavität    der    kürzesten    Linie    gerichtet 
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ist«  Stellen  nSmlich  in  Fig.  6  aai,  böi,  n.  s.  w.  die  durch  die 
kürzeste  Lhiie  getroffenen  Fläcbennormalen  vor  und  versucht  man 
diese  Linie  zu  construiren»  so  gehet  man  von  a  nach  6  und  in 
der  Tangente  vreiter  bis  c.  Die  Krtlmmungsebene  von  6  erleidet 
eine  Drehung  gleich  dem  Winkel  ö  um  die  Tangente  abc.  Da- 
durch wird  der  dritte  Punkt  y  der  Curve  von  der  Ebene  a/i|C  ab 
nach  dem  Auge  zu  dirigirt,  das  Azimuth  ay  weicht  also  in  derselben 
Richtung  vom  Azimuth  ab  ab.  Denkt  man  sich  nunmehr  die 
Norroalebene  aaiy  eondtrnirt,  so  ist  ersichtlich,  dass  der  Punkt  d 
der  Tangente  6yd  ebenfalls  nach  dem  Auge  zu  von  dieser  Ebene 
abweicht,  weil  6  auf  der  entgegengesetzten  Seite  derselben  liegt. 
Noch  grosser  wird  die  Abweichung,  wenn  man  den  Punkt  d  in 
der  Krümmungsebene  6yC|d  auf  die  Fläche  projiclrt  Das  Azimuth 
ad  erleidet  mithin  wiederum  eine  Drehung  in  der  schon  mehrfach 
genannten  Richtung.  Die  körzeste  Linie  bleibt  also  immer  auf 
einer  Seite  des  Normalschnitts  und  wendet  ihre  concave  Seite, 
vom  Anfangspunkte  a  der  Linie  aus  betrachtet,  der  Normalebene 
dieses  Punktes  zu.  Man  kann  sich  die  Lage  derselben  durch 
Fig.  7.  versinnlichen,  in  welcher  die  ausgezogenen  Linien  die 
geodätische,  die  punktirten  Linien  den  Normalschnitt  andeuten. 
Denkt  man  sich  dieselbe  Figur  im  Punkte  6,  so  miisste,  von  b 
aus  gesehen,  die  geodätische  Linie  nicht  die  Lage  acb,  son- 
dern adb  haben.  Das  ist  auch  in  Wirklichkeit  der  Fall,  es 
ist  eine  Eigenschaft  der  kfirzesten  Linie,  von  ihren  Endpunkten 
aus  gesehen',  nach  zwei^  entgegengesetzten  Seiten  hin  conc«?  zu 
erscheinen.  Daraus  folgt,  dass  sich  diese  Linie  zwischen  den 
beiden  Terticalscbnitten  befindet. 

Für  die  Abweichung    des  Azimuths  der  geodätischen  Linie 
von  dem  des  Normalschnitts  hat  man  die  bekannte  Formel 


J8)  A—a=z 


1* .  e^ .  cos  ff^cos  «sin  a 


6a» 


für  den  Unterschied  der  beiden  Normalschnitte  haben  wir  oben 
gefunden 

Jn  =cirl — — — fsinacoso. 

Formen  wir  den  Ausdruck  für  Jn  so  um,  dass  er  mit  der  ersten 
Gleichung  verglichen  werden  kann.  Setzt  man  (ur  k  den  be- 
quemsten Werth  ein,  so  erhält  man 


der  mtf  d«m  SphOntd  teobaekteten  BortaontaMnhel.         38 

"      VI— e>sin»* 

ö« r^e« 1  +  e»«ln«« 

=  i  10 — 2e«8ln  »^  (1+ e«) — 1  +  ««  »im««] 

Daher  findet  man 


19)  iin  = 


f^.  e*.co8  »*  sin  «  cos  « 
2a« 


Der  Unterschied  zwischen  dem  Nomialschnitt  und  der  geodftti* 
sehen  Linie  ist  also  \  des  Unterschieds  swischen  den  beiden 
Norroaischnitten. 


h.    Einiges  über  den  Einllnss  dei:  erörterten  Correetionen  auf  das 

Resultat  der  Messung. 

Wenn  man  die  in  den  vorigen  Paragraphen  behandelten  kleinen 
Unterschiede  tediglich  nach  den  Zahlen,  welche  ans  der  nnmerl* 
sehen  Berechnung  resultiren»  beurlheilen  wollte,  so  kOnnte  die 
Bedeatnng  derselben  leicht  nnterschStst  werden.  Man  betrachte 
s.  B.  die  Reduction  der  Polhllhe.  Die  im  {.  3.  ansgeffihrte  nnme« 
rische  Berechnung  weist  die  sehr  geringe  Differenz  von  0,17  Se-» 
cnnden  nach  ^^  eine  Winkeldifferenz,  weiche,  auf  mSssige  Längen* 
dimensionen  bezogen,  nur  eine  ganz  kleine  lineare  Abweichung 
femrsacht.  Im  vorliegenden  Falle  jedoch  hat  man  sich  den  Winkel* 
isterschied  am  Mittelpunkte  der  Erde  vorzustellen,  und  von  hier 
las  schliessen  die  Schenkel  desselben  auf  der  Oberfläche  einen 
Bogen  von  nugefkhr  10  Fnss  ein;  dies  ist  eine  Grösse,  welche 
ridi  bei  der  Triangulation,  auch  Aber  beträchtliche  Strecken  hin- 
«rag,  bemerkbar  macht.  Im  Uehrigen  Ist  die  in  Rede  stehende 
Correction  insofern  von  geringerer  Bedeutung,  als  PoIhShenbestim- 
mungeu  in  grosseren  Höhen  seltener  vorkommen. 

Was  die  beiden'  Übrigen  Correetionen  betrifft,  so  haben  sie, 

wieaoB  djsa  Fiirmeln  3)  und  18)  leicht  zu  ersehen  ist,  zwei  Eigen- 

ehaftea  gemein:  erstens  erreichen  beide  ihren  grössten  Werth 

TlitU  LI.  '3 
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am  Aeqaator,  bei  einen  Aeimutb  von'  45^,  zweitens  wechaelo 
beide  das  Vorzeichen  in  jedem  folgenden  Quadranten.  Sonst 
steben  sie  in  keiner  Beziehung  zu  einander,  defto  die  eine  ist 
Funktion  der  Entferiiang»  die  Andere  ist  Function  der  Höhendif- 
ferenz der  betreffenden  Punkte,  ausserdem  bewirken  sie  Aende- 
rungen  des  Asimutfas^  wfiche  einander  entgegengesetzt  sind. 

Der  Unterschied  zwischen  dem  Normalschnitt  und  der  kiir- 
zested  'Liikie  kommt  nur  bei  s^hr  gössen  Dreiecken  in  Betracht, 
der  Einfluss  desselben  ist  deshalb  gering.  Von  grösserem  Cinflass 
kaiHi  -die  Correction  ^a  werden  und  besonders  dann,  wenn  sich 
die  Messung  auf  längere  Strecken  über  ein  Gebifge  hinweg  zieht. 
Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  alle  Winkel,  deren  Schenkel  die 
Verticale  zum  Meridian  einschliessen,  durch  die  Col'rectlon  kleiner, 
hingegen  alle  Winkel,  welche  den  Meridian  einschliessen,  grosser 
werden,  weil  sich  in  beiden  Fällen  die  Verbesserungen  der  ein- 
zelnen Azimuthe  sumroiren.  Dadurch  wird  das  ganze  System  von 
Dreiecken  in  der  Richtung  drs  M^^ridiaAs  jiHsammengeschoben. 
Diet  Oorreetioo  bewirkt  also,  wenn  les  sich  um  die  Bestimmung  der 
Erdgestalt  handelt,  eine  Verminderung  der  Kriimm4Mig:iiild  infolgi^' 
dessen  —  in  unsern  Breitegraden  —  eine  Vergrusserung  der  Ab- 
plattung. 

Die  eben  erörterten  J^einep  Winkeiunterschiede  haben  zum 
Theil  ihren  Grund  in  der  Unregelmässigkeit  der  Erdoberfläche. 
Aehnlicbe  AbweiobungeH  müssai  stattfinden,  sobald di^.nat^Hiche 
Chrundgestalt  der  Erde  nicht  mit  dem<.  durch  Berechofuog  ermitteit^' 
Rotationstfllipsoid  übereinsstimmt  Dieser  Fall  kann, aber  b^"^S 
eintreten,  -weil  d«MS  gedaqhte  RotatioqsellipßQid  , ^iis  ßri^'^f^ 
vi«ler  GradmessuQgen  ist,  welche  zum  The^  beträchtiicib  von  ein- 
ander abweichen,  abgeseheüi  von: den  kleiiiAA  Feli%p,.^'^lch^  4^' 
darch;ebt»taf»d«xi  «ind,  dass  man  det  Erdott^^flä^^bQ  haldim  Voraus 
die  Gestalt  eines  Rot^tieoseUipsoids  octroirte.  Man  kann  bi^' 
nac(b:tfrmeaseki>  wie  .schwierig  die.I>9surrg  der  Au%abe  isf^nref^be 
sieh  die  Geodäsie  in  neuerer  Zeit  gestellt  b^t  mih)  als  offene  Frage 
durfte  wobi  noch  angeseiien  ffexden  ruOssen:.  ob.  es, Triebt  z^^'^' 
entsprechender;  sei,  das  mebriaeb  gedachte  R^Afttipnf^ll^p^^  '^^ 
wa^^iXsYmBt  m  Mbeautsen;  .md.  unter  atUeiiMg^  Vqr^psaet^^ 
einer  Rotationsfläche  mittelst  der  f««  diese  FlSob^  g^en^ 
OiffereialiatMoTmfl  der  k<if zelten  liinie  zo  operire««, 


•1) 


ß,   JMe.  Stri^^eiilireeluwg.       .  .     : 

'     Sobald  ein  Licbtstralil  tri  elti  Mittel  von  anadreft*  BeBchtStti' 
heit  übergeht,  erleidet  derselbe  etne  Ablenkonig  von  der  at«p<^^ 
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ficlien  Richtang  io  der  Weise  ^  dass  Anfarigg*  Und  EndrichtaDg 
des  Strahls  mit  der  Normalen .  der  Grenzfläche  io  Einer  Ebene 
liegen.  Sind  viele  llehtbrechende  Schichteri  in  sehr  kleinen  Ab- 
stioden  parallel  aber  einander  gelagert,  so  bildet  der  Weg,  wel- 
chen der  gebrochene  Lichtstrahl  durehHufft,  eine  dteüg  gekrümmte 
Linie.  Von  der  räumlicben  Gestaltung  der  Parallelflächen  hängt 
es  ab,  ob  diese  Linie  eine  Cor ^.  einfacher  oder  doppelter  Krfim- 
mong  sei.  Das  Erstere  findet  nur  dann  statt,  wenn  die  lichtbre- 
chenden Schichten  durch  parallele  Ebenen  oder  concentrische 
Kogelflächen  begrenzt  werden ^  in  jedem  andern  Falle  entstehet 
eine  Curve  doppelter  Krümmung,  weil  sich  die  benachbi^rten 
Flächennormalen  nicht  schneiden.  Diese  Betrachtung,  bezogen 
Bof  dieStrahlenbr«cbung  der  Erdatmosphäre,  seigt,  dass  die  dop- 
pelt gekrOmmte  Lichtcurve  neben  der  verticalen  auch  eine  hori- 
zontale Abweichung  haben  muss.     Wir  behandeln  zuerst 

A.     Die  verlicale  Strahlenbrechung. 

Bei  Untersuchungen  über  die,  verticale  StrahlenJbrechung  siebt 
DM  ?on  der  sphäroidischen  Gestalt  der  Erde  ab  und  betrachtet 
die  Loftschichten  gleicher  Dichte  wie  concentrische  Kugelschalen. 
DieSinas  des  Einfalls-  und  Brechangswinkels  verhalten  sich  wie 
die  Lichtgeschwindigkeiten  in  den  betreffenden  Schichten.  Nennt 
man  die  Einfallswinkel  am  1.,  2.>  3.  u.  s.  w.  Lothe  entsprechend 
^i)^S'^8***»  ^le  Brechungswinkel  y^^  y^^  ys»"»  ferner  die  Ge- 
schwindigkeit des  Lichts  in  der  Höhe  k  =  q){h),  so  hat  man  die 
(HeJchting  •  ' 

sin  .u  (p(h) 

a\ny       q>{k  +  dh) 

Man  drückt  die  Sinns  durch  die  Cärveoeleniente  aus,  dann  kommt 

Da  die  Lichtcurve  in  einer  Ebene  Hegt,  so  ist  Fig.  8  i  nur 
>Oein  von  h  abhängig ,  man  kann  deshalb  für  sin  o:  die  Funk- 
ten f(h)  si^f^fi,  dann  wird  sinirj  ^  i|>(Ä  +  cfA)*  - 

Um  vom  Winkel  Xi  zum  Winkel  y  äberzugehen,  benutzt  man 
die  Beziehung  y:=zxi  +dt,  mithin  ist  sln^=3sinar|  -{-  cosxidt. 
^  hat  demnach  uMvt  Jßlnfiihruog  der^  neueir  Bezeichnung 

tp(k-t-dh)'      i^(A-f'^Ä>  .      coaSi.dt 
9(Ä)  t/;(Ä)  q){h)cz8insc 


3* 


»+*• 


-_.       ^      ^^    *i  Ä 


*!•+*"»  +  * 


DsToa  aiBBt  ■»■  das  btegral  tmi  A«  bis  A: 


♦  (*)  _»(*)(» -f4>) 

♦  (*«)~9'(*»)(e  +  *)" 


^(A)  ist  =  •««  oder  and  =  sinx,  weaa  aaa  aiit  s  die  Ziemth- 
diatanz  beMidiaet;  aaa  erhSIt  deshalb 

9i\  sin«  _(»-!■  *o)y(*J. 

'  slnjo-9(*o)(«+*)' 

oder,  wenn 

(g+Ap)aini^_ 

gesetzt  wird, 
22)  .ins  =  2o:|^). 

Orficlct  man  sins  oder  rinx  AmA  die  Conrenelemeate  ans.  so 
erbllt  man  die  Gleiehnng 
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oder 
23)  *  * 


dh 


4/        Ou'yW«' 


Gehet  man  mittelst  der  Relation  dt'=s(Q-t-h)*d^-i- dh*  xa  Polar- 
eoordinateo  über,  so  kommt 


Dies  ist  die  DifferentiaJgleicbung  der  Gurve,    sie  kann  Integrirt 
werden«  sobald  <p(h)  bekannt  ist. 

Die  Gleichung  21)  zeigt ,  dass  zur  Ermittelung  der  Höhen- 
differenz  zweier  Punkte  die  Kenntniss  der  Funktion  q>(h)  nich^ 
erforderlich  ist«  wenn  man  an  beiden  Punkten  die  Zenithdistanzen 
und  die  numerischen  Werthe  von  q)(h)  (durch  Thermometer  und 
Barometer)  beobachtet.  Soll  aber  der  Höhenunterschied  von 
Einem  Punkte  aus  bestimmt  werden»  so  hat  man  die  Kenntniss 
der  Funktion  q)(h)  nSthig.  Das  Mariotte'sche  Gesetz  ist  hierzu 
nicht  ausreichend«  weil  die  Temperatur  der  Schichten  variirt  und 
zwar  Dach  einem  Gesetze«  welches  nicht  hinlänglich  bekannt  ist. 
Für  geringe  Höhendifferenzen  dQrfte  die  Annähme  gerechtfertigt 
sein«  dass  sich  die  Lichtgeschwindigkeit  linear  ändere«  also  durch 
eine  Funktion  von  der  Form  p  +  q.h.  darstellen  lasse.  Setzt  man 
diesen  Ausdruck  in  die  Differentialgleichung  24)  und  integrirt«  so 
erhält  man  zwar  die  Gleichung  der  Llchtcurve«  aber  in  einer 
Form«  vrelcbe  für  weitere  Untersuchungen  zu  complicirt  ist  Man 
wird  deshalb  darauf  geführt«  die  Aufgabe  umzukehren  und  die- 
jenige Funktion  zu  suchen,  welche  den  gebrochenen  Lichtstrahl 
zu  einer  möglichst  einfachen  Curve«  nämlich  zu  einem  Kreisbogen 
macht.  Dann  bleibt  zu  beurtheilen,  inwieweit  die  so  ermittelte 
Funktion  mit  der  Wirklichkeit  übereinstimmt. 

In  Figur  9.  sei  c  der  Mittelpunkt  der  Erde,  C|  das  Centrum 
der  Liebtcurve«  e  die  Excentricität,  q  der  Radius  der  Erde«  r 
der  Radius  der  Liebtcurve. 

Man  erhält  die  Gleichung 

6«  =  (p  +  A)«  +  r«— 2r  (q  +  h)cos  v. 
Es  ist  aber 


V  =  X — 90®;  cosü  =  sin  2  = 


«  +  A  ' 


98  8§nderkaf:  Die  geodäHseken  CerrecHonen 

daber  kommt 

Ffi?  Ho  hat  man  in  diesem  Falle  deo  Aosdrnck 

^.s'idzq   _  g(g*  +  r>~e»), 

9(0)    -    9(0).2.r.^    ' 

es  folgt 

^+r«— g«     y(A)  _(p  +  A)«-Fr>— e« 
2r9(0)     'p  +  Ä""        2r.(p  +  Ä)       ' 

oder 

9>{0)~"       p*  +  r«— e*       ""  p«  +  i^  — <?«  =  2rpsiii2o* 

^^  ^(Oj'^Vs'n-o  "^'rsinzo^ 

Die«  ist  die  gesachte  Funktion  q)(h);  rsinzo  hat  darin  die  Bedeu- 
tang  einer  Constanten;  setzt  man  dieselbe  gleich  e,  so  kommt 

9  (0)       2qc       c  ' 

Das  quadratische  Glied  ist  nur  eine  sehr  kleine  Grosse,  des- 
halb iveicht  die  ermittelte  Funktion  (p(h)  wenig  von  einer  linearen 
Funktion  ab. 

Nunmehr  ist  es  leicht,  die  Uefraction  zu  bestimmen.  Man 
hat  annähernd  ^r  =  «  =  /sinz^,  daraus  folgt 

27  _   ^  _        ^       _  * 

2r       2rsinzo       2c 

» 

Die  Refraction  u  ifit  demnach  proportional  dem  Centriwinkel 
r  oder  der  linearen  Entfernung  s.  Die  Constante  c  wird  gleich 
dem  Radius  der  Lichtcurve,  sobald  die  Zenithdistanz  90^  beträgt. 
Man  kann  sich  Lage  und  Grösse  dieser  Radien  leicht  vorstellen, 
sobald  man  auf  der  Verlängerung  der  Normalen  ac  die  Constaote 
c  abträgt  und  dann  die  Senkrechte  mn  zieht.  Diese  Senkrechte 
ist  der  geometrische  Ort  der  Krümmungsmittelpunkte  alter  vom 
Punkte  a  aus  in  der  angenommenen  Ebene  denkbaren  Liehtcurven. 
Die  Constante  c  ist  durch  Beobachtung  bestimmt  und  gleich  7  bis 
9  Erdhalbmessern  gefunden  worden. 
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B.    Die  horizontale  Abweichung  der  Lichtcurve  auf 

dem  ErdsphSroid. 

Wir  wenden    zur  nShern    Bestimmung  der  horizontalen  Ab- 
weichung des  Lichtstrahls  die  im  §.  4.  bezSglich   der  kürzesten 
Linie   befolgte  Methode  an,  wonach   gewisse  äusserste  Grenzen 
ermittelt  werden,  innerhalb  weicher  sich   die  gesuchte  Curve  be- 
findet«   Die  Liclitcurv^  hat  mit  der  kürzesten  Linie   die  Eigen- 
schaft gemein,   dass  ihre  benachbarten  Elemente  mit  der  betref- 
fenden FI$chennornialen  in  einer  Ebene  liegen.    Diese  Eigenschaft 
war  das   wesentliche  Moment  in  der  Beweisführung  des  {.  4«   die 
dort  gezogenen  Schlussfolgerungen  haben  mitbin  auch  in  Bezug 
auf  die  Lichtcurve  Geltung,   d.  h.  die  Lichtcurve  liegt  zwischen 
den  beiden  Normalschottten  ihrer  Endpunkte.     Verbindet  man  mit 
diesem   Ergebniss    die   Resultate  des  vorigen    Paragraphen  über 
die  verticale  iSirahlenbrechuog,  so  erhält  man  die  zur  Bestimmung 
der  äussersten  Grenzen  nöthigen  Data.     In   Fig.  10  stellt  ai  den 
Radios    der    Lichtcurve  af|6   in    der  Normalebene  ac6,    hh  bin* 
gegen    denselben    Radius    in    der    Normalebene   69a    vor*      Be- 
schreibt man  mit  beiden  Radien  Kreisbogen,  so  hat  man  die  Nor- 
schnitte  der  Lichtcurve.     Für    den  Winkel,    den  die   Tangenten 
dieser  Normalschnitte  mit   einander    bilden,    giebt   der  §.  4.   die 

Formel  z/n  =  dsinti.    Im  vorliegenden  Falle  ist  sinti  =  (p>  mithin 

Der  grusste  Abstand  D  wird  bestimmt  durch  die  Gleichung  . 

5«.  5 


A  =  -|  ^w  ^ 


W 


Der  Radius  der  Lichtcurve  ist  nach  dem  vorigen  Paragraphen 
ohngeföhr  gleich  7  Erdhalbmessern,  oder,  mit  Bezug  auf  die 
Formeln  14),  15)  und  17),  =7.A.  Die  Werthe  von  An  ond  D 
sind  mithin  durch  7  zu  dividiren,  wenn  man  v/>n  dem  Unterschiede 
der  Normalschnitte  auf  dem  Sphäroid  zu  dem  Unterschiede  der 
Kormalschnitte  der  Lichtcurve  übergebt.  Führt  man  diese  Ope- 
ratioD  in  Betreff  der  im  §.  4.  ermittelten  numerischen  Werthe  aus, 
80  findet  sich,  dass  die  Abweichungen  ausserhalb  der  Grenze  der 
Sichtbarkeit  liegen.  Der  Winkelunterschied  beträgt  0,03"  und 
grösser  kann  auch  im  uugünstigsten  Falle  die  Differenz  zwischen 
Normalschnitt  und  Lichtcurve  nicht  werden.  Die  Lichtcurve  fallt 
also  für. die  Praxis  vollständig  mit  dem  Normalscbnitt  zusammen. 
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Zu  demselben  Resultate  gelangt  man,  wenn  sich  die  Beob- 
aehtongsorte  in  verschiedenen  Höhen  über  der  MeeresflScbe  be- 
finden. Die  Elevation  ist  in  allen  Fällen  sehr  gering ,  deshalb 
weichen  Entfernung  der  Punkte»  sowie  Radius  der  Lichteurve 
wenig  von  den  entsprechenden  Grossen  des  vorbin  behandelten 
Falles  ab. 

Aus  der  obigen  geometrischen  Entwickelung  Ist  deutlich  su 
erkennen,  wie  die  Grösse  der  horizontalen  Refraction  mit  der  In* 
tensität  der  licht  brechenden  Kraft  zusammenhängt  Setzt  man 
z.  B.  den  Krümmungsradius  der  Lichtcurve  gleich  dem  Erdradius 
voraus,  so  würde  der  Lichtstrahl  nicht  den  Normalschnitt,  sondern 
die  geodätische  Linie  beschreiben. 

Die  horizontale  Abweichung  der  astronomischen  Lichtcurve 
lässt  sich  theoretisch  nicht  ermitteln,  weil  die  mathematischen 
und  physikalischen  Verhältnisse  der  Atmosphäre  nicht  hinlänglich 
bekannt  sind.  Man  kann  die  Lage  dieser  Curve  auch  nicht,  wie 
oben  geschah,  mit  den  Normalschiiitten  der  Endpunkte  vergleichen, 
selbst  wenn  diese  bekannt  wären,  weil  die  Norroalscbnitte  fOr 
solche  Punkte,  welche  in  beträchtlichen  Höhen  liegen,  eine  andere 
Bedeutung  erlangen.  Die  höbern  Luftschichten  werden  nicht  mehr 
durch  Parallelflächen  zum  Erdsphäroid  begrenzt,  die  Normalen 
der  sich  auf  den  verschiedenen  Niveauflächen  entsprechenden 
Punkte  fallen  deshalb  nicht  in  eine  gerade  Linie  zusammen,  sie 
bilden  vielmehr  in  ihrer  Aufeinanderfolge  eine  Curve,  welche  die 
örtlichen  Normalen  der  Niveauflächen  einhüllt.  Selbst  der  zenithale 
Lichtstrahl  ist  mithin  keine  grade  Linie,  sondern  eine  Curve, 
welche  nahe,  aber  nicht  ganz,  mit  der  Umhullungslinie  der  Nor« 
malen  übereinstimmt' 

Unter  solchen  theils  unbekannten,  theils  complicirten  Verhält- 
nissen kann  die  Ermittelung  der  horizontalen  Abweichung  der 
astronomischen  Lichtcurve,  wenn  eine  solche  überhaupt  bemerkbar 
ist,  nur  Aufgabe  der  Beobachtung  sein. 

Hafte  man  es  nur  mit  Kugelflächen  zu  thun,  so  würde  die 
Gleichung  21  einigen  Aufschluss  über  die  Höfie  des  lichtbrechenden 
AJittels  geben.  Die  astronomische  verticale  Strahlenbrechung  ist 
durch  Beobachtung  bestimmt  worden,  man  kennt  also  die  Winkel- 
differenz der  ersten  und  letzten  Tangente  der  Lichtcurve.  Stellt 
in  Fig.  11  ab  die  Lichtcurve,  ad  die  Tangente  derselben  am 
Beobachtungsorte,  ae  die  Richtung  nach  dem  Stern,  dbe  die 
letzte  der  lichtbreehenden  Schichten  vor,  so  sieht  man  leicht, 
dass  der  Eintrittspunkt  b  des  liichtstrabls  zwischen  den  Punkten 
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e  vnd  d  eotbalten  sein  miiM.  Ffir  den  Pnnkt  d  erbilt  man  aus 
der  Figar  die  Relation  {Q-^-k^ninv  =  ^einzo«  Nennt  man  die  Re- 
fraetlon  tc,  so  ist  e  s  i|  «-u»  also  sine  =  sini|  cosk  —  cos  2i  sin  ti. 
Ferner  hat  man  die  Formel  der  verticalen  Strablenbrechang 


sin^o       9(0)  '  ^  +  A' 

Eliminirt  man  2|  aus  diesen   beiden  Gleichungen  und  I5st  nach 
h  aof»  so  erhilt  man 


^  +  A 


=,....i/T:piü)' 

m/  V       snitt       w 


Damit  ist  eine  untere  Grenze  f&r  die  H5he  der  AtmosphSre  er- 
mittelt Wollte  man  dieselbe  Methode  in  Bezug  auf  den  Punkt 
e  zur  Ermittelung  einer  obern  Grenze  anwenden»  so  wfirde  man 
keinen  bestimmten  Werth  ßr  h  erhalten. 

Die  Erde  hat  zwei  Punkte  sphSrischer  Krfiromungy  nämlich 
die  beiden  Pole;  dort  angestellte  Beobachtungen  würden  mithin 
der  angedeuteten  Rechnung  unterworfen  werden  können.  Viel- 
leicht liefert  die  nächste  deutsche  Nordpolezpedition  hierzu  einiges 
Material. 
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Nachtrag  zu  der  Abfaandlang:  „Die  geodätischen  Cor- 

rectioi^n  der  auf  dem  JSphärbid  beobachteten 

Horizontalwinkcl.     Nr.  V." 

,  Von 

dem  Geodäten  Herrn  A.  Sonderhof 

in  Rulinstedt  hei  Greussen  in  Seh  warzburg-Sond  ersliausnn. 


(Fig.  8.  Taf.  IL) 


Am  Schlüsse  des  ^.  4.  kam  die  Formel  zur  Erwähnung,  Welche 
den  Utiterschied  zwischen  dem  Azimuth  der  kürzesten  Linie  uiid 
dem  des  Normalschnitts  darstellt.  Sie  wurde  dort  als  bekannt 
vorausgesetzt  und  ist  in  der  That  auch  schon  auf  verschiedene 
Weise,  aber  stets  nach  der  analytischen  Methode  entfriekelt 
worden.  In  Folgendem  soll  die  Aufgabe  auf  geometrischem  Wege 
gelost  werden.  Es  dürfte  diese  Lösung  insofern  vielleicht  von 
einigem  Interesse  sein ,- als  sich  dadurch  unmittelbar  die  Abkür- 
zungen und  Annäherungen  erkennen  lassen,  welche  die  gedachte 
Formel  voraussetzt. 

Wir  nehmen  an,  dass  die  Veränderungen,  welche  Azimuth 
und  Krümmungsradien  in  der  ganzen  Ausdehnung  der  betrachteten 
Linie  erleiden ,  vernachlässigt  werden  können.  Dadurch  geht  in 
der  Gleichung 

COSOf 


welche  nach  §.  4.  den  Winkelunterschied  zwischen  den  Tangenten 
der  beiden  Normalschnitte  ausdrückt^  die  Grosse 


(1         1  \sinacosa 
^0  ""  QiJ       2^ 


Id  eine  Constante  über. 
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Denkt  man  sich  nun  erstens  die  kargeste  Linie  in  unendlich 
▼iele  kleine  und  gleiche  Theile  zerlegt  und  alle  NormaUchultte 
zwischen  den  auf  einander  folgenden  Theilpunkten  construirt,  »o 
ist  in  Folge  der  obigen  Annahme  der  WinkelutiterKehied  /In  ffir 
alle  diese  Curvenelemente  derselbe,  d.  h.  in  Bezug  aof  die  he\^ 
gefugte  Fig.  12. 

•    ■•  ■       ,,       *.     ä^  ^        /^        1  Xsinacos«  ,        ... 
wenn  man  nämlich  mit  v  die  Grosse  {— J — rj bezeicn» 

net»  und  wenn  die  Linien  üdfCe  und  mg  die  rückwärts  verlän- 
gerten Tangenten  der  Nornialschnitte  darstellen. 

Verbindet  man  ferner  alle  Punkte  b,  c,  m,  n  u.  s,  w.  mit  dem 
Anfangspunkt  a  durch  die  zugehörigen  Normalschnitte,  so  folgt 
ebenfalls  aus  obiger  Annahme,  dass  der  Unterschied  zwischen 
dem  Normalschnitt  und  der  kürzesten  Linie  an  dem  einen  End- 
punkte jeder  Linie  ab,  ac,  am,  u.  s.  w.  gleich  ist  derselben  Grösse 
am  andern  Endpunkte. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  lässt  sich  nunmehr  die  Ver- 
änderung ermitteln,  welche  das  Aziniuth  irgend  eines  Normal- 
schuitts  aoini  erleidet,  sobald  man  von  einem  Punkte  m  zum 
nächsten  Punkte  n  äbergeht. 

Wenn  die  Linie  mf  die  Verlängerung  der  Tangente  des  Nor- 
malschnitts aaiin  bedeutet,  so  ist  der  Winkel  fing  oder  amc 
gleich  dem  Winkel  zwischen  den  beiden  Normalseh nitten  aoim 
und  mmiü  weniger  dem  Winkel  zwischen  einem  dieser  Normal- 
schnitte  und  der  kürzesten  Linie.  Nennt  man  den  Bogen  des 
letzten  Winkels  Sm,  so  erhält  man  daher  die  Gleichung 

arc/Vw^  =  (»t,c/«)*.u — Sm,. 

sobald  m  zugleich  die  Stelleniahl  des  betreffenden  Curvenelements 
vorstellt. 

Addirt  man  nun  zum  Bogen  fmg  den  Bogen  gmrij  welcher 
den  Werth  ds^.v  besitzt,  und  multiplicirt  danach  mit  d.s,  so  folgt 
erstens  der  lineare  Werth  des  Bogens  fn  durch  die  Formel: 

fn  =  [(m*  +  1)  ds^ .  V  —  Sm]  di, 

und  ferner  die  azimuthale  Veränderung  des  Normalschnitts  durch 
die  Gleichung 

,  (rn«  +  l)rf««.r  — Sm      , 

«an  ;=  — ■ ' — ^-  •  .      .  ' 

n 

Die  ietste  Formel  kann  man  besser  so  scbreibeo?: 
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n 

wenn  allgenieia  nitt  n  die  Stelleniahl   der  CweDelemente  be* 
xeicbnet  wird* 

Es  Icommt  nun  darauf  an,  die  sämnitlicheii  Winicelincremente, 
deren  allgemeine  Gleichung  eben  entwickelt  wurde»  su  sammiren, 
um  dadurch  die  azirouthale  Differens  zwischen  dem  NormaUchnitt 
und  der  kfirzesten  Linie  zu  finden.  Setzt  man  in  der  Gleichung 
(1)  für  n  nach  und  nach  alle  ganzen  Zahlen  von  2  bis  n  und 
beachtet,  dass  S^i  gleich  ist  der  Summe  der  Winkebunahnen 
dai9  da^  da^  bis  dom-i*  so  erhiit  man  die  Werthe: 

da^  =  \^d^.Vs 

da^tiz —  3"^    *<tg».p, 

da^  = 2 »di^^v,  u.  8.  w  • 

Die  ersten  Glieder  der  Reihen   lassen  sich  allgemein  durch 

fi*-f  1 
die  Form  — tt"  darstellen,  welche  man  auch  schreiben  kann : 
II -|-  j 

n«-l  2  ..2 


it« 


Integrirt  man  nun  den  letzten  Ausdruck  und  setzt  fi=(ao»  ^ 
ergiebt  sich   dadurch  die   Grosse  -h-* 

Daraus  ist  zu  ersehn»  dass  die  Reihensumme  den  Werth  -^ 

nicht  flberschreitet  und  dass  man  sicher  zu  einer  Annäherungs* 
grenze  gelangt»  sobald  man  mehr  und  mehr  auf  einander  folgende 
Werthe  von  dee  summirt  und  durch  das  Quadrat  der  Anzahl  der- 
selben dividirt. 

Es  giebt  aber  einfachere  Methoden»  die  Annäherungsgrenze 
zu  ermittelo.  Alle  Glieder  der  durch  (1)  repräsentirten  Glei- 
chungen enthalten  den  gemeinschaftlichen  Factor  ds^.v;  elimiuirt 
man  denselben»  so  entsteht  die  Form 

Die  GrSsse  -7  nfthert  sieb»  wie  bereits  oben  bemerkt  wurde» 
einer  bestimmten  Grenze«    Daraus  folgt,  dass  die  Differens 
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Gn         C—i 

um  so  kleiner  wird,  je  mehr  die  Zahl  n  wächst,  und  dass  sie 
schliesslich  (3r  n  =  ao  verschwindet  Diese  Eigenschaft  der  ge» 
dachten  Differenz  führt  auf  ein  Mittel  zor  Bestimmung  der  An* 
niherungsgrenze:  Zwei  aaf  einander  folgende  Werthe  von  G  sind 
dorch  die  Relation 

Gn^l+da»=Gm 

▼erkoSpft,  welche,  in  Verbindung  mit  der  Gielcbung  (2),  die  Be- 
rechnung 4es  einen  durch  den  andern  ermöglicht  Berechnet  man 
nun  den  Unterschied  />,  Indem  man  versuchsweise  der  Gnlsse 
Gm—i  verschiedene  wlilkiirliche  Werthe  beilegt,  so  wird  man 
ebensoviel  verschiedene  Werthe  von  D  erhalten.  Fflr  ein  sehr 
grosses  n  muss  aber  nach  dem  Vorhergehenden  die  Differenz  D 
verschwinden;  deshalb  scbliesst  man,  dass  derjenige  Werth  von 
€U^i  dem  wahren  am  nSchsten  komme,  welcher  (nach  Ausweis 
der  Rechnung)  die  Grosse  D  zu  einem  Minimum  macht 

Ffihrt  man  die  Rechnung  fSr  die  Zahl  n  =  1000  aus,  so  er- 
giebt  sich  folgendes  Resultat: 

Der  Grosse  7^^^  =  Ofi  entspricht  der  Werth  ^  =  0,4995 

„       ,.  „  0^333333  „        „      „       0,333332 

99       M  9»  0,32        „  „        „      „        0,32003 

,»99  9»  "***  9»  99  9»        .     »»  ü,«snlülllf. 

Aus  dieser  Berechnung  folgt  also,  dass  sich  die  Reihensumme 
mil  wachsendem  n  der  Grösse  ^  nShert.  Der  Unterschied  zwi- 
schen dem  Azimuth  der  kdrzesten  Linie  und  dem  des  Normal- 
Schnitts  wird  daher  ausgedrückt  durch  die  Formel 

-        n*d>*>e      f*.t?        - /l       l\sin«costt 

In  Uebereinstimmung-  mit  der  Entwickelung  des  §.4.  betrSgt 
derselbe  i  des  Winkels  zwischen  den  Tangenten  der  beiden  Nor- 
malschnitte. 

Damit  wäre  die  Aufgabe  auf  geometrischem  Wege  gelSst 
Es  kann  zum  Schlüsse  noch  erwihnt  werden,  dass  nach  derselben 
Methode  und  unter  ähnlichen  Voraussetzungen  sich  auch  die  hori- 
zontale Abweichung  der  Lichtcurve  ermitteln  läset  Wir  flbergehen 
aber  diese  Ermittelung  wegen  der  Geringßgigkeit  des  Objects. 


Faiöenäer:  Lgs 


Les  u^fls  qo^  Ics  cole»  da  tiia^g^  MOMBt  9?  ec 
leiin  GgMs  de  graTite  re^ectires  *). 


SloBsiesr  le  professenr  fmshemder 


.  La  nUfioft  qoi  c<xiste  eafre  ks  «•laBgeates  des  ferais  angle« 
JiTJr,  iri?'C,  CC'A,  itamt  jT,  BT,  C  Ics  aufien  des  cdti^ 
reapee^enent  oppas^  aax  aoaaiela  A,  B,  C  6m  triaagie  ABC, 
est  d^montr^  d'one  laaniere  tr^-^^gaafe  aa  laoyea  des  cotan- 
geotea  des  angles  A,  ß,  C  Soit  CD  la  perp^idicalaire  meoee 
dm  soflMet  C  ao  oAt^  BA.  DMisaas  par  a»  ^,  7  loa  aagiei 
AA'B,  BB'C,  CCA.  Alors  de  rinspection  des  tras  triaagles 
rectangles  CZ)i?,  CDA,  CDCf  H  r^solte 

.   eotaagA—eptangilssScotaBgjr, 

l'angle  /  ^tant  aign  6n  obtos*  Par  la  m^me  constroction  electoee 
mu  les  dem.aatres  e4Mi  da  triamrle  en  trea?e  <  1 


cotang  C— -  eotaog  J}  =^  2  cotang  1)4 
cotan^^  ^  cotaog  C  =s  2cotang^^ 
d'd6i^satire 

..  w!  ;    cplanga+cotang^+caUngy^O. 

— .  ■ '  "  i    ' '  «  i  •  i  ' 

♦)  Voir  Archir.    T.  \h\\.  Mr.  »«1;  ^  115. 
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Oll  peut  d^dnire  enoore  les  tl^s  i^aflons  pr^tM$d«nt«8  saiis  avoir 
Teeoore  ans  hauteoi«  du  Irlangle,  en  tranafoimatit  ta  praportton 

*  * 

et  les  deux  proportions  analoguea. 

De  plus,  ces  ^quations  renfernient  la.  solqtion  frigoiiometrique 
dd  Probleme,  connaissant  les  angles  a,  ß,  y,  döterniiner  A,  B,  C 
Pour  däterminer  l'angle  Cj.on  ^in^ine  B  entre  ie«  ^eu:^,  ^qjuatioii« 

cotaog  C — cotang^  =  2cotanga 
— cotang(l?  +  C)— cotang  C=r  2cotang|3 

ce  qoi  doone 

3.co(ang^  C—4 .  (cotanga — eo(angj|S)jcotmg  C=:  l-|-4eotanga.  cotang/?. 


V     ," 


La  mani^re  dont  j'ai  M4  conduit  primitivement  k  l'^quation 
cotanga4-cotaDg/?4-eotangy  =  0,  en  cöntienl  0nG0r.e  im^  44knon* 
stration,  c'est  pourquoi  je  vais  l'exposer.  Je  m'occupai  k  traiter 
comme  exercice  de  göom^trie  analytique  le  problönie,  tr^s-sirople 
dVillears  quant  k  la  constraction  purement  göom^trique »  ätant 
doDD^s  le  cdte  BA  et  les  deux  angle.««  BA'A  et  BB^A,  r^soudre 
ie  triangle.  Soit  BA  Taxe  des  abscisses  positives,  B  l'origine 
des  coordonnöes,  c  la  longueur  du  c6t^  BA.  Le  poiiit  A'  se 
troQve  sur  I'arc  du  segroent  capable  de  Tangle  a  d^rit  sur  le 
M  BA.  Or,  la  circonf^rence  dont  cet  arc  fait  partie»  a  Ti^iaation 


y*  -|-  ar*  =='cy.irötang  a  +  ex. 
FaisoDs  CD  =  ti,  BD  =  v«    Mous  aurons  ponr  le  point  A' 

par  coDsäquent 

itt*+ iü*  =  4ctt.  cotang  a  +  icü 1) 

De  plns^  pour  le  point  B'  on  a 
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Ce  poiot  se  troavaot  siir  Tarc  da  a^meot  capable  de  l'angle 
180^—/}  d^rit  8ur  le  dM  BA,  «es  coofdoondes  doiveiit  satisfair^ 
k  rdqaation 

ff^-^a^  =  —  cy.cotang/3-f  ex, 
Nous  aarona  donc 

i«*+i(t?  +  c)«  =  — 4a«.cotaDg/J  +  4c.(r+c)..  .  .2) 
En  retranchant  rdqaation  2)  de  1)  od  trooTe 

cotanga  +  cotang  (t  =  ^- • 

Le  triangle  rectangle  CDO  donne 

cotaiMiy  SSI "       ■  # 
d'oü  il  r^snlte 

cotanga  -f  cotang/)  -|-  cotangy  ^  0. 
Thofü,  iß.  AoAt  1809. 


Verslups:    AppUcatlam  nouveUes  des  d^ierminantt  etc.       49 


Vlll. 


Applications  noavelles  des  d^terminaots  k  la  g^ometrie. 


Par 


Monsieur  J.  Versluysy 

Professenr  de  Math^matiqnes  k  Groningae  (Pajs-Bas). 


(Saite  de  Tome  L.  page  175.) 

Dans  les  paragraphes  snivants  j'ai  discatö  l'^quation  g^n^rale 
da  second  degrö  en  coordonnees  tangentielJes  et  la  courbe  d'in- 
terseetion  d'une  surface  da  second  degr^  et  d'an  plan.  J'ai  ajoat^ 
quelques  autres  thäor^mes  de  g^omätrie  analytiqae. 


§.  18. 

Qae   r^qaation   gönärale    da   second   degrä  en    coordonnees 
tangeotielles  soit 

F(l,  fi,  v)  =  cA«  +  2ÄXfA  +  '2gXv  +  6fA«  +  2^f4v  +  cv«  =  0; 

qoe  i'^quation  tangentielle  d'ao  poiot  soit 

/il  +  j'fA  +  rv  =  0. 

De  la  propridtd  ^nonc^e  ä  la  fio  da  §.  2  suit,  qae  les  deaz 
droites  qni  passent  par  le  point  et  qai  sont  tangentes 
ä  la  eoarbe  colfncident  quand 


Q  = 


a  K  g  p 

h  b  f  q 

9  f  c  r 

p  q  r 


Theil  U. 
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est  ägal  k  nul;  qae  les  droitea  sont  reelles  et  «tistinc- 
tos,  quand  Q  est  positif;  et  que  ces  droites  sont  ima- 
ginaireB,  quand  Q  est  oägafif. 

Ainni  quand  Q  est  zim  on  a  un  |ioml  de  la  courbe;  quaiid 
Q  est  n^gatif  le  point  est  Interieur  ä  la  conique;  quand  Q  est 
positif  le  point  est  ext^fieur  k  ia  conique. 


rimons  en  coordoonees  tangeittielles  la  coiidttioii  qui  ex- 
le  les  points  d'interaection  d'une  dmite  et  d'une  ■  cnnlque 
ielJes.  Remorquona  ponr  cela  que  daiis  ce  cas  les  lan- 
le  la  courbe  qui  passenl  par  le  pdle  de  la  droite,  sout 
Quand  p,  9  et  r  sont  lea  coordonnöes  de  la  droite,  le 
cette  droite  eot 

8F        8f        BF      „ 

;enles  qui  passent  par  ce  pölo  sont  r*ell«s,  quand 

A     9     Pi 

h      h      f      q, 

f      «       r. 


Pi     1i     fi 


>0. 


fait 


Pi  —ap+Aq+gr.         q,  =  hp  ^  bi)  ^  fr 

n=9P+f9-i-  «^■ 

int  aui  termes  de  la  dernlire  colonne.  ceox  de  Ja  pre- 
onne  nialtipliffs  par  -p.  cenx  de  la  deuxiÄme  colonne 
pv  — V,  et  ceux  de  la  lioieiime  colonne  inultipli^  par 
>btient  •  ,    .   I-        r- 

a     A  g  0 

6  f  0 

f  e  0 

Pi     91  n  F(p.  q,T) 
revient  au  rorime 
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J'ip.  9,  r) 


a  h  g 
h  b  f 
9    f    c 


<  0,    ou 


Par 


\r  con8equent  d'une  droite  dont  les  coordonn^es  sontp, 
q  et  r  et  d'une  conique  les  poiuts  d'intersec tion  sont 
reels,  qaand  F(p,  q,  r)X^<0;  les  points  d'intersec- 
tioD  sont  iroaginaires«  quand  F(p,  q,  r)X^>0;  ta 
droite  est  tangente  ä  la  eourbe,   quand  F(p,  9,  r)  =  0. 

Quand  A^  B  et  C  sont  les  c6tes  du  triangle  de  reft^rence, 
A,  B  et  C  sont  les  coordoon^es  de  la  droite  ä  dlstance  infinie. 
Designons  cette  droite  par  rj,    La  conique  s^ra  tangente  ä  17,  si 

F{A,  B,  C)^0; 

les  points  d'intersection  de  la  eouVbe  et  de  rj  sont  räels,  quand 

F(A,  B,  QxH  <0; 

les  points   d'intersection   de   la  eourbe  et  de  17*  sont  imaginaires, 
qaand 

F(A,  B,  C)xH>0. 


§20. 

Tous  les  points  du  lieu  reprösent^  par  r^quatiou  generale 
da  second  degre  en  coordonnees  tapgentielles  sont  situ^s  en  ligne 
droite^  si 

a    h    g 

Ä=  h  b  f  :;=o, 

9   f  c 

Quand  ff  =^0,  les  trois  bin6mes 

ab~^h\  bc—f^,^  ca—g^ 

out  des  signes  semUables  et  Q  a  le  signe  conf raice  de  ces  bi<* 

n6nies. 

Done  quand  /f  ==0  et  Tun  des  bindmes  negatif,  les 
droites  qui  sont  tangentes  k  la  conique  et  qui  passent 
par  le  point 


pX  +  9fi  +  w  =  0 


4* 
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8ont   reelles   poar    toutes    les   valcnr«  de  p,  q,  r.    Ces 
nt  imaglnaires,  quaod  H  =  0  et  l'an  des  bi- 


5.  21. 

on  g^n^rale  du  aecond  Avgti  en  coordonii^eiiitBngeii- 
repräse&ter 

I.  Une  byperbole. 

t.  Une  parabole. 

i.  Uoe  ellipse. 

I.  Un  lieu  imaginaire. 

!.  Denz  poinis  räels  et  dietiDCts, 

i.  Denx  poiutg  imaginaires  ou  nne  droit«. 

K  Deuz  pointa  cotocideitts. 

Caraclires  de  ces  cas. 

i  les  poiots  da  l!ea  tie  'aont  pas  eitu^s  en  ligne  droite 
ncontr^  par  rj  en  deux  potnia   reels  et  dietiacts;  eii 

Ä^O,    F(A,  B,  C)xH <0. 

[  Gonditions  la  aeconde  renferme  la  preralire. 

3  [es  pointa  du  lien  ne  soni  paa  aitn^a  en  ligne  droite 
gente  k  la  coarbe.    On  a  donc 

H^O,    F{A.  B,  C)  =  0. 

Des   raiaonnementa   toul-ä-fait   analognes    k   cenz 
reapondants  du  §.8  nons  Tont  voir  qu'on  a  pour  une 

F{A,  B,  OxH>fi. 

—  lous  Isa  denz  n^gatifa  oa  Tun  des  denz  n^gatif; 

en  Imaginaire 

F(A,  B.  OXÄ>0.    «6-A«>0.  ^>0. 

TouB  les  pointa  da  üeo  aont  situ^s  en  Ügne  droite, 
on  a  dans  les  denz  cas  £C  =  0. 
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Four  discerner  deux  poinfs  r^els  d'avec  denz  points  imagi- 
naires,  remarquons  que  dans  le  premier  cas  les  deux  droites  qui 
passent  par  un  point  arbitraire  et  par  l'uo  des  points  du  liea  sont 
reelles«  ce  qiii  donne  d'apr^  le  §.  20 

l'un  des  bindnies  n^gatif. 

Dans  Tautre  cas  ces  droites  sont  imaginaires,  ce  qai  donne 

Tun  des  bindmes  positif. 

7.  L'equation  du  second  degr^  doit  dtre  un  carrö  parfait, 
ce  qui  donne 

ab—h^  =  bc  -^«  =  ca-f*  =  0. 

§.  22. 

II  y  a  donc  des  relations  analytiques  qui  doivent  ezister  dans 
les  divers  cas.  Ces  relations  sont  telles,  que  les  relations  qui 
doivent  exister  dans  deux  de  ces  cas  ne  peuvent  pas  exister  en 
nienie  temps.  On  peut  donc  röciproquement  de  l'existence  des 
relations  conclure  ä  la  figure  du  lieu. 

En  r^suniant 

F(A,  B,  C)X^<0  annonce  une  hyperbole; 

a  ^0,  F(A,  B,  C)=0  une  parabole; 

ja 

F(A,  B,  C)XH>0,  ab—h^  et  —  tous  les  deux  nögatifs  ou  Tun 

des  deux  nögatif  une  ellipse; 

F(A,B,C)XH^O,ab-U^>Oy  ^>0       un  lieu  imaginaire; 

^  =  0,  UD  des  bin6mefi^  negatif  deux  points  röels; 

H=zO,  un  des  bindmes  positif  une  droite; 

les  trois  bindnies  z^ro  deux  points  coYncidents. 

Hiseoflston  de  la  coarbe  d'lnterseetion  d'nn  plan  et 
d'une  surfoce  du  second  def^^  dont  on  eonnalt  le  ^enre. 

§.23, 
En  discutant  la  courbe  d'intersection  du  plan 

Aia  +  Biß  +  Civi-D^d  =r  0 
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et  de  la  aarfae« 

nou8  TeroDS  an  usage  conlinnel  des  d^termiDanta 


b 

l     ,     S, 

«      1      I     «     S,    £ 

1 
1 

c     r      C 
r      d      D, 

K  = 

B, 

c,  o, 

^,  «,    Ci    ß, 
^    B    C    » 

C    4     ■    e. 

idition  (^  =  0  expritne  que  le  plan 

le  poini  double  de  la  surface.  Qaaiid  Q=0  la  courbe 
)D  pent  £lre 

un  seui  point, 

denx  droiles  cmscidentes, 

deux  droites  qui  s'en Ire cou pent. 

e  premier  de  ces  cas  les  pointa  d'intenjection  de  la 
plan  eerant,  el  du  plan  ä  dietance  infinie  sont  im^- 
i  suit  d'apres  la  propri^le  eiioncee  T.  L.  page  163,  que 
i  positif. 

e  deuxieme  cas  R  doit  elre  zijo. 

e  troisiinie  cas  R  doit  £tre  n^galif. 

Q  n'est  pas  zäro,  le  plan  eecant  ne  passe  pas  par  le 
cdne.     La  courbe  d'iiitersection  peut  elre  alors     ~ 

une  ellipse, 
uue  parabole, 
une  hy perhole. 

propriete  de  T.  L.  page  163  on  a  daiis  le  cas  d'une 
losilir,  dans  le  cae  d  une  parabole  A  =  0,  et  dana  le 
yperbule  R  n^gatif. 

[  cas  qu'll  y  a  ä  distinguer  ä  I'^gard  de  la  courbe 
>ii  et  les  car^cleres  de  ces  cas  aont  donc 
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1.  Üit  seul  potnt: 

2.  Üeux  droites  coincidentes: 
•i.  Deux  droites  secantes: 

4.  Ellipse  t 
Ö.  Paraholes 


0  =  0,  Ä>0. 
0  =  0,  Ä  =  0. 
0  =  0,  Ä  <  0. 

0  ^  0,  Ä  >  0. 
0  ^  0,  Ä  =  0. 


6.  Hyperbole: 


0^0,   I?  <  0. 


Cylindre. 


La  courbe  d'intersecfioii  d'un  plan  et  d*uo  eylindre  dont  on 
sait  qu*il  est  hyperholiqae,  paraboliqiie  ou  elliptique^  est  une  co- 
nique  de  genre  determine,  quand  0  differe  de  nul.  Quand  0  ^st 
nul  la  courbe  d'intersectioii  peut  ^tre 

deux  droites  paralleles, 

imaginaire, 

deux  droites  coincidentes. 

Daus  le  premier  cas  les  points  d'intersection  de  la  sur- 
face,  du  plan  donn^,  et  d'un  plan  arbitraire 

^a«  +  B^ß  +  C^y  +  />2^  =  0 

sont  reels  et  distiacts.     II   faut  pour  cela  qu'on  ait  pour  des  va- 
leurs  quelconqii^s  de  J^,  B^^,  C^,  D^ 


a 
n 
m 

P 

4e 


n 
b 
l 

Bi 
B^ 


m 

l 

c 

r 


P 

1 
r 

d 


Ax 


/>2 


C«    D, 


<0 


Puisque  Q  =  0,  le  d^terminant  prec^dent  sera  un  earre  parfait 
(Salinon,  Modern  higher  algebra,  36;  Baltzer,  Determi- 
nanten, §.6,  4)  par  rapport  ä  /l^»  B^,  C«,  />«,  et  il  sera  nägatif, 
quand 


5  = 


a 
n 
m 
A, 


n 
b 
l 

Bx 


m  Ai 
l  Bx 
c     Cx 


>0. 
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Dans  le  dcnziime  css  ou  däroontre  de  la  m^ni«  mam^te 
qo'on  doit  avoir 

S<0. 

Dans   fe  troisieme  cas   il   est  ^videmroeot  ndcesaaire  et 
anfßsant  qu'oDtre  la  coodilion  Q  ^  0,   one  condition  de  plus  ult 
■*""''"     ""'sqge  ravanl-dernier  d^lermioaDt  doit  <tre  ziro  alors, 
preodre  pour  cetle  conditioa 

S  =  0. 

Cyliiidre  fayperboliqae. 
B  d'iDteisection  peat  4tre 
eux  droiles  coTneidentea:     Q  =  0,  S  =  0. 
enx  droites  differentes:      <t  =  0,  £  >  Ol 
Mgiuair« :  Q  =  0,  5  <  0. 

ypeibole;  G  ^  0. 

Cyliiidre  parabolique. 
i  d'ioteraectioD  peot  etre 
eux  droites  coi'ncideDtes :     Q  =:  0,  5  =  0. 
eux  droites  diolinctes:         Q  =  0,  <S  >  0. 
lagioaire :  Q  =  0.  S  <  0. 

«rabole!  Q  ^  0. 

Cylindre  elliptique. 
I  d'intersection  peut  £tre 
eux  droites  coTncideotes :    Q  =  0,  S^O. 
egx  droites  distincles:         Q=:0,  S  >  0. 
laginairei  Q=:0,   S  <  0. 

iipao!  Q^O. 

5.  24. 

passer  aux  aotres   genres   de    sorraces  da    aecond 
Ions  d^moDtrer  quelques  th^orimea: 


ä  ia  ffiomitrie. 
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Quand  la  surface  n'a  pas  de  point  double,  Q  con- 
siderö  comme  fonctlon  de  Ai^  Bi,  Q,  />|  n'aura  ni  va- 
lear  oiazimam  ni  valear  miniinufii. 

Qnand  Q  est  maximum  ou  minimain »  on  peut  satiefaire  par 
an  systöme  de  Taleurs  de  Ai^  Bi,  Ci,  />|  aox  öquations 


dQ 


= ^' sb: = °' äri  =  ^' ss; = ** 


Quand  od  dösigne  dans 


H= 


a  n  m 

n  b  l 

m  l  c 

p  g  r 


P 

9 

r 

d 


le  coefBcient  de  o  par  0|,  de  6  par  6|,   de  c  par  C| ,   etc.,  alors 
OD  peat  ^crire  le«  ^quations  pr^cedentes 

AxüY  +  B^ni  +  Ciiiii  +  Dipi  =  0, 

A^n^  +  Ä,6|  +  C,/i    +  A^i  =  0, 

A^mt  +Bili  +CiCi  +Diri  =0, 

^iPi  +  Bi9i  +  Cin  +  A'^  =  0- 

Pour  qu'il  seit  possible  de  satisfaire  ä  ce  Systeme  d'^quations 
par  des  valeurs  de  Ai^  A>  A>  A  ^ui  ne  sont  pas  toutes  z^ro, 
OD  doit  avoir 


«i  «i  wii  pi 

fii  6,  /i  ^1 

wt,  /|  Ci  rj 

j»i  Vi  n  d^ 


=  0. 


Or  ce  deterniioant  est  le  räciproque  de  H  et  par  coiisäqueiit  ägal 
k  m.     Doiic 

ou  jff  =  0> 

d'oü  suit  que  Q  ne  peut  4tre  nl  maximum  ni  mloimum»  quand  la 
•arfaee  n'a  pas  de  point  double. 


§.25, 


L*öquation  d'un  plan  soit 


')8  V erslnys:    Applicatioiii  nouveltes  des  iHtermUiauti 

Lü  preiiiier  roembre  de  cette  äquation  est  ane  rohction  contioue 
fle  a,  ^,  y,  S.  Ainsi,  quanil  ce  premier  niembre  otitient  des  signes 
Goiitraires  pour  deux  systdaiea  de  valeurs  des  coordoDn^es,  on  ne 
peut  passer  de  l'un  de  ces  eystenieg  ä  Taulre,  suis  que  la  va- 
leur  du  prenüer  membre  passe  par  z^ro.  La  sigiiiScation  g^om^  , 
triuiie  de   cela  est  q<ie  l'ou  ne    peut  paeser  du  jioiiit  repräsenM 

Systeme  An  coordonnees  au  point  repr^senle  )iar 

Sans  traverser  la  surface. 

mienl,  quand  on  traverse  le  plan,  le  preiniec 
'equatinn  lineaire  change  de  signe. 

mtrer  cela,  que  «,,  ß^,  yi,  j|  seit  un  poini  du  plan,  ; 
■^"i+ßA  +€)-,+/»,  =0. 

ts  i 

«1+3«.  A+8ft  n  fSr.   «1+3*  I 

«1—5«,    A— 3^,    yi~bj,    a,— M, 

»soDs  hura  du  plan,  son  sita^  en  ligne  droite  avec 

"i.    ft.    ri.    *i. 
de  cdtes  oppos^s   du  plan.     Poor  le  premier  des 
premier  nienibre  de  l'eqtiatioD  lin^ire  est  ^gal  ä 

ja«+ßa^+C3y  +  Z)M. 

int  le  premier  membre  est  ^gal  ä 

-Aha—B^ß-  CBr-Ddd. 

utg   precedentes  ayaut    des   signes   conlraires,   Ic  1 
roque  est  dem«ntre. 

»  ce  qui  pi^ede,  od  peut  distinguer  si  deux  puiiils 
u  mjme  cdte  du  plan  nu  de  cöfes  oppos^ 

§.  26. 

(»r  9  {t^ßjfi)  =  0  r^oatioa  d'nae  mrlace  d«  se- 
>ur  qqe  9  fioit  maximum  au  miBimum,  an  doit  avorr 
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etceci  n'arrive  que  quand  la  surface   a  un  point  double,  ce  qui 
exige  que  le  diseriminant  de  <p  «oit  zero» 

tpiaßyS)  est  une  fonction  cantinae  de  u,  ß,  /,  d,  Quand  donc 
9)  obtient  des  signes  eontraires  pour  les  coordonn^s  de  deuz 
pointSi  on  ne  peut  passer  de  Tun  de  ces  poinfs  ä  l'autre  sans 
passer  par  z^ro;  ou,  eii  d'autres  niots:  on  ne  peut  passer  de  Tun 
des  poiuts  ä  l'autre  sans  traverser  la  surface. 

Reciproqueroent,  quand  le  discriminant  de  q>  n'est  pas 
zero,  la  valeur  de  (p,  en  passant  par  zero,  ehangera  de 
ligne  en  gen^ral. 

«i»    ß\y    7u    ^1 
|oit  OD  point  de  la  surface.     On  a 

L'equatioD  du  planl^tangent  dans  le  point  donn^  est 

•  * 

Quand  od  substitue  les  coordonnees  des  trois  points 

«i>  A,  yi,  dl, 

«1+8«,    A+Sft    yH9y»    ^1+3^. 

^ans  r^qoation   de   la  surface,    le  preniier   membre  devient  zero 
pour  le  premier  de  ces  points.    Pour  le  deuxieme  point  on  a 

9(«,+aa,  A+8i5,  yi+8/,  (Ji +85)  =  9> («^ ,  ft ,  yi,5i)+  ^  ^«+^^/* 

+  ^8y  +  |^8d+qp(ec.,8|5,8y.Sd), 


ou 


9K+8a,etc.)  =  (|^8a+^8lS+|^5y +|^8<5)+(p(8a,8ft8y,8<5), 
^e  ra^me 

»(«.-8«,  etc.)  =  -  (^8«  +  ^dß  +^3)'+ 1|  Bs')+ip(da,dß,dYM. 

i^aos  cbacune  des  deux   ^quations   pröcedentes   le  dernier   terme 
<ui  secoud  membre    est    infiniment  petit   du  seeond    ordre.     Le 
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signe  de  <p  s'accorde  donc  avec  le  signe  de  Tautre  partie  du  se- 
cond  membre;  et  ce  signe  e^i  contraire  dans  les  deux  öquations. 

Donc  quand  on  passe  d*uD  point  situ^  d'un  c6te  de 
la  surfaee  h,  un  point  situe  de  l*autre  c6t^,  q>  cbange 
de  signe. 

Quand  les  trois  points  donnes  se  trouvent  tous  dans  le  plan 
tangent,  on  a 

q>  («1  +  Sa,  ft  +  3jJ,  yj  +  8y,  ö^  +  8d)  =  9)  (3a,  8jS,  8y,  8d), 

<3P(ai  — 8a,  ßi-'dß,  fi  —  By,  di~8d)  =  g)(ß€e,  8/5,  8y,  di), 

d'oü  räsalte  que  9  ne  change  pas  da  signe  pour  les  points 
donnes,  quand  ces  points  se  trouyent  dans  une  tan- 
gente  ä  la  surfaee. 

De  ee  qui  pr^cöde  on  Toit: 

La  droite  qui  Joint  les  points  (a|,  /?|,  yi,  ög),  (a^,  ß^  yt,  ^2) 
rencontre  la  surfaee  en  un  seul  point,  quand 

<P(^ißirM    et    q>{(hß%H^%) 

out  des  signes  contraires;  cette  droite  ne  rencontre 
pas  la  surfaee,  on  la  rencontre  en  deux  points  (dis-, 
tincts  ou  coi'ncidents),  quand 

^ip^ißirA)  et  9>(^ß2r%^%) 

ont  des  signes  semblables. 

De  la  meme  maniere  on  trouve  pour  une  conique  doot  on 
dösigne  Tequation  par  97 (a,  ß,  y)  =  0: 

La  droite  qui  Joint  (c^ij^i^i)  ä  (as/^sy«)  rencontre  1^  courbe  en 
un  seul  point,  quand 

Vi^ißiYi)    et    (pia^ßtY^ 

ont  des  signes  contraires;  cette  droite  rencontre  la'  conique  en 
deux  points  (distincts  ou  coincidents),  quand 

vi^ißiYi)    et    9(^2ßtY2) 
ont  des  signes  semblables. 

§.27. 
Dans  le  paragraphe  24  il  est  d4]k  d^montr^  que  Q,  cons!d<^r^ 
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eomme  fonctioo  de  Ai,  Bi,  Cu  i^>  ne  peut  4tre  ni  maximuni  ni 
nioimani,  quand  la  surface  n'a  pas  de  point  double.  En  g^näral 
donc  Q,  en  passant  par  z^ro,  changera  de  signe.  Voyons  de  plus 
pres  ce  qai  peut  arriver,  quand  Q  passe  par  zero.  Pour  cela 
considi^roos  Ai^  Bg,  Ci,  />i  eomme  les  coordonnees  quadripla- 
naires  d'one  surface  du  second  degr^.  D'apr^s  le  paragraphe  pre* 
cedent,  Q  changera  de  signe  en  passant  par  zöro,  exceptä  dans 
le  cas  ou  les  Taleurs  cons^cutives  de  Ai,  B^,  Q,  D|, 

Ferifieot  requatioD 


j^^(Ji+a^)  +  ^(ß,+8Ä)+||(C,+»O+^(öi+3^)  =  0. 


Cette  ^uation  peut  s'öcrire 


a 
n 
m 

V 

A. 


n 
b 
l 

9 


m 
l 
c 

r 


P 

r 
d 


Ai  ^dA 
Bi+dB 
Ci+dC 


=  0. 


Lepremier  menibre  de  cette  ^quafion   ne  diff^re  que  d*un  intini' 
nent  petit  du  second  ordre  de  la  moiti^  de   la  valeor  du  premier 

oembre  de 


a 

n 

m 

p        Ai+dA 

n 

6 

l 

q        B^  +dB 

m 

l 

c 

r        Ci+dC 

P 

9 

r 

d       Di+dD 

Ai+dA 

Bi+BB 

Ci+dC 

Di+dD 

=  0. 


Or,  la  derni^re  ^quation  nous  dit  que  le  plan 

Mt  tangent  ä  la  surface 

aa«  +  2haß  +  bß*  +  etc. . . .  =  0- 

De  ce  qui  pröcede  suit  que  Q,  en  passant  par  zero, 
change  de  signe^  ezceptä  dans  le  cas  oü  le  plan  dans 
Bes  positions  consäcutives  reste  tangent  ä  la  surface. 

Avec  nn  changemeitt  controa  da  Q  s'aceorde  od  mouvement 
^tiDü  du  plab 


d2 
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Quand  ce  plan  dans  son  mouvement  devient  tangent,  alors  la 
courbe  d'intersecfion  poar  uue  surface  qoi  o'est  pas  regime  ^  de 
reelle  deviendra  inmginaire  ou  r^iproquement.  De  sorte  que 
pour  une  surface  qui  n'est  pas  r^glöe,  qaand  Qchange 
de  signe,  la  courbe  d'intersection  de  reelle  deyiendra 
imagiDaire«  oa  reciproquement. 


filllpsolde. 

§.28. 

Quand  la  ceurbe  d'intersection  est  une  elKpse»  le  plan  söcant 
vient  dans  la  position  du  plan  ä  distance  infinie  en  devenaht  plan 
tangent  une  fois  pendant  le  mouvement.  A  Finstänt  que  le  plan 
devient  tangent,  Q  cliange  de  signe;  eu  sorte  que  la  valeur  del 
Q  qui  se  rapporte  ä  une  ellipse,  aura  le  signe  contraire  de 


P=: 
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Quand  la  courbe  d'intersection  est  imaginaire,  le  plan  s^ant 
vieut  dans  la  position  du  plan  ä  distance  infinie  en  passant  par 
«^rd  deuz  fois  ou  aucune  fois.  Dans  ce  cas  donc  P  pour  devenir 
^al  ^  Q  par  des  cbangements  Continus  de  J,  de  ^,  de  C,  et 
^  Sk^  doit  passer  par  zero  deux  fois  ou  aucune  fois;  de  sorte 
^Ud  f^  et  Q  auront  mdme  signe. 

lies  differents  cas  que  la  courbe  d'intersection  peut  repre^ 
i^eat^  nvec  les  caract^res  de  ces  cas  sont  donc 

1«  Un  seul  point:    Q  =  0. 

I 

^  Gliipse :    P  ei  Q  ont  des  signes  contraires. 

li  liuaginaire:    P  et  Q  ont  des  signes  semblables. 


L^  i^te«Qiieme»ts  du  oas  pröeMeat  nontrent  que  P  et  Q 
aurout  d^  algnes  semblables,  quand  la  courbe  d'intersection  est 
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uoeeilipse,  et  que  P  et  Q  auront  des  eignes  contraires,   quand 
ia  coorbe  d'intersection  est  Imaginaire. 

La  coorbe  d'intersection  peut  ^tre: 

1.  Un  senl  point:     Q  =  0. 

2.  üne  hyperbole :  ß  <  0,    Q^Q. 

3.  Une  parabole:      /2  =  0,    Q  ^0. 

4.  Une  ellipse:  /^  >  0,  P  et  Q  ont  des  signes  sembtaLle^. 

5.  Imaginaire;       .    /2  >  0^  P  et  Q  ont  des  signes  contraires. 

ParaboloYde  elliptiqne. 

Pour  cette  jsurface  Ton  ne  peut  discerner  Tellipse  d*avec  une 
iotersection  imaginaire  au  moyen  d^s  signes  de  P  et  de  Q^ 
poisque  P  est  z^ro.  On  peut  se  servir  de  la  propriät^  dämontr^e 
T.  L.  page  165,  de  sorte  qu'on  trouve^  en  se  servant  de  la  sörie 


1,        - 


a      p      Ai 
p      d      D 


1 


^i    Ol 


a  n  p  Ai 

n  b  if  Bi 

p  q  d  Dl 

Ai  Bi  A 


-0,.   (b) 


1.  Dn  seul  point:     Q  =  0. 

2.  üne  parabole:      Q  ^  0,  ß  =  0. 


3.  One  ellipse: 


4.  Imaginaire: 


Q  ^  0,  1^  >  0,  1  ou*:2  variattons  de  signe 

.  dans  la  s^rie  (b) 

Q  ^  0,  ß  >  0,  0  ou  3  variations  de  signe 

dans  la  serie  (b). 


Pavaliololde  hyperliöllviie« 

-  *  , .  '         .'    ' 
La  coarbe  d'intersection  peut  ^tre: 

1.  Denx  droite^  ä  di'staoce  finie :    ß  <  0,  Q  =  0. 

2.  Deux  droites  dont  Tune  a  distance  fipie :    ß  =  0,  Q 

3.  üne  hyperhoU^    Ä  <  ft  Q\^ 

4.  üne  parabole :       ß=s:0,Q^O. 


=  0. 


Tfcg»gi«ig«  dlver«. 

§.29. 

la  sarface  du  second  degre,  qnaod 


a      tt     m     p    A, 

A, 

,      i     1       ,  B, 

e. 

m     t      c       r    C 

c. 

f      ,     r      d  D, 

D, 

A,   B,C,   D, 

A,   B,C,D. 

i  sult  Imni^iatement  da  th^riine  dänonlrä  T.  L. 
tD  (tieometry  of  three  dimensions,  page 
itbl»nu  I«  r^ultat  sous  une  rornie  coiDpliqnJe, 
iuiia  la  forme  prectfdente,  sans  ajnuler  coiomcnt 
tttte  forme.    Voici   ane  autre  d^monetration  de 


irolle  donn^e  eoit  tangente  ä  la  surface,  il  faul 
de  trouver  une  valeur  f/,  eo  aorte  que  le  pUn 

'iY+  Oii  +  '^A,u +'^Btß  + II  Cif  + 110,6  =  0 

lurface  u  =  0.  II  est  odcesaalre  ponr  cela  qm 
M  vaiiablea  dana  l'tfqoation  linriaire  prec^ente 
leU  aux  dtfrit^a  de  n  pat  rapport  anz  mime» 
femeiit,  pour  des  raJeara  de  «,  ß,  y,  i  qui  fi- 
iiDpa  lea  ^uatioos  de  la  droile  donnee.  Qua  | 
ntiU  iiwUlerniiti^  alon  U  Aoii  itn  possibJe  de  i 

AtioM 

^bß+  ir  +  «d=£jBt4ei,£^ 


ä  ia  giom4tfie. 
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DD  meme  Systeme  de  valeurs  de 

«.    ßf   y»    9,    Sf   iv- 

La  rtfsaltante  de  ces  eqoations  lineaires  est  le  dötermiDant  qoe 
noDS  DFons  d^signe  par  N,  de  sorte  que 

2V  =  0 

est  la  condition  qöi  eiprime  que  Ia  droite  est  tangente  k  Ia  surfaee. 


§.30. 
Le  point  dMntersection  des  plans 

^«  +  Ä2/3+Ciy  +  />,d  =  0, 

se  trouve  dans  la  sorface/du  seeond  degr^,  qaandoua 


[M  = 


a 

n 

m 

P 

Ax 

At 

^8 

n 

6 

l 

9 

Bx 

B» 

A3 

m 

l 

c 

r 

Cx 

Ci 

c. 

P 

9 

r 

d 

Dx 

ß. 

A 

Ax 

Bx 

c, 

A 

A 

Bt 

Ca 

/>« 

A 

Bz 

Cs 

A 

=  0. 


Ce  th^oreme  se  troove  sans  d^monstration  dans  Salmon, 
Lessons  on  modern  higber  algebra,  page  16.  On  peut  en 
(ionner  une  demonstration  analogue  ä  celle  du  tbeor^me  pr^c^dent. 

Remarqoons  pour  cela  que  dans  le  cas  oü  le  point  se  troave 
la  surfaee,  11  doit  ^tre  possible  de  trouver  deox  indetertni- 
X,  IL  pour  lesquelles 

+  fi(^3a  + Ä8/3  f  c^y  +  ^s^)  =  0 

^it  DD  plan  tangent  ä  la  surfkce  t<==0.  II  faut  pour  cela  quil 
soit  possible  de  trouver  des  valeurs  de  <x,  ß,  y,  ö  qui  verifient  les 
^natioDs  linäaires  dorniges,  et  qui  rendent  en  mdme  temps  les 
deriväes  de  u  par  rapport  k  a,  ß,  y^  d  proportionnelles  aus  coef- 
bieDts  des  m^mes  quantit^s  dans   T^quation  Itneaire  pröc^dente. 

Thiii  LI.  5 
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Venluyi:    Applications  noutelle$  des  ditertninants 


Qae  V  soll  une  autre  quantit^  iDd^lermiB^,  U  dpU  ^tre  possible 
de  satisfaire  auz  ^quatioDs 


au'\-np-^my'{'pi 

n«  4  6/!  4  fy -i- 9< 
m« -I- //} -i- cy  4  rj 


Ä  vAi  +  lvA%  +  /AVi^t» 


par  un  m^me  ayatdoie  dt  ?aleuf9  de 

«*  9t  r»  ^»  v>  ^^»  f^^' 

La  r^ultante  des  ^«atioos  pr^cMentes  est  M,  de  sorte  qae 

JTsO 

eat  la  oondition  qui  ezprime  que  le  point  dona^  ae  trooTe  dans 
la  iurrace. 

§.  31. 

M  conaid^r^  comme  foaction  de  Ax,  A^  A^%  ßv  ^t* 
Bt»  Ci,  C^  C^t  Jlh»  ^  /)^  D'aara  ni  valeor  maximam  ni 
valeur  mlnlmam. 

Poor  que  M  eüt  une  valeur  mazimum  ou  minimam  ea  devrait 


avelr 


BM       dM      dM  _dM  _    .    _^ 


Cff  dAriv^ee  aaat  dea  d^teffmloants  mioeara  du  aixl&aie  &ep^  de 
Mp  et  de  r^vaaeuissemeot  de  cea  d^teriainants  miaeors  aait  qae 
M  aerait  a^ro,  de  mtoe  qae  toua  les  antres  döteroiiiuuits  miaeor« 
du  aizitoe  degr^.    De 


fi  b 

m  i 

P  ? 

Ai  B, 


i 

c 
r 


Jt  B,  Ck 


P 

9 

r 

d 

A 


Bx    Ä. 


A 


A 


^0 


A  la  §^onUtrie.  67 

fiit  que  la  droile 

est  tangente  ä  la  anrface.  De  roöme  la  drolte  repr^sent^  par  la 
deuxieme  eqaation  Unfaire  et  la  troisiöroe,  et  la  droite  repr^sentöe 
pir  la  troiaiöme  ^qoation  et  la  premiere,  doivent  ^tre  tangentes  ä 
)t  corface.  De  4f  =  0  suit  que  le  point  d'iotereectioD  dfi/9  troif 
plaos  se  troove  daiia  la  surface.  Toute«  cea  conditiona  ezigerai^ol 
que  les  troia  plana  fusaent  colfncldents,  et  noua  lea  sapposona 
distincts.    M  n'aura  donc  di  valeur  maxiroam  ni  valeor  miniroom. 

Qaand  M  n'a  iii  valear  maximum  ni  valeur  minimnni,  II  chan- 
gera  de  signe  en  g^n^ral,  ä  l'instant  qu*il  passe  par  z^ro.  l^^% 
nufonnenienta  analogues  ^  ceu$  du  $.  27  fönt  voir  que  M  ne 
ehange  paa  de  signe  dana  le  seul  caa  oü  le  point  se  meat  dans 
ane  tangente  ä  la  snrface.    Nous  avons  donc  la  propri^t^. 

La  droite  qui  Joint  le  point  d'intersection  de  troia 
plans  au  point  d'lntersection  de  troia  autres  plana, 
reocontre  la  surfaee  en  un  seul  point,  quand  lea  va» 
lenrs  correspondantes  dement  des  aignes  contralrea; 
cette  droite  ne  reneoutre  paa  la  surfaee,  ou  la  ren*- 
contre  en  deux.,poiata,  distinctsoo  coTncidents,  quand 
lesTale^urs  correspondantes  de  M  önt  m^me  aigne. 


§.  32 

La  propri^t^  fnr^^eödente  nans  permet  de  distiguer  si  le  point 
d'iitersection  de  trois  plana  donnäs  est  intörieur  ou  ext^rieur  ä 
OB  etlip8o¥de.  Que  cea  trois  plans  soient  les  mtoes  que  ceux 
ei-deasus.    Que  le  plan  ä  distanct  infinie  aoit 

U  point  d'intersection  de  ce  plan  et  de  deux  des  autres  plana 
Ht  ext^eur  ä  Tellipsolde;  de  sorte  que  le  point  d'intersec- 
tion des  troia  plans  donn^s  est  ext^rieur  ä  Tellipsofde, 
quand  M  a  m^me  signe  qu« 
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Vertlutfs:    Applications  noucelles  des  ifeiermlnania 


« 

m 

p 

A,     A,     A 

i 

1 

9 

B,     B,    B 

1 

e 

c,    c    C 

9 

r 

d 

D,    D,    D 

B, 

A 

A 

B, 

c. 

o. 

B 

c 

D 

lat  lot^rienr  ä  la  sarface,  qaand  le  d^terml- 
ideot  et  M  ont  des  signes  cotitraires. 


riminant  de  l'^quatioD  cnbique 

dinairement  soua  la  furme 

<i»d*  +  4flc»  +  4rf68 — Sft'c»  -  6aöcrf. 

Bot  le  discrimiuant  soiis  la  forme  d'un  d^terminanl 
maaiere  suivaDte:  Le  discrimiaant  est  la  resultante 
B  que  l'on  obtlent,  eo  diff^rentiant  par  rapport  a  x  et 
doon^e. 

ax*  +  263^1  +  cj«  =:  0, 

bx'  +  "icxy  +  dy*  =  0. 

tfthode  dyalitique  de  Sylvester  on  troure  la  r^sul- 
l^me 

ax'-t-ibx^-t-   cxg*  =a 

Aa:>  +  2ciE«y+   dxy^  =0, 

bx*y  +  iexy*  +  dy»  =  0. 
ml  est  donc 


b    ^c    d 

I  ddterminant  s'^ranonit. 


r^nalion  donn^   a  de« 


ä  ia  geometrie. 
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et  de 


de  ses  racines  egales;  quaod  il  est  positif  deux  racines  sont  ima-^ 
ginaires;  quand  il  est  n^gatif  toutes  les  racines  sont  reelles  et 
distinctes.    (Voyez  Salmon,  page  1%.) 

§.  34. 
D^terminer  si  les  trois  points  d'intersectioo  de 

+  Zkyx^  +  ^Ixyz  =  0, 

sont  tous  r^els  et  distiiicts,  si  deuxdeces  points  coin- 
cideot,  ou  si  .deux  de  ces  points  sont  imaginaires« 

On  poarrait  öliiiiiner  z  et  fortner  ensoite  1e  discriminaot  de 
requation  rösultante.  Les  termes  de  ce  discriminant  sont  trös*^ 
compliques.  Le  resoltat  vient  sous  une  forme  plas  simple  par  le 
raisouoement  suivant.  Pour  que  deux  systömes  de  racines  soient 
coFncidents^  il  faut  qu'un  m4me  Systeme  de  valeurs  de 

du 

Tz* 

verifie  les  ^quations 

Ar*  +  '^lexy^by^^  2la!z+2hyz  +  Ä:««  — ^.  2=  0, 

fx^  f  1lxy+hy^  +  2^0:2  \2kyz  +cz^-j^      =0, 

px'^  +  gxy  +  rxz  =  0, 

pxy  +  qy^  -\^ryz 

pxz  +  qyz  +  rz* 


^^   ^yf  y*>   ^2»  y^f   «*»   "^ 


=  0, 
=  0. 


Poor  cela  il  faut  que  x^,  xy,  y^  soient  proportionnels  aux  deter« 
D'mants  que  Ton  obtient,  en  omettant  la  premiere^  la  deuxiöme, 
00  la  troisiöroe  colönne  du  d^terminant 
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e 

2/ 

21 

d 

2e 

b 

il 

2h 

f 

21 

h 

^9 

2k 

P 

9 

r 

P 

1 

P 

r 
1 

9    P 
k    q 

c     r 


Vertlut*:    Applieattomt  Mouteltes  dn  ditermUumla 
'■«  («y)*— **Xy"  =  0,  Oll  doit  a»oir 

a  e  2/  -2/  9  p 
J  &  31  2A  A  y 
/'Äff     2*     c    r 


le»  d^terminanto  de  U  luimfl  forme  qoe  celoi  ci- 
\  il  n'y  a  pas  de  Urme  o,  daoB  F  il  y  a  ud  lerme  o- 

!  lernte  ou  ae  trouve  a*  a  le  signe  plas,  comme 
linaat  que  l'on  autait  pu  Toriner  apr^  r^limiaalion 

,  deuz  systimes  de  racioea  sont  dgaux; 
:  positir,  deuz  syelinies  de  raciiies  sont 
;  quand  Q  est  negatift  loutes  les  racioes 
et  dislinctes. 


%.  35. 

ner  les  eonditions  qai  expriwenf  qae  les 
d'interseciloiid'unedroite  et  d'nae  courbe 

B  degrä  coiiicident.  * 

lea  trois  racines  de  aa^\Zbx^^-^%ex^\ä/^  ^^ 
il  faut  qo'on  puisse  salisfaire  sinmltanöineiit  atix 
l'on    nblieiil  en   diff*4reiiliaii(  l'^quation  pr^ädenle 

rapport  ä  x,  iteux  fois  par  rapport  ä  y,  et  une  fois 

r  et  il  ^ 

(CT  +  fi.v  =  0. 
cx\dy  =  0. 


=  0. 


Oll  doit  donc  aroir 


le  probl^iiie  proposd,  ou  pourrait  eüminer  i  et  dif- 
te.  Mais  ont  peul  auesi  commeucer  par  diffäreotier, 
es.     On  (rouve  airisi  qu'un   möiiie  systÄma  de   va- 


d  ia  giom^ttie. 
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dhA 

^'    *•    *'     &• 


doit  vörifier  les  öquations 


ax 


3*1«  »*       -^ 


3*ti  pg     ^ 


8i«   r» 


ex 


gx+Ajf  +  ex-^i 


=  0, 


=a 


Les  conditioDS  cherch^es  sont  donc 


a 
d 

e 

P 


d  f  p* 

e    l   pq 
b    h    ^ 

=  0 

9   f 

a  d  f  p* 

d  e  l    pq 

g  k  e    r* 

p  q  r 


=  0. 


Groningne.    Jaillet,  1860. 


m S='+*'- 


EnSdhM  mw  is  JT  «e  «■■■rfn  mmi  m  O  «Im  Siki»tMe  mf 
4«  BiiwTrrtn-  hw  smi  DwctechMlt  IT.  ■•  wt  n  4ea  rocht- 
wtakrKgem  Draiecfc  OMN  madt  (^  (^  09  «e  Kathete  OiV  gMeh 


D«r  IfrfMMMMtir-rrrfr-  des  PnMes  JT  wird  dntch  die 


t^a  -< 


oder  «reii  9  die  vaabhlag^e  Veriaderiiche  is^  dereh : 

»it  Anweadvi^  der  Gleicbangeo  (3),  (4),  (6)  aad  (jS^  erhSit  man 
bienuu: 

^=:«ln*(l+»'). 

-  =  co«t(I+t'). 

Maltiplidrt  man  die  erste  Gleichaog   mit  r*  ond    bedenkt,   dass 
oacb  (5) 

•o  folgt: 


—  =  raiOT+rcosT.r 


oder: 


Fällt  man  voro  Pol  aof  die  Tangente  eine  Senkrechte  p,  so  ist 
offenbar 


und  Kurven  deren  Gleichung  r^z=za^ zinke  ist.  75 


(II) p  =:  rsioT  = 


V^r^+r'*' 


die  Gleichung  (10)  kann  also  aoch  in  folgender  Form  geschrieben 
tf  erdeo ; 

("^ p-de' 

Diese  Aaadrficke  (9),  (10)  und  (12)  für  den  Krfinimungshalb- 
oesser  in  Polarcoordinaten  empfehlen  sich  durch  ihre  Einfach- 
kit;  sie  sind  besonders  geeignet  zur  Auffindung  von  Kurven, 
velcben  gegebene  Eigenschaften  zukomroeny  wie  im  Folgenden  ge- 
leigt  werden  soll. 

Wird  in  (10)  die  Differenziation  rechts  ausgeffihrt  und  he« 
zeichnet  /'  die  zweite  Derivirte  von  r  nach  6  im  Sinne  der  Glei- 
cbong  (1),  so  erhält  man  nach  Körzung  mit  n^  die  gewohnliehe 
Form  von  Jacob  Bernouili: 

Anmerkung.  In  den  Annaies  de  Math,  von  Gergonne 
(1831)  T.  XXI,  p.  3r  hat  Le  Barbier  einen  Ausdruck  für  den 
Krfimmungshalbmesser  gegeben,  in  welchem  statt  des  Tangenten- 
wiokels  T  der  Bogen  $  erscheint: 


P  = 


\de) 


\dej     ^  deKrdeJ 


Anr  folgende   Art  erlangt  derselbe   unsere  Form.      Nach    (6)  Ist 

dt       T 

iz^—f — »  mithin  auch: 

r  1 

9  = 


""'■'-•-•^(7) 


oder 


^  =  r'8inT.{I-8ln«T.^(^)t;         - 

■n  ist  aber  nach  (7): 

.  ,     d  /r'\        ,  ^_rr"-r'*  dt  , 


O    .  n/ei  ^iHi/itr:   mmirutit ik  trÜMmutnnradtKUn  PolarcoortUnaieH 

lll«U 

—  =r'6inT(I+r'); 
weil   utwr  r'aioi  =  rcos*,  eo  ist: 

"■'-■.  ,       d      . 

—  =  r  sinT4  rcasc.r  = -jjstBinTJ. 

a  Journal  Bd.  45,  p.  265  gibt  auch  Scbellbach 
lim  «mpfoblflae  Form  (üi  deo  Ausdruck  des  KrQni- 
«rs: 

«V"  I 

IS  der  Jtcob  BerDoulli'scbeu  Form  leicht  ei- 
•»u  «s  litl 


„-HS^.y.-,-..,"  =  ^±^£j=Bl' 


m  +  m"  SS  «»(r»  +2r'»— rr"). 


{.2. 


M.  ttf  dl«  Coordinaten  des  Krfimoiüngsiiiitlel 
I),  Htf  iftltt  das  Dreieck  OCM,  wenu  von  C  auf 
I-  vlit«  Senkrechte  gefSIIl  wird,  aomitlelbar ; 

(  Ä»ln(©— fl)  =  jcosT, 
(  Weos(ö— fi)  =  r— psinr 
«IKulloii  der  Wertbe  Rlr  «cost,  QsXax  aas  (^)i 

j  «co.(©-«)  =  j^,; 
liiltkuiiRen  dlrldlrt,  ferner  beide  quadrirt  uad  ad- 

1»-«)  =  ^,, 


wirf  Kurven  deren  Gleichung  r^c=a^tinh6  ist.  77 

dnrcb  Elimination  von  r  und  B  aas  diesen  Gleichungen  und  jener 
(])r  =  /'(d)  gelangt  man  zur  Gleichung  der  E?olate. 

§.  3. 

Dm  die  Anwendung  der  in  §.  1.  abgeleiteten  allgemeinen  Aus- 
drucke zu  zeigen,  setzen  wir  in  (9): 

(16) T  =  Ad,    also    T'rs*, 

worin  k  eine  von  Null  verschiedene  Constante  bedeute,  so  wird 

mit  (3) : 

(17).  .   .   •^--(i^;fc)si„^—     lJ^.k     — l+)t' 
Dod  mit  (5)  r'  =?  r.  ctg  Ad  oder 

—  =ctgitö.dö; 

hieraus  folgt    durch   Integration,  wenn  a  die  arbiträre  Constante 
bezeichnet : 


(18) (Q*  =  sin*Ö, 


ie  Polargleichung  derjenigen  Kurve ,  weiche  der  Bedingung  (16) 
eotspricht  *)•  Nach  dieser  kann  durch  Annahme  eines  der  beiden 
Winkel  r,  6  der  zweite  leicht  gefunden  werden;  wodurch  ermög- 
licht ist,  Tangenten  und  Normalen  geometrisch  zu  construiren; 
dann  zeigt  die  Gleichung  (17)  die  Gonstruction  des  Krümmungs- 
mitteipunktes. 

§.  4. 

Durch  die  Annahme  T  =  a,   wobei  a  einen  unveränderlichen 
Wbkel  bezeichnet,  wird  r'  =  0,  also  nach  (9): 


*)  Mit  dieser  Karre  beschäftiget  sich  bereits  Fagnano  in  sei- 
>^  Prodnzioni  matematiche,  1750,  V.  II,  p.  375.  Er  stellt  sich 
^i*  Aufgabe,  diejenige  Kurve  zu  finden,  für  welche  die  Winkel  zwischen 
lUdioiyector  und  einer  festen  Aze  und  zwischen  der  Nermale  und  der4 
■clben  Axe  sich  wie  zw^i,  gegebene  Zahlen  verhalten.  Wenn  k  eine  giMize 
^kl  ist,  zeigt  B.  Tortolinl,  wie  man  die  Gleichnng  (18)  durch  recht- 
selige  Coordinaten  darstellen  kann.  (Annali  di  matematica  etc. 
T>  1,1858,  p.  178).  IS.  a.  Grunert's  Archiv,  Tbl.  31,  Literari- 
•eher  Bericht  Nr.  CXXI,  p.  7. 


78    Vnferdinger:  Ausdruck  d.  Krümmun§»radiui  in  Poi^trcoordinaten 

-  =  siQ  «,     p  =  MN 
9 

dt 
und  nach  (5)  r  sr'.tgo,  >M  ==  tga.  — ^  woraus  folgt»  wenn  a  die 

Integrationsconstante  bedeutet : 

welche  Gleichung  die  logarithmische  Spirale  bezeichnet. 

Man  kann  daher  sagen:  Bei  der  logarithmischen  Spirale sehli esst 
die  Tangente  mit  dem  Leitstrahl  einen  constanten  Winkel  ein, 
Leitstraht  und  Krümmungsradius  haben  ein  constantes  Verkilt- 
niss  und  die  aus  dem  Krflmmungsmittelpunkt  iV  auf  den  LeItstrabI 
geßlllte  Senkrechte  geht  immer  durch  den  PoL 

Ffir  a  SS  90^  degenerirt  die  Kurve  In  einen  Kreis  vom  Halb- 
messer a.  Die  logarithmische  Spirale  entspricht  dem  Ausnahnis- 
fall  des  §.  3.  mit  A=zO. 


§.5. 

Eigenschaften    der   durch    die   Gleichung   (18)    be 
zeichneten  Kurve. 

Aus  der  Gleichung  (3)  folgt: 


sinT 
also  mit  Kficinicht  auf  (17): 

t*+*>»^iS:i»    J=(l+it)«inT; 

bezeichnet  nun  p  die  Senkrechte  vom  Pol  aaf  die  Tangente,  so 
ist  nach  (11)  |>  =  r.sinT  und  die  vorige  Gleichung  gibt : 

(10) r»=(l+*)|>.^, 

d.h.  der  Leitstrahl  ist  immer  die  roittleTeg#ometrl8che 
Proportionale  zwischen  dem  Krümmangsradins  and 
der  (l-fA)*fachenSenkrechten  vom  Pol  auf  die  Tangente. 

Ffir  e  =  ^J:A  erhftit  nach  (18)  r  demselben  Wertb,  der« 
jenige  Leitstrahl  also,  welcher 


und  Kunen  deren  Cieiekung  r*  =  absinke  ist.  79 

entspricht*  ist  ffir  den  ganzen  Verlauf  der  Kurve  eine  Axe  der 
Synmietrie.  FOr  6  ss  tf  .2n  +  k  erhalt  der  Leitstrahl  dieselbe 
lÜchtsBg,  so  aft  e  eine  ganze  Zahl  Est;  er  erhält  auch  dieselbe 
Grdsse,  so  oft  in 

h  eine  ganze  Zahl  ist.  Ist  also  k  eine  ganze  Zahl  oder  ein  ra- 
tionaler Bf  ach,  so  kehrt  die  Kurve  unendlich  oft  in  sich  selbst 
znrfick. 

Die  CMchungen  (15)  geben,  wegen  t'  ss  k,  unmittelbar : 

(21).   .   .  .  Ä  =  ^^^±^.    tg(Ö-Ö)  =  ^. 

Verlängern  wir  den  Radiusvector  r  bis  P  (Fig.  I.),  so  dass  OP 
=  Ar  und  ziehen  NP,  so  ist  also 

*-!  +  *• 

4i^es  gibt  in  Verbindung  mit  (17): 

^*> p-Ä2v' 

Id  dem  rechtwinkeligen  Dreieck  ONP  ist  ON  =  r'  und  nach  der 
Construction  OP  =s  kr,  also  ist  nach  der  zweiten  Gleichung  in 
(21)  der  Winkel  bei  P  gleich  6—6,  mithin,  wenn  OC  bis  zum 
Dorchschnitt  Q  mit  der  NP  gezogen  wird: 

m OQ^PQ, 

«Iso  liegt  d^r  Pqokt  Q  auf  der  Mitte  der  iVP. 

Für  As  1  vereinfacht  sich  die  Gleichung  (18)  ine 

(23) r=sasind, 

sie  bezeichnet  einen  Kreis  vom  Durchmesser  a,  welcher  die  Pol- 
aie  im  Pol  berührt.  Die  Tangente  schliesst  mit  dem  Leitstrahl 
den  Winkel  B  ein.  Die  aus  dem  Hittelpunkt  der  Krümmung  auf 
den  Leitstrahl    ^eßUite   Senkrechte    halbirt   denselben,     r  =  0, 
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For  A  =  2  wird : 

•  -  9  • 

(24) r  =  aVwS2i9, 

UDd  diese  Gleichung  bezeichnet  die  Bernonlli'sehe  Lemniacate, 
Welche  die  Axe  im  Pol  berührt,  die  zweite  Tangente  in  diesem 
Pankt  steht  darauf  senkrecht.  Der  Winkel  zwischen  Tangente 
und  Leitstrahl  ist  dem  doppelten  Polwinkel  gleich.  ^  =  \MN. 
Fällt  man  vom  Krümmongsmittelpunkt  auf  den  Leitstrahl  eine 
Senkrechte y  so  ist  der  Abschnitt  i^om  l'ol  ans  zwei  Dritteln  des 
letzteren  gleich,  wonach  der  Krummangsmittelpnnkt  immer  leicht 
construirt  werden  kann  *), 

ABC  in  Fig.  2.  zeigt  die  Gestalt  der  Kurve  für  kzsZ%  hier  ist 

(24') r  =  aV6lii35. 

T=:3Ö,  OP  =  3r,  Q  =  \MN. 

V^T  k  =  \  wird 

(26) r  =  a.sin«id; 

diese  Gleichung  entspricht  der  Cardioide  (Fig.  3.)  deren  Grundkreis 
\a  zum  Durchmesser  hat.  x  =>iß,  hiernach  können  Tangente  nnd 
Normale  leicht  construirt  werden.  Halbirt  man  den  Leitstrahl 
OM  in  P  und  zieht  NP,  halbirt  NP  in  Q  und  zieht  OQ  bis  zum 
Durchschnitt  C  mit  der  Normale,  so  ist  C  der  KrummungsmitteU 
punkt  fiSr  M. 

Ffir  k  —  ^  geht  die  Gleichung  (18)  Ober  in: 

(26) r  =  a.(sin|6)* 

und  die  Fig.  4.  zeigt  den  Verlauf  der  durch  dieselbe  bezeichneten 
Kurve.  Es  ist  r  =  f d,  ^  =  f^iV,  für  den  Krümmungsmittelpunkt 
C  gelten  noch  die  Gleichungen :    OP  =:  }r,  NQ  =  QP. 


§.  7. 

Die  Quadratur  und  Rectification  der  durch  die  Gleichung  (18) 
bezeichneten  Kurve  ist  in  geschlossener  Form  darstellbar,  wenn 


*)  Diese  Construction  findet  sich  in  der  interessanten  gelehrten 
Schrift  von  Dr.  Bierens  de  Haan,  Leroniscata  Bernonlliana. 
(Amsterdam  1847.  p.  29,  Theoremata  XXIII.) 
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die  Constante   r  eine  ganze  Zahl  n  ist  *)•    In  diesem  Falle  lautet 
die  Gleichang  der  Kurve  nan  so : 

(2?) r  =  a(8in-)  . 

Bezeichnet  f  die  Fläche,    welche  der  Leitstrahl  r  durch- 
streicht, während  der  Polwinkel  von  0  bis  6  wächst,  so  wird 


pe       ö*« 
1f=a^l    (sin^)   .rfö; 


o 
die  Ausfilhrung  der  Integration  gibt : 


1.3.6...(2«-3)(2n-l) 
(»;...        ir-a    2.4.6...(2«-2)2m 

o'      ei,,  ö.»»-».  2n  — 1..   d,«"-9 
-2^co8-|(8.n-)       +2^::r2(«%) 

.  (2n-l)(2n-3) ,  .   «,•"-«        .  (2n-l)(2w-3)...5.3  .  «\ 
+  (2«-2)(2«-4)^*'"n^       +-  +  (2n-2)(2n-4)...4.2""nr 

Setzt  man  in  diesem  Ausdruck  B^z-^ ,  welcher  Werth  der  Aze 

der  Symmetrie  entspricht,  so  erhält  man  die  Fläche  F,  welche 
der  Leitstrahl  durchstreicht,  während  der  Endpunkt  desselben  den 
iialbeD  Umfang  der  Kurve  durchläuft;  einzelne  Flächentheile  er- 
scheinen, wenn  n>2  ist,  ein-  oder  mehrmal  über  einander  ge- 
lagert, and  werden  eben  so  oft  in  Rechnung  gebracht.    Dann  ist 

1.3.6....(2n--3)(2n^I)    n« 
(29)...     2F-.a«2.4.e....(2n-2)2n  2* 

Für  die  Cardioide  z.  B.  ist  it.=  2,  also 

2A=a«274Ö-2"^^«2r'"2^""2*'"2} 


oder 
(30) 2/*=  jQ(66-8sinÖ  +  sin26) 


II« 


*)  Für  Ar:=2,  4,  6  hat  Legendre  die  Bogenlänge  8  diircli  eiiipti- 
K^«  Integrale  erster  Gattong  dargestellt,  A.  Serret  dnrch  Ea  1er 'sehe 
^tegrale  zweiter  Gattong.  (S.  Journal  de  Liouville,  1842—43, 
T.  VII,  p.  114,  T.  Vlll,  p.  495.) 

Tkeil  LI.  6 


^    luferäiuger:  ims^mcM 4,  E%  tmmmmßtrmäims  im  Poiarcoordinaten 


<M) 2F  = 


8 


2dm  BereAmmmg  der  BogeflÜage  s  gibt  die  Gleichong  (6),  iBdeni 


/e      ö  ■-» 
(m-)     .i/o. 


«mI  liier  ist  zur  AlwfahiiiDg  der  lot^ratioo  die  Cnterseheidung 
zweier  Fälle  noAireodig,  je  oaefadea  m  eioe  «ngermde  oder  gerade 
Zahl  ist 

Ffir  «  =  2«  f  I.  also 


(3^) '■^''^"'■äim^ 

ird: 

_     l-3.S...(aw-3)(2m-l) 
t*>;.   .   .   .     «-«2.4.6  ..(2«-2)-2«  " 


-a-jj^-co« 


6      (  0      *•-*     2m— I  e      ^ 

(2m-l)(2iii-3)  fl      «— s        (2ii»-lX2iit-3)...S.3  .        e      \ 

"*■  (2m-2)(2Bi-4)^""2m+l^        +"+(2»--2)(2iii-4)».42*'"2^rn} 

und  der  ganze  UnifaDg  der  Karre : 

CKi:  „_     1.3.5...(2m-3)(2m-l) 

(34).   .   .  ü=«2^g^(2m-2)2fi. (2«+»)*. 

lat  n2=i2m  eine  gerade  Zahl^  also 

(3ö) .     r  =  a(8iii^)    , 

so  erhält  man: 

^  _    2.4.6...(2m— 2)  2m 

^"^^ '"-"l.3.5...(2m-3)(2iii~l) 

2m  ö    r.     Ö  «"•-«     2m  — 2,  .     ö  ««-^ 

(2m— 2)(2m>~4)        d^  «m-6 
■*■  (2m-3j(2m— 6)  ^®*"2m^         +  ' ' '  ' 

(2m-2)(2m-4)...6.4    .  j9^  «       (2m~2)(2m-4)...4.2) 
•••**'  (2m-3)(2m-5)...6.3^*'"2m^    "*"  (2m-3)(2m-5)...3.1j  ' 
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Die  Cardioide  entspricht  diesem  letzteren  Fall  mit  mr=.\,  und 

es  vrird: 

*  =  4«  sin*  Jö, 


^ {■;::. 


§.8. 
Die  durch  die  Gleicbuog: 


(10) 


dargestellte  Beziehung  ist  in  allen  Fällen  zur  Auffindung  der 
Kur?e  dienlich,  wenn  der  Krifmmungsradiiis  q  als  Function  des 
Leitstrabls  r  gegeben  ist»  Bezeichnet  F(r)  irgend  eine  Function 
?on  r,  F'(r)  ihre  erste  Derivlrte  und  ist 

r 
W .    .    .   p  =  jrr^y 

80  gibt  hiermit  (10)  nach  einmaliger  Integration,  wenn  G  die  will- 
kfirlicbe  Constante  bezeichnet: 

r* 

oder  wenn  man  auf  r'  reducirt : 

Vr«-(F-G)2 

/=r F:rr — ' 

und  hieraus,  wenn  tj  eine  neue  arbiträre  Constante  bezeichnet : 

pr         F-G  dr 


(F-G)' 

1d  Bezug  auf  die   von   uns  im  Vorhergehenden  untersuchten 
Kar?en  ist  zu  bemerken,  dass   der  Krämmungsradius    derselben 

(17) Q=:^'   ^ 


1+A- 


V 


Dicht  lediglich  eine  Function  von  r,  sondern  eine  Function  von  r 
"öd  r'  ist.     Dieser  Fall  ist  in  der  obigen  Verallgemeinerung  nicht 

eiogeschlossen. 

6* 


i  Hferuimgtr:   tmtänttää.  KrUwattungsradivsin  PolareooTäiniUen 


Üi«  FttsspanktkaiTi 


§.9. 
n  io  Polarcoordinaten. 


K&Ut  nun  von  Pol  auf  die  Tangente  des  Puoktw  Jf  (Fig.  Ö.) 
ilttr  tiMtskufV«  r=f(8)  die  Senkrechte  p  uud  ist  v  der  Polwinkel 
.lur»«llMu.  so  sind  p,  v  die  Polarcoordinaten  eiees  Punktes  Fder 
Ku»»^uubtkttrv«. 

Au«  der  l^lgur  folgt: 

r-e  =  T— 90",  ;>=:rBinT, 
.itw>  ctg(p  — 0)^  —  tgT,  mitbin  nach  (6)  und  (II): 

tg(e-t.)  =  ^, 

p  ^  rsmr  ^ 


w«ideu  ans  diesen  beiden  Gleichungen  und  jener  (1)  r  =  /(6), " 
uud  &  eliminirt,  so  erhalt  man  die  Gleichung  der  FasapuDklkurve 
tttl  O  ftia  Pol. 

fi-  10. 
)dung  der  allgemeinen  Gleichungen  (40)  sacfaen  nir 
lUfve  der  oben  behandelten  Knrve,  deren  Gleichaog: 


©'=- 


tat  »  =  (1  +  *)«— 90»,  p  =  rsiot»,  »oraas  folgt: 


«- 


l  +  dO» 
TT*"' 


«tltutton  dieser  Wertfae  in  (18)  erhSIt  man: 

der  FusspunktknrTe.    Diese  Kurve  Ist  offenbar  von 
wie  jene  (18).  nur  steht 

*.  =-^ 
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an  der  Stelle  von  k^  p  statt  r,  uod  der  Polwinkel 

(43) w  —  v+90^ 

ist  FOD  der  Axe  O^  aus  za  zählen,  welche  auf   Ox  senkrecht 
stebt;  alsdann  lautet  ihre  Gleichung: 

(44) (ff'^slük^w. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  (18)  der  ReAe  nach  statt  ki 

oder 

k  k  k 

so  entsprechen  die  entstehenden  Gleichungen  einer 
Reihe  von  Kurven  von  der  Gattung  (18),  von  welchen 
jede  folgende  die  Fusspunktkurve  der  vorhergehen- 
den ist 

Ffir  A=l,  welcher  Werth  dem  Kreis  entspricht,  wird  £i  =  i, 
welcher  Werth  der  Cardioide  entspricht:  Die  Cardioide  ist  also 
die  Fasspunktkurve  des  Kreises,  wenn  der  Pol  in  der  Peripherie 

liegt 

Die  Fusspunktkurve  der  Cardioide  hat,  da  fSr  A  =  i,  £i  =  i 
wird,  die  Gleichung: 

(46) r=a(8inid)». 

Ffir  die  Lemniscate  ist  A;=:2,  also  A^i  =  |,  die  in  §.  6.  be- 
sdiriebene  Kurve  (Fig.  4.)  deren  Gleichung 

(26) r=:a(sin|6)* 

ist,  die  Fusspunktkurve  der  Lemniscate. 

§.  11. 

Eine  zweite  Gattung  von  Kurven,  welche  mit  den  vorher- 
gehenden in  unmittelbarem  Zusammenhang  stehen,  erlangt  man 
doreh  die  Bedingung: 

(47) T  =  1800— itö, 

wobei  wie  in  (16)  k  eine  positive  Constante  bezeichnen  soll.  Weil 
jetjt  tgt  =  —  tgift  t'  =  —  ky  so  wird  nach  (9) 


0#  4sw«  a«db  m  Acseai  Falle  der  Kii»— »g«  ■HtgJpMkt  eines 
jede»  Ksrvevpvskfes  leickt  gcfa»de»  werde«  kau». 

Ferner  wt  Mcfc  (5)  r  :=  —  r^.tgM,  werass  folgt: 


<^der  dsrefc  iRtegralioo,  freao  a  die  wilftiirtidbe  CoBsfmnte  be- 
xeidlaet; 

(48) (ßy=mnke, 

ond  diese  ist  die  Polargleichong  der  gesachten  Kurve.  Da  für 
die  Richtangen 

•in  ^^  =  0>  also  r  =  oo  wird,  so  bezeichnen  dieselben  Asymptoten 
oder  Axen  der  unendlichen  Verzweigung^  deren  Anzahl  endlich 
ist/  wenn  k  eine  rationale  Zahl  bezeichnet. 


$.  12. 

Ffir  k=zi  bezeichnet  dieselbe  eine  im  Abstand  a  zur  Polaxe 
parallele  Gerade. 

Für  k=:i  wird 

sin*  iö 

ond  diese  Gleichung  bezeichnet  eine  Parabel  deren  Brennpunkt 
der  Pol  ist,  die  Polaxe  ist  die  Axe  der  Symmetrie.  Da  In  diesem 
Falle  T  =:  180^  -  Jö,  so  ergiebt  sich  hieraus  för  die  Tangente  eines 
Parabelpunktes  die  Construction :  Man  halbire  den  PolwinUel  und 
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itefae  durch  den  Berührungspunkt  zur  balbirenden  Geraden  eine' 
Parallele.    Ebenso  folgt  aus 

(50) g  =  2.MN 

eine  einfache  Construction  der  Krummongsmittelpunkte:  Man 
ziehe  (Fig.  6.)  Radiusvector  und  Normale  und  errichte  im  Pol  auf 
erstere  eine  Senkrechte,  dann  ist  der  Krümmungshalbmesser,  der 
doppelten  Hypotenuse  des  so  entstandenen  Dreieckes  gleich  *). 

Ist  k=^2y  so  bezeichnet  (48),  da 
(5i) r  = 


Vsin26' 


eioe  gleichseitige  Hyperbel  mit  dem  Pol  als  Mittelpunkt  und  die 
Polaxe  als  eine  Asymptote.     Hierfür  wird  nach  (47)  und  (47') 

(52) r=l80<>-M,    Q^-'MN, 


von  der  Polaxe,  dem  Leitstrahl  und  der  Tangente  formirte 
Dreieck  ist  also  gleichsch enkelig  mit  dem  Basfswinkel  6. 

Ans  der  zweiten  Gleichung  in  (52)  folgt  eine  einfache  Con- 
structioD  der  Krümmungsmittelpunkte  der  gleichseitigen  Hyperbel: 
Mao  ziehe  zum  gegebenen  Punkt  M  (Fig.  4.)  Radiusvector  und 
Normale,  errichte  im  Pol  auf  ersteren  eine  Senkrechte,  bis  zum 
Dorchschnitt  iV  mit  der  Normale;  trägt  man  nun  die  Hypotenuse 
MN  auf  die  entgegengesetzte  Seite  der  Normale  nach  MC,  so 
ist  C  der  Krummungsmittelpunkt  zum  Punkt  M. 

Fig.  6.  zeigt  den  Vedauf  der  Kurve  für  &  =^  i, 

^ '=(ür4er»*' 

Merfilr  wird: 

(54) r  =  18(K>— iö,    Q  =  iMJS; 

für  0  gleich  9(P  und  5.90^  wird  r  =  8a,  diese  Werthe  entsprechen 
dem  Paukt  S,  in  welchem  die   beiden  Zweige   der   Kurve  sich 

buzen.    6  gleich  180^  und  360^  geben  r  =  g-^g,    diesen    Wer- 


*)  In  der  Parabel  ist  also  die  Projcrlion  dc8  KruminiiiigsImlbmeS' 
'crg  anf  den  Leitstrahl  dem  doppelten  lieitutrahl  gleich.  Dieser  Satz 
wanle  yod  Laioarle  bewiesen,  Bulletins  de  TAcad^niie  de  Bei- 
giqne,  1857,  Nr.  5,   p.  33. 
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then  entsprechen  die  Punkte  B^  B'  in  der  Polaxe.  6  gleich  270^ 
gibt  r=a  im  Punkt  A,  Die  auf  der  Polaxe  senkrechte  Gerade 
AS  ist  eine  Axe  der  Symmetrie.  Für  B  gleich  Null  und  3.180<» 
wird  r=QO,  die  Kurve  ist  sonach  nach  beiden  Seiten  der  AS 
in's  Unendliche  verzweigt. 

aßy  in  Fig.  2.  zeigt  die  Gestalt  der  Kurve  fSr  £  =  ^, 


(55) r  =   3  ; 

V(sin  iö)« 

hierfür  wird:  > 

(56) T  =  180«~|6,    p  =  — 2.JliV. 

Die  Kurve  besteht  aus  drei  getrennten  sich  in's  Dnendliche  er- 
streckenden Zweigen,  welche  die  den  Polwinkeln  0,  120^«  240^ 
entsprechenden  Leitstrahlen  zu  gemeinschaftlichen  Asymptoten 
haben. 

Ist  X  =  '^  oino  ganze  Zahl ,  so  lassen  sich  auch  die  Kurven 

zweiter  Gattung  quadriren  und  rectificiren  in  geschlossener  Form, 
und  die  Rechnung  ist  ähnlich  jener  in  §.  7. 


§.  13. 

Um  die  Fusspunktkurve  der  durch  die  Gleichung  (48)  reprä* 
sentirten  Kurve  zu  ermitteln,  wenden  wir  uns  zu  den  allgemein 
giltigefi  Gleichungen  (40)  und  erhalten  daraus: 

t«_üOo 
ctg(»-Ö)  =  tg*6,    r  — 0=900— Ä6,    also    $—   |Jj^ 

und 

p  ==  rsinA;6; 

nach  (48)  ist: 

T  ^=za  (sin  kB)    *,     also     p  =  a  (sin  kB)     * 

oder  wenn  fär  B  der  oben  gefundene  Werth  substituirt  wird: 

k 


(57) (^y  *  =  sin j^ (1,-900). 


Die  durch  diese  Gleichung  angezeigte  Kurve  ist  offenbar  von  der- 
selben Art  wie  jene  (48)  nur  steht 

(58) W=    * 


l—k 
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ao  der  Steile  von  k^  und  die  Polwinkel  werden  von  einer  neuen 
Axe  aus  gezählt,  weiche  mit  der  alten  Aze  einen  Winkel  von  90^ 
einschliesst.    Setst  man,  um  auf  gleiche  Zählung  zu  rednciren: 

(59) tr=r— 90», 

so  erhält  die  Gleichung  der  Fusspunktkurve  die  Form: 

Wird  also  die  Constante  k  iu  (48)  der  Reihe  nach  durch 


(60) (-)    =8in*'ii?. 


oder,  was  dasselbe  ist,  durch 


l-Ä'     **   —  1-2Ä'     '^    ""1— 3ä'- 

ersetzt^  so  entsprechen  die  entstehenden  Gleichungen 
ein^r  Reihe  von  Kurven,  wovon  jede  folgende  die 
Fusspunktkurve  der  vorhergehenden  ist. 


§.  14. 

Ist  £  =  iy  SO  wird  ^'=1;  dem  ersteren  Werth  entspricht 
die  Parabel  für  den  Pol  als  Brennpunkt  und  ihre  Fusspunktkurve 
ist  bekanntlich  eine  Gerade,  welche  durch  den  Scheitel  geht  und 
auf  der  Polaxe  senkrecht  steht. 

Ist  k  ein  echter  Bruch,  dessen  Zähler  1  und  dessen  Nenner 
eine  ganze  Zahl  n  ist,  so  wird: 


iK«t-3)  =  |,      ife(«-Ä)  =  i,      Ä(»-l)=l 


und  diesen  Wertben  entsprechen  n  Kurven,  deren  jede  die  Fuss- 
punktkurve ihrer  Vorgängerin  ist,  welche  Reihe  mit  der  Parabel 
und  der  geraden  Linie  abschliesst. 

In  dieser  Kurvenreihe  ist  die  drittletzte  Kurve,  für  welche 
j^M-3)=:i,  besonders  bemerkens werth,  denn  ihre  Fusspunktkurve 
ist  die  Parabel.  Es  ist  dieselbe  Kurve,  welche  wir  bereits  in 
§•  12.  unter  (53)  (Fig.  6.)  kennen  gelernt  haben. 

In  Folge  dieser  Eigenschaft,  dass  die  durch  die  Gleichung 


^ 
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m «=5-«. 

(18) r*  =  a*fliiiAfl, 

Punkt  der  Kurve  erster  Gattung  besfliehaet; 
li  die  tiattuDg  (63)  auf: 

rster  Galtnug,  deren  Gleichung  (18), 
rdige  BIgenschart,  daes  das  ProdDcl 
eines  jeden  Pnaktes  derselben  tod 
:onstaiit  ist. 

linkte  liegen  in  der  Peripherie  einea  Kreises 

-,  und    ihre    Leitsfrablen    entsprecben   den 


Bn     9n 
W    2A' 


E.  B.  Ist  k^%  also  e=7^  und 

:  bereit«  A.  Serrel  a.  a.  O.  uachgenieMii, 
die  allgemeine  Gleichung  (63),  uro  die  enl- 
R  der  Karren  Etreiler  Gattung  anfsufindeik 

lelben : 


•   ■  '^— «inAd 

If  zu  einer  Karre  zweiter  Gattung  und  nw 
lung: 

reifer  Galtung,  deren  GleicbuDg(48). 
:baft,  dass  d&a  Product  der  Entfer- 


und  Kurven  deren  Gleickung  rf^^  allein  k6  ist.  93 

DODgeD  eines  jeden  Panktee   derselben   von  k  festen 
Pookten  der  Arten  Potens  seines  Leitstrahles  gleich  ist. 

Diese  k  festen  Punkte  liegen  in  der  Peripherie  eines  Kreises 
?om  Halbmesser  aV^2»  und  ihre  Leitstrablen  haben  die  Pol  winke! : 

n      59K       9;r         (Jik  —  2)n 
2k'    W     2Z'*'         2k 

Für  die  gleichseitige  Hyperbel  z.B.  ist  A:=2,  also  6=aV2  und: 
(70) rir,  =  r* 


Elementare  Auflösung  der  allgemeinen  Gleichung 

vierten  Grades. 

Von 

Herrn  Professor  H.  Grassmann 

am  Gymoatiom  in  Stettin. 


Die  folgende  Auflösung  der  Gleichung  vierten  Grades  ist 
einfacher  als  die  mir  bekannten  >  und  eignet  sich  vorzOgllch  zur 
Darstellung  in  der  Schule.  Die  Gleichung  sei  (nach  Wegschaf- 
foDg  des  zweiten  Grades) 

(1) ar*+ar«+6:r+c  =  0. 

Wenn  es  gelingt  diese  Gleichung  auf  die  Form 

(2) (a:«  +  €0«-e(a:+/^)«  =  0 


96    Grassmann:  Eiern.  Aufl.  d.  allgem.  ßleiehung  vierten  Grades. 

Groasen,  a,  u^  v  anninunt,  and  die  Gleicbnng  vierten  Grades  auf- 
stellt: 

a:*  +  5  oa:*  +  V  u*  +  r*  —  «•  +  Zuva*  ^  +  jg  (^«»  —  «*)  =  0, 

woraus  dann  e  =  tc-|-9  —  o  folgt  u.  s.  w.;  so  z.  B.  war  in  obigem 
Beispiele  o  =  —  1,11=:],  0=  —  1. 

Bern.  2.  Es  ist  die  Frage,  in  wie  weit  sieb  die  obige  Me- 
tbode  aacb  auf  beliebige  Gleicbungen  des  2itten  Grades  anwenden 
iSsst  'Eine  solche  bat  nacb  Wegscbaffung  des  2ten  Gliedes  (mit 
.T*»-^)  nocb  2si — 1  Koefficienten.  Ebenso  viel  bietet  die  Glelcbung 

|n  welcher  D  und  F  ganze  Funktionen  des  (n — ^2)ten  Grades  sind. 
Denn  D  und  F  enthalten  je  (it — 1)  Koefficienten,  wozu  dann  noch 
der  Koefficient  e  kommt  Man  hat  zur  Bestimmung  dieser  2ii— 1 
Koefficienten  also  ebenso  viel  Gleichungen.  Wenn  diese  Be- 
stimmung in  irgend  einer  Weise  gelingt,  so  verwandelt  sich  die 
gegebene  Gleichung  in  die  oben  angegebene  Form«    Aus  ihr  folgt 

was  dann  durch  Losung  einer  Gleichung  «ten  Grades  die  2n 
Wurzeln  der  gegebenen  Ctleichung  liefert  Bis  dahin  ist  also 
alles,  wie  bei  der  Gleichung  vierten  Grades«  Allein  die  HOlfs- 
gleichuBgen,  durch  welche  die  Umwandlung  In  die  verlangte  Form 
gelingt  steigen  im  Allgemeinen  zu  hSheren  Graden  an^  und  lassen 
«ch  nur  unter  besonderen  Bedingungen  auf  Gleichungen  des 
(SM— l)ten  Grades  surückliihren. 
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JLt. 

Propri^te  de  la  bissectrice  d'un  angle  dans  le  triangle. 

Par 

Monsieur  Georges  Dostor^ 

Docteiir  ^t  sciencei, 
Professeiir  de  niatheiiiatiques  h  Paris. 


TlieorÄine.  Dans  tout  triangle^i?C  iorsqu'on  ni^ne 
ia  bissectrice  AD=:d  d'un  angle  A,  la  tangente  de  Tin- 
ciioaison  de  cette  bissectrice  sur  le  c6t^  oppos^  J?C=o 
est  k  la  tangente  de  la  nioitlö  de  Tangle  A  comme  la 
sorome  b  +  c  des  deux  cdt^s  ACs^b,  AB=c,  qui  le  com- 
prennent,  est  k  leur  difference  6 — c» 


1)\    (V 


V 

E 


Nous  supposerons  6>c^  de  sorte  que  D  expriniera  l'angle 
!iigQ  que  fait  la  bissectrice  d  avec  le  c6te  opposö  a. 

Des  sommets  C  et  B  abaissons  sur  la  bissectrice  les  per- 
peDdicQJaires  CE,  BF.  Dans  les  deuz  triangles  rectangtes  CDE, 
MF  nous  avons 

CE  =r  Z>£tangD,  BFz=z  DFtangD, 

Theil  LI.  7 


"•> "    *. .  ■ 
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d*oa  nous  tirons,  en  ajoatant, 

(Df-f  Z>F)  fang  Z>=  CE^  BF, 

et^  par  soite, 
i^s  *       n      CE  +  BF      CE+BF 

Or  les  deax  triangles  rectangles  ACE,  ABF  donnent 

A  A 

CE  =  6  sio  -^  9    AE  =z  b  cos  » » 

A  A 

BF  s=  c  sin  -n »     AF  =:  c  cos  -s  ? 

ajoutaot  d'aoe  pari  et  retranchant  de  Tautre^  on  obtient 

C£?  +  ÄF=:  (6 +  c) sin ^,      ^£?-^F=  (6— c)cos^. 
SnbstituoDS  ces  valears  dans  l'öquation  (1)  et  neos  troavons 

(6+c)siD2       ^^.^         ^ 

(l).  .   .  .    tangZ>  = A'^F^^^^'^' 

(6— c)cos  o 


2.  Corollaire.    Oo  en  dödait 

/ii\              '    rk      bi-c  .   A            ^      6— c        A 
(II).   .   .  sinl>  = sm-r;»     cos XI  = cos -5. 

La  valeur  de  Ia  bissectrice  est  d'aillears 

.....         .      fecsin^      26csin|cos|      .^       ^ 

(6-fc)8in^ 

3.  Bemarque.  Dans  l'ellipse  appellons  2^  l'angle  de  deax 
rayons  vectears  r,  r'  et  N  l'angle  que  fait  Ia  normale  iV^  avec  Ie 
grand  axe»  noas  aurons 

tang  N  =  j73^  tang^  =  ^j— ^  tang^, 

r' ^r  2c  « 

(IV)  .   .     ^  sin  xV  =s    o      sing?  =  ^  sin 9  =  -  sing?. 


ir'  — r 


cos  ÜV  =    Q^    cos  9. 
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La  Dormale  sera 

(V) ZV  =  -f— —  cos  0)  =S  COSQp. 

r  -f-  r  a 

Dans  l'hyperbole,  si  T  est  l'angle  que  fait  la  tangente  T  avec 
Taxe  transverse,  on  aura 

f'  +  r  r' -{-r 

tang  T  =  ^j^  tangg)  =  -^  taug  g) , 

f'  +  r 
(VI).   .     \    sinTsz:-« — sin  9, 

-,      r' — r  2a  o 

cos  I  =  -5 —  cos  g>  =;  ^  cös  y  =  -  cos  g>. 

(VII) r=i^co8v. 


XII. 

Ellipse  et  Hyperbole. 

Relation  entre  les  deux  angles  que  fönt  les  deux 

rayons  vecteurs  d'un  point  avec  Taxe  focal. 

Par 

Monsieur  Georges  Dosior, 

Docteur  ds  sciences, 
Professenr  de  lualheiimtiques  k  Paris. 


1.  Dans  une  ellipse  ou  dans  une  hyperbole^  lorsqu'on  donne 
HnclinaisoD  d'un  rayon  vecteur  sur  l*axe  focal,  le  point  corre- 
spoodant  de  la  courbe  se   trouve  d^terniine;   par   coiisäquent  on 


100  Dostor:     Elllpsn  c/  Hgpfibiile. 

connaiira  la  directioii  du  deuxi^nie  raynn  vecteur,  c'eBl-ä-dire  son 
incliiiaUoii  sur  Taxe  focal.     Donc 

Etaiit  donntie  l'^quationd'uneellipseoucelled'une 
hyperbole,  il  existe  neceesairement  une  relation  eotre 
les  detix  angles  ([ue  Cont  avec  Taxe  focal  les  deux  ra- 
yons  vecteurs  d'un  in^me  point  de  la  cuurbe,  et  cette 
relation  doit  avoir  Neu  entre  les  deuxaiigles  et  tes  pa- 
raiu^tres  de  l'equation  m«iue  de  iiulre  sectiaa  conique. 

Cette  relaliou  s'ubtienl  rapidentent  de  la  mapiere  suivaiite. 

2.  Soient  F,  F'  les  deux  foyers  d'uiie  conique  ä  ceiitre,  et 
M  Uli  poiut  de  la  courbe,  que,  pour  plus  de  äiiuplicite,  aou8  sup- 
poserons  ettue  daos  l'angle  dei^  x,  y  positir».  Nou8  poserons  les 
rayooä  vecleurs 

Fia  =  r,     F'M  =  r', 
la  dislance  focaJe 

FF'=2c, 
et  l'axe  focal 

AA'='la. 

L'iiiclinaisoii  F  du  rayon  vecteur  FJÜ  eur  Taxe  focal  est  le 
äuppl^iiient  de  l'angle  en  F  du  tnangle  MFF';  par  consäqueiit, 
Hl  0VU8  faisona 

j-  +  1-'  +  2c  =  2/j, 
nou»  aurons 

..».l^  =  \r=^^.    -s.^'  =  f^^^^Ö. 


tangjF  _      p 
tangif  ~p  — 2c' 


talig  IFtang^F'  = 


3.     CUipse.     Supposons   que  la  conique  k   centie  snit   une 
ellipae.     Dans  ce  cas  on  a 


0      'y        "-»-^  .»-^j*r» 
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doiic  il  vient«  en  substituant  dans  (I) 

^'^ taiigiF'""«  — c" 

Th^orime  I.  Les  tangentes  des  demi-angles  qne 
fönt  avec  le  grand  axe  de  TeHipse  les  rayons  vecteurs 
d'un  meroe  poiut  de  la  courbe,  sont  entre  elles  comme 
la  somine  du  grand  axe  et  de  la  distance  focale  est  ä 
leur  diff^rence. 

4.    Hyperbole.     Si   la  conique  ä  centre  est  une  hyperbole, 

OD  aura 

t'  —r  =^  2a, 
et,  par  suite, 

p-V_  2p— 2r^  _  2c+i4V--V  _  2c ^(/-r)  _  2<?-~2fl  _  c-a  . 
p-r  "  2/>— 2r  """  2cf  r+r'— 2r  "~  2c+(r'-r)  "^  2c  +  2«  ""  c  +  a  ' 

donc  il  vient,  en  substituant  dans  (2), 

c — a 


(II) tang4Ftang4F'  = 


e  +  a 


Th^or^me  11*  Le  produit  des  tangentes  des  demi- 
angles  que  fönt,  avec  Taxe  transverse  d'une  hyper» 
bole,  les  deux  rayons  vecteurs  d'un  ro^me  poiiit  de  la 
courbe,  est  ^gal  au  rapport  de  la  difference  entre  la 
distance  focale  et  Taxe  transverse  ä  leur  sonime. 

5.    Remar^ne.     II  est  facile  de  voir  que  Tequation 

(HI) (\+q)^y^^iga:^  =  ia^q 

reprösente  toutes  les  ellipses  daus  lesquelles  q  exprime  le  quo 
tient  des  tangentes  des  denii-inclinaisons  des  rayons  vecteurs  sur 
i'axe  focal,  ou  toutes  les  hyperboles  oü  q  exprime  le  produit  de 
ces  tangentes,  suivant  que  q  est  positif  et  plus  grand  que  Tunit^^ 
ou  n^gatif  et  plus  petit  que  Tunit^,  a  ^tant  toujours  le  demi-axe 
focal  de  ces  coniques. 


,  /. .••• 

V      ••    •  •     •»•..,; 

••••     ••• 


•     *!  •     •     ••    ••  •    •  •      •     •• 


"  iffi'Dös*t<fn'fnciifMi8oftil^  rayffn  iecfatt  vurifn^e  de  la  parabole. 


XIII. 

Inclinaison  da  rayon  yectear  sar  Taxe  de  la  parabolc. 

Par 

Monsieur  Georges  Dosiory 

Docteur  ös  scieoces, 
ProfeMear  de  math^matiqnea  a  Paris. 


RepresentoDs  cet  aogle  par  F.    On  sait  que 


— rcosF 


r+rcosl^ 
Si  r  designe  le  rayon  Tecteor  d*an  point  Jf  de  la  parabole 

dont  le«  coordonneea  sont  jp«  y«  on  aura 

rÄjp  +  ^,    ree8F=x— ^; 
il  Tient  donc,  en  8«betito»it  dami  (1), 

Tii^#i^aie.  Dans  la  parabole,  la  tangente  du  demi- 
angle qne  fall  le  rayon  rectenr  arec  Taxe,  est  ^gal  ao 
param^tre  dlTise  par  Tordonnee^ 


Propriitts  dn  Irimgit  reclansle. 


XIT 

Propriel^8  du  triaogle  rectangle. 


Monsieur  Georges  DoMtor, 

Docleur  £«  acicncM, 

l'rofeaseur  de  malhdmaliqne«  &  l'urii. 


1.  Tli^*r^iiie  I.  Dans  tout  trUngle  rectangti 
carrä  de  l'inverae  de  la  perpvndiculaire  d,  abaiss« 
aommet  de  l'angle  droit  «or  l'hypot^nase  a,  est  ^| 
li  80 Dirne  deacarr^sdes  inveraes  deadeuxcdl^a 
it  l'aDgle  droit. 

La  double  surface  du  tnaogle  est  bc  =  ad;  on  eu  tire 

b*c*  =  o"(/«  =  (ö«  +  c»)d«  =  e»d«  +  A»cP; 

difieaDt  par  b'c'd*,  on  oblient 

t" i=f.  +  ?- 

2.  Tli^vrdme  11.  Dans  deux  triangles  reclan 
■amblables,  le  produit  ao'  des  bypottfnuses  eal  i\ 
liBomme  bb'-\-cc'  des  prodalts  des  cAt^s  homoloj 
t  et  b',  c  et  c'  des  angles  droits. 

Od  a 


ou,  ee  qui  revient  au  mdme. 


bb'  _et^ W  +  cc' 
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or 

«2  =  A«  +  c^; 

doiic 

(II) aa'  =  66'  +  cc' . 

3.  Tlieorime  UM.  Dans  deuz  triangles  rectyngles 
seniblables,  le  produit  des  iiiverses  des  perpendicu- 
laires  ci,  d/  abaiss^es  des  sonimets  des  angles  droits 
sur  les  hypotenus'es^  est  egal  ä  la  somme  desproduits 
des  inverses  des  cdtes  homologues  b  et  6^  c  et  c'  des 
c6tes  des  angles  droits. 

Puisque 


il  vient 


.  6  ""  c  ""  rf 
bc  "^   cd         bd* 


et,  par  suite, 

bb' . cc'  _  cc' . dd'  _  bb' . dd'  _  cc\dd' -i^bb'.dd' 
b^c^    "^     c^d*    ^     6«d2     ■"        c*rf*  +  Ä«rf*       ' 

or 

6*c*  =  c«d«+6«<f«; 

dODC 

bb'.c&^zcc'.dd'-^bb'.dd'; 

divisant  par  bV  ,cc'  .dd\  on  obtient 

J J^       J^ 

dd'  —  bb'  +  cc' ' 

4.  Tli^orime  IT.  Lorsque  deuz  polygones  sein- 
blables  sont  termin^s  par  les  c6tes  hamologues  a  et  a'^ 
b  et  6'»  c  ei  c'«...,  comprenant  les  angles  A,  Bt,..\  daps 
tonte  relation  entre  a,  6,  c,...  et  les  angles  A,  By.».»  on 
peat  remplacer  les  cdt^s  n,  b,  c,...   respectlTement  par 

les  moyennes  geoipetriques  S^aa',  V^bb^y  V^cc',...  entre« 
et  a',  6  et  6',  c  et  c',... 

Ainsi»  puisqae  dans  le  triangle 

o«  =  6*  +  c*— 26ccos/l, 

dans  deuz  triangles  semblabies  on  a 


k 
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(IV).  .   .    ffn'  =  6ft'  +  cc'— 2^66^.  V"c?. cos ^. 
En  effel,  de  ce  qae 


o' 

4'       c' 

» 

-6-c 

M' 

2V^SF.Vc?.co.  ^ 

6' 

-           2*ccr,.^ 

aa'  _  ftfe'  +  tc'  ~  'i^bb' .  ^cc' .  cos  A  _ 
a«  ~  6»  +  <!*— 26ccofl^  ' 

les  [leDomiDateara  ^lant  rigauz,  il  en  sera  de  mime  des  nam^- 

nteurs. 

5.  Bem^rqne,  Le  preniier  tbäoröme  £lablit  une  reUtion 
enire  la  tangenle,  la  normale  et  la  coordonn^e  correapondante 
d'iine  courbe,  dans  le  cas  d'axea  quelcoaques.    Aiiisi  on  a 

t  repräsentant  l'angle  des  ases. 

Le  Iroisiima  tbriorime  ezprime  nne  relation  entre  les  d 
lingentes,  les  deuz  normalea  et  les  deuz  coordonnäes  du  pi 
de  Goatact,  dans  le  cas  de  coordonn^es  rectangulaires ,  c'esi 
dire  qne 

1  _1 J^ 
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XV. 

G^n^ralisation  d'un  tbeoreme  d'Euler  aar  le  cercle 

et  son  extension  k  Tellipse. 

Par 

iMoosieux'  Georges  Dosior^ 

Docteur  ^a  soiences, 
Professear    de    niatböniatiques    ä   Paris. 


Tlteorime.    Sur  Tun  des  azes  de  relUpse 

(I) aV  +  ^*^*  =  «*^*' 

sar  Taxe  AA^  =  2a,  par  exemple^  eönkme  base,  o«i  con* 
strvit   un' rectangl«  AA'OQ    dont  ta  iiauteur   AC  doit 

egale  au  prodoit  de  l'autre  demi-äxe  OB  =^  b  par  Vz; 
on  joiDt  un  point  quelconque  M{x\  y')  de  la  courbe  am 
deux  sommets  ext^rieurs  C,  C  du  rectangle  par  les 
droltes  MCy  MC\  qui  coapent  l'axe  AA'  en  D  et  /)'• 
Quel   qae  seit  le  point  M  de  reliipse,  on  a  toujours 

AD'^^A'D^  =  4a«  =  AA'\ 

Poar  snivre  la  mäthode  qui  nous  a  condait  k  ce  rösnltat,  soit 
h  la  hautear  indetermin^e  de  notre  rectangle.  Les  sommets  C, 
C  ont  m^me  ordonnäe  h  et  pour  abacisses  respectives  -{-a  ei 
—  a ;  par  cons^quent  les  ^quations  des  deux  droites  MC,  MC  sont 

sl  nous  y  posons  ^  =  0,  nous  trouverons  que  ces  droites  coupent 
Taxe  des  x,  c'est-ä-dire  la  üroite  AA\  en  deux  points  D,  V 
dont  les' abscisses  sont 
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U—h  tr—h 

de  Sorte  qae  ies  distances  Aiy ,  A'D  seront 

Nous  trouTons  ainsi  pour  Ies  carr^s  de  ces  longueurs 
jty»  _  (4a V«  +  h*x'*  +  a*h* — 4a*hi/')  +  Aahx' (y'—h) 

Les  nuin^ratears .  de  ces  deuz  fractions  ont  ane  partie  com- 
none;  les  deux  autres  parties  sont  ägales  et  de  signes  contraires. 
Pour  que  la  somme  des  deuz  carräs  soit  ^gale  ä  4a%  il  faut  et 

il  suffit  qae 

OD 

4iiy«+ A«a:'«+ a*Ä«  -  4a%'  =  2ay«  -  4a%'  +2aW. 
Cette  <$qaation  de  condition  revient  ä 

2a^'« + Ä«  a;'*  —  a  W  =  0. 
Or  le  point  {x\  y')  ^tant  situ^  sur  TeUipse  (1),  on  a 

2a«y '*  +  26«a;'«  -  1a%^  =  0 ; 
par  cODS^qnent»  il  vlent 

A«(ar'«— fl«)  =  26«(a:'«— a«), 

Ä«  =  26«,  ä=:äV2, 
ce  qo'H  fallait  proaver. 

En  posant  a  =  6,  on  a  le  theoreme  d'.Euler  gänöralisä. 
CMToHaiFe.    Puisqae 
Aty^  =  AD'(AA'  -  A'D').    A'D^  =  i<D(iJil'  -  AD), 
ii  vient^  en  ajoutabt> 


i 


108       Dostor:    Gineralisatton  d'un  (hioreme  d'Euier  etc. 

AA'^  -  AD'(AA'—A'D')  +  A'D(AA'  -  AD) 

ou 

AD.A'D+Aiy.A'D'  =  AA'(AD'  +  A'D-^AA'); 
niais 

Aiy+A'D'-AA^zDD'; 
doiic 

AD.  AD  +  AD' .  AD'  =  AA' .  DD', 

c*est-ä-dire  que 

Les  deux  points  D,  D'  divisent,  chacun,  l'axe  AA' 
eu  deux  Segments  tels,  que  la  somnie  de  lears  pro- 
duits  est  egale  au  produit  de  Taxe  par  la  distancede 
ces  deux  points. 

Voyez  cet  Archiv  der  Mathematik  und  Physik,  T. 
XXVII,  p.  116;  T.  XXX,  p.  120;  T.  XXXI,  p.  61. 


Bemerkang  des  Heraasgebers. 

Den  vorstehenden  Satz  für  den  Kreis  bezeichnet  Euler 
in  der  Abhandlung:  Variae  Demonstrationes  geometricae. 
Novi  Commentarii  Acad.  Scientiar.  Imp.  Petrop.  T.  f., 
p.  49.  ausdrücklich  als 

Fermat's  Lehrsatz 

und  sagt  von  demselben:  „Reperitur  in  commercio  epistolico 
Fermatii  propositio  geometrica,  quam  Geometris  demonstrandam 
proposuit.  Quae  etsi  ad  naturam  circuli  spectat,  nihilque  difficol- 
tatis  primo  intuitu  involvere  videtur,  tamen  a  pluribus  Geometris 
frustra  est  suscepta,  neque  usque  adhuc  eius  demonstratio  est 
tradita.''  Hiernach  wird  also  der  genannte  Satz  richtig  als  Fer- 
mat's  Lehrsatz  zu  bezeichnen  sein. 

Ich  bemerke  noch,  dass  der  hier  behandelte  Gegenstand  schon 
froher  (1858)  im  Archiv  (Tbl.  XXXI.,  Nr.  X.,  8.  61.)  eine  Be- 
handlung von  Herrn  Director  A.  Krfiger  in  Fraustadt  gefunden 
bat.  Dessenungeachtet  habe  ich  den  vorstehenden  Aufsatz  des 
Herrn  Dostor,  der  unzweifelhaft  ganz  selbstständig,  von  jeder 
früheren  Arbeit  völlig  unabhängig,  zu  den  darin  enthaltenen  Sätzen 
gekommen  ist,  hier  im  Archiv  abdrucken  lassen,   theils  um  diese 
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benierkensi%*ertheu  Satze  wieder  in  Erinnerung  zu  bringen,  dann 
aber  auch,  weil  die  Verschiedenheit  der  Behandlung  immerhin  von 
Interesse  und  lehrreich  sein  kann.  Herrn  Dostor  bitte  ich  recht 
sehr,  um  recht  häufige  Fortsetzung  seiner  Mittheilungen  für  diese 
Zeitschrift.  Bloss  absolut  Neues  mitzutheilen  ist  nicht  Zweck  des 
Archivs,  auch  weniger  Bekanntes  soll  dasselbe  geben,  wenn  nur 
die  Methode  der  Behandlung  sich  empfiehlt,  in  welcher  Beziehung 
freilieb  die  Meinungen  öfters  getheilt  sein  können.  G. 


Proprietes  da  triangle  sph^rique  rectangic. 


Par 


Monsieur  Georges  Dostor, 

Docteur  es  scieoces, 
Professeur    de    iiiath^inatiqaes    k    Pari«. 


1.  Tlft^orime  I.  Dans  tout  triangle  spherique  rec- 
tangle  ABC,  le  carr^  de  la  tangente  de  l'hypotenuse, 
BC=:ia,  egale  la  somme  des  carr^s  des  tangentes  des 
deux  autres  c6täs  ^C=6,  AB==c,  augmentee  du  pro- 
duit  des  carres  des  deux  m^mes  tangentes. 

Ed  effet  la  relation  cosa  =  cos6  cosc  peut  s*ecrire 

1     ^      1  1 

cos'a      cos^6       cos*c' 

00 

cos^fl  +  8in*a cos*6  +  sin*6       cos^c  +  sin^c  , 

cos^a  cos*  6  cos'-^c 

et,  corome  celle-ci  revient  ä 

1  +  tang^a  =  (l+tang*6)(l  +  tang«c) 
OD  trouva  de  suite,  en  effectuant. 
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(I)  .   .   .    tang^ii  =  tang*6  +  tang*c  +  tang*6tang'c. 

2.  Tlieorime  II.  Dans  toot  triangle  sph^rique  rec- 
t  an  gl  est  du  sommet^l  de  l'angle  droit  oaabaisse^  sur 
rhypot^nuse  BC=ia,  I'arc  perpendiculaire  ^Z>=c2,  qui 
y  dötermine  les  deux  Segments  CD=zb\  DB  =  c' \ 

1^.  la  tangente  de  chaque  cdt^  de  l'angle  droit  est 
rooyenne  proportionoile  entre  la  tangente  de  Thypote- 
nase  et  celle  du  segment  adjacent; 

2^\  le  Sinus  de  Tarc  perpendicaiaire  est  moyen  pro- 
portlonnel  entre  les  tangentes  des  deux  segmeots  de 
rhypot^nuse. 

P.    Les  deux  triangles  rectangles  ABC,  ACD  dounent 


(1) 


c  tang6  =  tangacos  C, 
\  tang6'  =  tang6  cos  C; 


d*oü  on  tire,  en  maltipliaut  en  crolx, 

(II) tang*6  =  tangaXtang6\ 

et  de  mdme 

taugte  =  tangcXtaogc'.  *) 

^«  Neos  avons  ensuite  par  les  deux  triangles  rectangles,  ACD, 
ABD, 

taug  il  =  sinA'tangC, 

tangii  =:  sin  c' taBg  A, 

par  Suite 

.^m^^ sm6  sine sto6  sine 

^•^^  "^  cotÄcot  C"" 

aais  eoBiae 


ces« 


cos«  SS  co86co6e  s=  cosi'cosii.cose'cosil, 
U  rleftt,  «I  stthstiteant. 


sm6  suic 


•)  L«  r«««iMr 

U>gin«r^  |Nur  IL  J««*  £111«« 

dk  Scli«lm.  T.  IK  f.  114. 


^«■•atrr«    «tcc  ui  fm  tr«p  de 
!•  T,  44»   ip^c«  440  de  oe  J««raal, 

dwK   I«  Spkeriqoe 
G.  D. 
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d'oü 

(111) sin«c?  =  tangft'tangc'. 

3.    CoroUalre.     Les  deox  ^galit^s  (I)  donnent 

tang6'  =  lang  a  cos' C, 
par  6uite 

fange'  =  tangacos'^; 

d'ou  on  tire^  en  multipliant  et  en  divisant, 

(IV) 8ini2  =  tangacos^cosC^ 

lang  6'  _  cos«  C 
^  ' *  tangc'       cos*Ä' 

Ainsi  J®  le  slnas  de  l'arc  perpendiculaire  abaisse  du  sommet 
de  Tangle  droit  sur  Thypot^mise  est  ägal  a  la  tangente  de  Thy- 
pot^nuse,  moltipli^e  par  le  produit  des  cosinus  des  angles  ad- 
jacents; 

^  les  tangentes  des  deox  segnients  de  Thypotänuse  sont 
proportionnelles  aax  carr^s  des  cosinus  des  angles  adjaceiits. 
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XVII. 

Ueber  das  Zurückbleiben  der  Alten  in  den 

IVatarwissenschaften. 

Eectorsrede 

gehalten  von 

Carl   von    Litlro%v. 

(Zweiter  Abdruck,) 


Es  macht  deni  Unterseicbncten  ganz  besondere  Frende  und  dercellie 
erkennt  es  mit  besunderem  Danke,  dass  ihm  gütigst  erlaubt  worden  ist, 
diese  treffliche,  überaus  lehrreiche,  namentlich  in  historisch -natur- 
wissenschaftlicher Torsüglich  astronomischer  Rücksicht  sehr  interessante 
Rede  in  dem  Archiv  abdrucken  and  dessen  Lesern  mittheilen  -—  auf 
dieae  Weise  überhaupt  in  dem  Archive  aufbehalten  —  mn  dürfen. 
Möchten  doch  alle  Jünger  der  Wissenschaft,  besonders  auch  alle  die, 
welche  mu  Lehrern  der  mathematischen  und  naturwissenschaftlichen  Die- 
ciplinen  sich  ausbilden  wollen,  die  dem  Unterseicbncten  —  nach  sehr  bald 
fünfzigjähriger  Erfahrang  im  Lehrfache  —  wie  ans  dem  Herzen  ge- 
schriebenen Schlussworte  dieser  schönen  Rede  sich  rerht  zu  Herzen 
nehmen !  G. 


Ich  bin  der  hoffentlicb  nicht  irrigen  Meinung»  dass  die  Feier* 
lichkeit,  mit  welcher  bei  uns  der  Rector  in  sein  Amt  eingesetzt 
wird,  banptsächlich  den  Studirenden  gilt  Nor  so  kann  ich  mir 
den  Gebrauch  erkiSren,  dass  dem  neu  Installirten  einerseits  die 
unerquickliche  Aufgabe  wird,  seine  eigene  Biographie  anzuhören; 
dass  ihm  andererseits  ein  Vortrag  obliegt,  der  keinen  andern 
Zweck  haben  kann,  als  den  Standpunkt  zu  kennzeichnen,  welchen 
er  in  Wissenschaft  und  Lehre  einnimmt.  Die  CoUegen,  welche 
ihn  gewählt,  müssen  selbst  am  Besten  wissen,  woran  sie  mit  ihnv 
sind,  während  die  Studirenden,  namentlich  bei  gewissen,  durch 
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den  Rector  zu  vertretenden  Doetrinen,  üie  z.  B.  bei  der  meinen, 
zu  soleber  Kenntniss  des  Neugeviäblten  oft  nur  spärlicbe  Gelegen- 
heit haben.  Demnach  richte  ich  meine  heutigen  Worte  vor  Allen 
an  Sie,  meine  jungen  Freunde. 

Derjenige  Tbeil  des  Alterthums,  dem  der  Beiname  des  „das- 
Mschen"  von  jeher  v^illig  und  unbestritten  zugestanden  wurde, 
Ferdaiikt  dieses  ehrenvolle  Epithet  bekanntlich  seiner  Meister- 
schaft in  der  Behandlung  der  Form.  Wenn  wir  unsere  Vorfahren 
anf  dem  Felde  der  Cultur  in  dieser  Beziehung  als  überreichte 
Master  betrachten  müssen,  so  können  v/\r  hingegen  behaupten,  in 
der  Erforschung  und  Dienstbarmachung  des  Stoffes  einen  eben 
so  grossen  4  wenn  nicht  grösseren  Vorsprung  über  das  Aiterthum 
gewonnen  zu  haben.  Es  ist  eben  der  zum  Vortheile  der  Mensch- 
heit nie  ganz  erlöschende  Streit  zwischen  Realismus  und  Idealis- 
mus, dem  wir  auch  hier  begegnen.  Dass  und  warum  wir  beinahe 
auf  allen  Gebieten  der  Kunst»  das  Wort  in  seiner  weitesten  Be- 
deutung genommen,  im  Ganzen  als  klägliche  Epigonen  gelten, 
ist,  glaube  ich,  weit  allgemeiner  anerkannt,  als  wir  uns  des  Grundes 
unserer  Ueberlegenheit  in  exacten  Disciplinen  bewusst  sind. 
Schiller,  der  ohne  philosophische  Tiefe  der  Dichterfürst  nicht 
gewesen  wäre,  der  er  war,  findet  den  Realisten  durch  ,, nüchternen 
Beobaehtungs-'^  den  Idealisten  durch  »»unruhigen  Speculations- 
geist*'  charakterisirt.  »»Massen  wir  uns  an'S  sagt  er,  „mit  unserer 
blossen  Vernunft  Etwas  über  das  äussere  Dasein  der  Dinge  aus« 
machen  zu  wollen»  so  treiben  wir  ein  leeres  Spiel.''  So  sehr  uns 
diese  Ansichten  sofort  einleuchten»  so  müssen  wir  doch  bei  näherer 
Ueberlegung  bedenken»  dass  damit  dem  idealistischen  Alterthume 
nicht  bloss  Speculationsgeist  in  einseitigem  Uebermasse  zuge- 
schrieben» sondern  offenbar  auch  die  Gabe  correcter  Beobachtung 
abgesprocheo  wird.  Die  volle  Richtigkeit  jenes  unmittelbaren  wie 
dieses  abgeleiteten  Sinnes  von  Schillers  Worten  lässt  sich  auf 
astronomischem  Boden  vielleicht  klarer  darlegen  als  in  irgend 
einem  anderen  Fache. 

Alle  Welt  weiss  von  dem  schönen  Himmel  der  Stätten  früherer 
Civilisation :  Italiens»  Griechenlands»  Spaniens  und  vollends  Egyp- 
teas  und  Arabiens.  Die  Reinheit  der  Luft»  deren  sich  diese 
Under  von  jeher  erfreuten»  geht  schon  aus  der  Wichtigkeit  hex- 
vor»  welche  die  Alten  der  Kenntniss  von  den  Auf-  und  Unter- 
gängen gewisser  Gestirne  beilegten.  In  unseren  Gegenden  hätte 
die  Sternkunde  solche  Richtung  schon  deshalb  nicht  nehmen  kön- 
n%  weil  wir  die  Gestirne  äusserst  selten  auch  nur  nahe  am»  ge- 
schweige denn  im  Horizonte  sehen»  der  Dünste  wegen»  die  bei 
lins  fast  beständig  den  Gesichtskreis   umlagern.     Aus  demselben 
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Grande  hätten  wir  uns  oluie  das  Fernrohr  von  den  Bewegungen 
des  in  unseren  Breiten  so  schwer  sichtbaren  Planeten  Mercur  nie 
die  verhältnissmässig  genaue  Kunde  verschafft,  die  zu  sammeln 
den  Alten  gelang.     Wir  Mitteleuropäer  dürften  überhaupt,  was  die 
häufige  Tröbung  unseres   Himmels    betrifft,  den    Kinimeriern  der 
Alten,  am  Asow'^chen   Meere,   leicht  den  Rang  streitig  machen. 
Man  sollte  also  denken,  was  jene  Vorfahren  uns  vom  gestirnten 
Himmel  überlieferten,   müsse  grösstentheils  für  uns  Unsichtbare» 
enthalten,  weit  reichhaltiger  sein  als  was  etwa  der  Art  durch  uns 
später  zu  Staude  kam.    Wir  müssen  da  um  so  mehr  uns  kaum 
Erreichbarem  entgegensehen,  als  die  heutige  Eintheilung  des  nörd- 
lichen  Himmels  in  iSternbilder  der  Hauptsache    nach  schon  vor 
wenigstens    zweitausend  Jahren  vorhanden   war,  also  schon  da- 
mals, wie  wohl  von  vornherein  anzunehmen,  das  Firmament  einen 
Gegenstand  aufmerksamer  Betrachtung  bildete,  als  ferner  bereits 
Hipparch,   etwa    130  Jahre  vor  Christus,    an  die  Entwerfong 
eines  vollständigen  Verzeichnisses  sämmtlicher  Fixsterne  ging  und 
Claudius  Ptolemäus  dritthalb  Jahrhunderte  später  die  Arbeit 
von  Neuem  vornahm.    Nun  führt  der  Almagest,  wie  das  astrono- 
mische Lehrgebäude  des  Ptolemäus  von  den  Arabern,  die  es 
uns  erhielten,  genannt  wird,  im  Ganzen  J028  Sterne  auf  und  wenn 
wir  auch   nach  einer  Bemerkung  von  Plinius  d.  Aelt.,  der  von 
1600  beobachteten  Sternen  spricht,  mit  geringer  Wahrscheinlich« 
keit  annehmen  wollten,  dass  uns  im  Almagest  nicht  die  vollstän- 
digen Arbeiten  von  Hipparch  und  Ptolemäus   bewahrt  seien, 
so  bleibt  doch  auch  die  zweite  Zahl  weit  unter  unserer  Erwar- 
tung;   denn  Argelan  der   hat    in   Bonn    3256   mit    freiem  Auge 
sichtbare   Gestirne  auf  seine    Karten   gebracht,    und  Heis,   ein 
freilich  abnormes  Aoge,  das  die  Sterne  ohne  Strahlen  als  Punkte 
sieht,  in  Munster  diese  Zahl  noch  um  etwa  2000  vermehrt.    Die 
Alten  verzeichneten  also  im  besten  Falle  und  ganz  abgesehen  von 
den  nicht  weniger  als  zwanzig  Graden,  um  die  etwa  Alezandrien 
mehr  von  der  Himmelssphäre  wahrnimmt  als  Deutschland,  kaum 
die  Hälfte  der  Sterne,   die   sie  sehen  konnten!     Noch  deutlicher 
wird  die  Mangelhaftigkeit  Ihrer  Beobachtung  daraus   ersichtlich, 
dass  sie  z.  B.  474  Sterne  vierter,  hingegen  nur  271  fünfter,  end* 
lieh  gar  blos  49  sechster  Grosse  aullfihren,   wäh:end  bekanntlich 
die  Anzahl  der  Sterne  nach  Grossenclassen  so  rasch  steigt,  dass 
jede  Classe  Immer  weit  mehr  Sterne  enthält  als  alle  vorhergehen- 
den Classen  zusammen  genommen.     Mit  freiem  Auge  in  ansern 
Breiten  siebtbare  Nebelflecke  und  Sternhaufen  föbrt  Argelander 
nennzehn  auf,  währevd  Hipparch  deren  nur  zwei,  Ptolemäus 
fiinf  erwähnt»    und   beide  selbst  so  auffallende  Gegenstände  wie 
die   Nebel    im  Orion    und   in   der  Andromeda  übergeben.     Und 
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isolcbe  iSckeiibafte  Kenntniss  de«  vor  Jedermann  offen  daliegenden 
Himmels  erhielt  sich  bis  lang  nach  Erfindung  des  Fernrohrs^  Qber 
anderthalb  Jahrtausende!  Von  allen  Astrognosten  des  Altertbums 
macht  nur  der  Perser  Abdalrahman- Al-Süfi  im  zehnten  Jahr« 
hunderte  eine  rühmliche  Ausnahme,  ohne  aber  bei  Zeitgenossen 
und  Nachfolgern  mit  seinem  Streben  nach  Ergänzungen  irgend 
Naeheiferung  zu  wecken. 

Aehnlicbes  wäre  vom  südlichen  Himmel  zn  sagen.  Es  fehlte 
den  Alten,  namentlich  aber  den  Arabern  gewiss  nicht  an  Gelegen- 
heit, auch  dessen  Sternbilder  wenigstens  grossen theils  kennen  zu 
lernen,  und  doch  verzeichnet  der  Almagest  nur  eben  einige  der 
allergrussten  Sterne  der  antarktischen  Hemisphäre.  Seit  Bartho- 
lomäus Diaz  trat  fOr  die  Europäer  das  Bedurfniss  ein,  auf  See- 
fahrten ihre  Ortsbestimmungen  an  sudliche  Constellationen  zu 
knüpfen,  und  doch  wird  erst  durch  Theodor  von  Emden  zu 
Anfang  des  siebzehnten  Jahrhunderts  eine  regelmässige  Einthei- 
lang  in  Sternbilder  auch  jener  Gegenden  des  Himmels  eingeführt, 
während  es  Sir  John  Herscbel  vorbehalten  blieb,  erst  in  der 
neuesten  Zeit  eine  Menge  bis  dahin  schwankender  Begriffe  über 
die  südlichen  Gestirne  festzustellen. 

Solches  Zurückbleiben  im  Erforschen  eines  Gegenstandes,  für 
den  die  Alten  gewiss  wenigstens  ebenso  lebhaftes  Interesse  wie 
wir  4)esassen,  einfach  aus  eitel  Oberflächlichkeit  zu  erklären,  geht 
einer  Vorzeit  gegenüber  nicht  an,  die  durch  Beharrlichkeit  und 
sorgfältige  Ausfiihrung  in  andern  Beziehungen  unsere  volle  Be- 
wunderung in  Anspruch  nimmt.  Dass  es  vielmehr  nur  ihren 
Sinnen  an  der  Schute  für  solche  Thätigkeit  gebrach,  dass  sie  als 
Naturforscher  zu  sehen  noch  nicht  gelernt  hatten,  so  feinfühlig 
sie  auch  als  Künstler  waren,  wird  uns  die  Geschichte  der  Er- 
kenntniss  einzelner  himmlischer  Objecte  besser  lehren  als  die 
eben  gegebene  Gebersicht  des  ganzen  Firmamentes. 

Die  auch  dem  Nichtastronomen  wohlbekannte,  im  Herbste 
unseren  östlichen  Abendhimmel  schmückende  Sterngruppe  der 
Gluckhenne  oder  der  PIejaden  ist  ein  gutes  Beispiel,  um  zu  zei- 
gen, dass  es  beim  Wahrnehmen  von  Sternen  nicht  blos  auf  reinen 
Himmel  und  gute  Augen  ankomme.  In  dem  um  das  Jahr  270  vor 
Christus  geschriebenen  Lehrgedichte  des  Aratus,  das  uns  die 
ersten  sichern  Nachrichten  von  der  Himmelskunde  der  Griechen 
bringt,  heisst  es,  dass  man  die  PIejaden  inxanogoi  „die  in  sieben 
Bahnen  wandelnden'*  nenne,  ob  man  gleich  nur  sechs  Sterne  sehe. 
Nahe  dreihundert  Jahre  später  sagt  Ovid : 

8* 


116  V   Littrow:    Veher  das  ZurückbMben  der  Alten 

„Quae  Septem  dici,  seaa  tarnen  esse  solent" 


während  Hipparch  in  seiner  Kritik  des  Aratus,  etwa  150  Jahre 
vor  Ovid^    ausdrucklieb   bemerkt,   dass  man    in    heitern  Nächten 
ohne  Mondschein    wirklich  sieben  Sterne  ausnehme.     Nun   lebte 
A rata 8  in  IVlacedonien,  Ovid  schrieb  seinen  Festkalender  wahr- 
scheinlich  in  Rom  und  feilte  denselben  in  seiner  Verbannung  an 
den  sudlichen  Küsten  des  Schwarzen  Meeres  aus;    beide  hatten 
also   sehr   schonen  Himmel   über  sich.     Darin,  dass    Hipparch 
noch  einige   Breitengrade  sud lieber,    zu   Rhodus  arbeitete«    kann 
der   Grund    seiner   vollständigeren    Wahrnehmung    nicht   gesucht 
werden,  immerhin  aber  ist  diese  Verschiedenheit  der  Auffassung 
um  so  überraschender«  als  sie  eines  derjenigen  Gestirne  betrifft, 
welche  nach  der  Nautik  der   Alten    für  die  Schiffer  damals  von 
grosser  Wichtigkeit  waren  und  von  ihnen  stets  beobachtet  wurden. 
In  der  That  entging  den  damaligen  Sternkundigen  jener  Umstand 
nicht,    aber  sie  suchten  Jahrhunderte    lang  den    siebenten    Stern 
umsonst  und  kamen  endlich  auf  allerhand  sonderbare  Erklärungen 
seines  vermeintlichen  Verschwindens,  wovon  eine  besonders  merk- 
würdig ist.    Sie  meinten  nämlich  u.  A.,  jener  siebente  Stern  habe 
sich   zum   mittleren   Sterne  im  Schweife  des  Grossen  Bären,  den 
die   Araber  Mizar   nennen,    geschlichen   und    sei  das  jetzt  unter 
dem  Namen  des  Reiterleins  allgemein  bekannte  dem  Mizar  nahe- 
stehende   Sternchen.      Die     Scbolien     zu    Homer    hängen     noch 
dieser    Idee   vom   Verschwinden   des    siebenten  Sternes  an.     Im 
i3.  Jahrhunderte  erst  stossen  wir  bei  dem  Perser  Kazwini,  der 
die  Nachricht  wahrscheinlich  von  Süfi  hat,  auf  eine  richtige  Be- 
schreibung der  Plejaden:  „es  sind  sechs  Sterne,  zwischen  denen 
eine  Menge  dunkler  (d.  h.  lichtschwacher)  stehen*^  sagt  er,  ohne 
aber  damit  bei  spätem  Sternkundigen  irgend  Beachtung  zu  finden. 
Ebenso  verhallt  selbst  die  Beobachtung  eines  Mannes  wie  Maest- 
lin,  Keplers  Lehrer«  der  vierzehn  Sterne  der  Gluckhenne  unter- 
schied.   Das  Fernrohr  musste  erfunden  werden,  bis  Sir  Christo- 
ph er  Hey  den  als  Probe  des  neuen  Instrumentes  im  Jahre  1610 
schreiben  konnte:  „ich  sehe  in  meinem  Perspicille  elf  Sterne  in 
den   Plejaden,    während    kein    Zeitalter   deren   melTr    als    sieben 
kennt.*'  —    und   heute?     Nun  Personen,  die  mit  freiem  Auge  an 
unserem  nordischen  Himmel  dieselben  elf  Sterne  wahrnehmen,  ge- 
hören nichts  weniger  als  zu  den  Seltenheiten,  ja  mir  sind,  nicht 
etwa  Astronomen   von    Profession,    sondern    Laien    bekannt,   die 
vierzehn    bis    sechzehn   Sterne    in   und   bei    der   Gluckhenne    er. 
kennen.     Aber  —    wir  sind  Abkömmlinge   von  Generationen,   die 
von  Jugend  auf  gelehrt  wurden,   ihre  Organe  zu  äusserster  Auf- 
merksamkeit zu  spannen,  sich  auch  des  leisesten  Sinueneindruckes 
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bewtisst  za  werden;  unsere  Augen  sind  geschult  und  werden  in 
jeoem  besondern  Falle  der  PIejaden  von  den  heitern  Sternen  we- 
niger geblendet  als  auf  die  Nachtbargestirne  geleitet,  wie  denn  in 
der  Tbat  mehr  als  die  Hälfte  jener  sechzehn  Sterne  weit  unter 
der  Grusse  steht,  die  man  gewöhnlich  als  Grenze  der  Sehkraft 
des  unbewaffneten  Auges  annimmt;  —  wir  haben  beobachten,  wir 
haben  die  gönstigsten  Umstände  wählen,  eigentlich  heitern  Himmel 
anterscbeiden  gelernt,  wir  wissen,  dass  wir  kleine  Sterne  neben 
hellen  im  Zwielichte  weit  eher  ausnehmen  als  in  tiefer  Nacht,  da 
der  Glanz  der  grossem  Sterne  jene  verdunkelt  Hipparcb  hat 
Dllrecht,  wenn  er  den  Mondschein  als  in  dieser  Hinsicht  geradezu 
hindernd  ansieht:  scharfe  Augen  haben  in  meiner  Gegenwart  bei 
bell  strahlendem  Vollmonde  bis  fünfzehn  Sterne  in  den  PIejaden 
gezählt. 

Es  knüpft  sich  übrigens  an  dieses  lehrreiche  Beispiel  noch 
eine  andere  nicht  uninteressante  Bemerkung.  Dass  man  in  dem 
Reiterlein,  dem  Alcor  der  Araber,  den  angeblich  verschwundenen 
siebenten  Stern  der  PIejaden  vermuthete,  zeigt  nämlich  weiter, 
dass  Alcor,  obschon  ein  Stern  fünfter  Grösse  und  mit  Leichtig- 
keit auszunehmen,  von  den  früheren  Astrognosten  nicht  aufgeführt 
war,  da  er  sonst  um  den  Anfang  unserer  Zeitrechnung  nicht  als 
oeaes  Gestirn  hätte  gelten  können,  das  man  gleichsam  erst  zu 
registriren  hatte.  Und  wirklich  nennen  die  arabischen  Astronomen 
diesen  Stern  tausend  Jahre  später  „den  Vergessenen'*  offenbar, 
weil  früher  dessen  nicht  erwähnt  wurde« 

Ein  ähnliches  Beispiel  bietet  der  Stern  o  im  Steinbocke,  den 
die  Menschheit  auch  einige  Jahrtausende  beschauen  musste,  bis 
sie  bemerkte,  was  jedes  Kind,  darauf  aufmerksam  gemacht,  sieht, 
nämlich  dass  hier  zwei  Sterne  (der  eine  dritter,  der  andere  vierter 
Grusse)  so  nahe  bei  einander  stehen,  dass  sie  einem  allerdings 
flüchtigen  Blicke  in  einen  Stern  verschwimmen.  Wieder  erst 
bei  den  Arabern  finden  wir  dieses  Umstandes  gedacht.  Aber 
auch  das  genügte  wieder  nicht,  um  jene  Beschaffenheit  von  a 
Capricorni  allgemein  bekannt  zu  machen:  Ulugh  Beigh  im  15. 
Jahrhunderte,  so  wie  Tycho  Brahe  zu  Anfang  des  17.  Jahr- 
honderts  nehmen  bei  ihren  berühmten  Sternkatalogen  keine  Notiz 
davon  und  erst  ein  Säculum  später  führt  Hevel  in  seinem  Ver- 
seichnisse  den  Nebenstern  förmlich  auf,  wie  denn  allerdings  diesem 
Astronomon,  der  bereits  über  das  Fernrohr  verfügte,  jene  Dupli- 
cität  nicht  mehr  entgehen  konnte. 

Wie  auch  in  anderen  Fällen  die  idealistische  Gedankenrich- 
tottg  der    Alten  9    die   zuletzt    in    peripatetischen    Anschauungen 
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gipfelte,  bis  beinahe  in  unsere  Tage  vou  einfacher  aber  richtiger 
Aaflassang  der  Sinnenwelt  ablenkte,  niugen  noch  ein  paar  von  den 
unzähligen  ßeifipielen,  die  sich  hier  anliihren  Hessen,  zeigen. 

Die  erstaunlichen  Fortschritte  in  beobachtender  Astronomie 
während  der  beiden  letzten  Jahrhunderte  beruhen  grossentheils 
auf  dem  glucklichen  Zufalle,  der  unserer  Hemisphäre  einen  hellen 
Polarstern  zur  Verfugung  stellte.  Eine  Menge  von  Untersuchungen 
lässt  sich  nur  an  solchen  dem  Pole  nahen  Sternen  und  selbstver- 
ständlich uro  so  leichter  auch  mit  kleinern  Instrumenten  ausfuhreo, 
je  grosser  der  betreffende  Stern  ist.  Die  Wichtigkeit  dieses  Ge- 
stirnes drängte  sich  auch  den  Alten  auf,  namentlich  für  die  Prü- 
fung des  Kompasses.  Dessenungeachtet  war  selbst  Columbus 
mit  sich  noch  nicht  im  Reinen  darüber,  ob  der  Stern  genau  im, 
oder  nur  nahe  am  Nordpole  stehe,  wobei  wohl  zu  beachten,  dass 
zn  seiner  Zeit  der  Abstand  des  Polaris  vom  Pole  fiber  drei  Grade, 
d.  h.  beiläufig  sechs  Vollmondbreiten  betrug,  also  auch  seinen 
Beobachtungsmitteln  durchaus  nicht  entgehen  konnte.  „Es  scheint", 
sagt  er  sehr  vorsichtig,  „dass  der  Polarstern  sich  wie  die  andern 
Sterne  (um  den  Pol)  bewege.** 

Muss  es  ferner  nicht  unser  Erstaunen  erregen,  dass  die 
Menschen  Jahrtausende  lang  an  dem  so  häufigen  und  namentlich 
in  sudlicheren  Breiten  so  auffälligen  Zodiakallichte  voruberge- 
gangen  sind,  ohne  es  der  Er%vähnung  werth  zu  finden,  oder  besser 
für  jenes  Zeitalter  der  Chroniken:  ohne  es  zu  sehen,  bis  Chil* 
drey  um  Hie  Mitte  des  17.  Jahrhunderts  es  —  entdeckte,  wenn 
man  da  noch  von  Entdeckungen  sprechen  kann?  Auch  darüber 
dürfen  wir  uns  billig  wundern,  dass  die  älteste  genauere  Erwäh- 
nung der  merkwürdigen,  mit  freiem  Auge  sehr  wohl  sichtbaren 
Erscheinungen  an  total  verfinsterter  Sonne  erst  vom  Jahre  1706, 
somit  aus  einer  Zeit  datirt,  da  das  Fernrohr  bereits  seit  100 
Jahren  erfunden  war. 

Es  fehlte  den  Alten  also  in  der  That  selbst  an  der  primitiv- 
sten   Beobachtungsgabe.     Das    klare    Bewusstwerden    und   treue 
Wiedergeben  dessen,  was  uns  die  Sinne  zeigen,  ist  ein  Vorrecht ' 
unserer  Tage.    —    Und    der    unruhige   Speculationsgeist ,   dessen 
Schiller  die  Alten  zeiht? 

Lassen  sie  mich  auch  da  Gedanken,  zu  denen  wir  Alle  viel- 
leicht schon  oft  veranlasst  waren,  durch  ein  astronomisches  Bei- 
spiel frisch  in's  Gedächtniss  rufen.  Plutarch's  Dialog  „über 
das  in  der  Mondscheibe  erscheinende  Gesicht'*  galt  stets  fär  den 
Inb^riff  alles  dessen,  was  man   bis  zo  jener  Zeit  fiber   unsern 


in  den  Sainrwtuemchttften,  119 

Sateiltten  gedacht  aii4  erdacht  hatte.  Stimmt  uns  Kinder  der 
Neuzeit  nicht  schon  das  Thema  zur  Heiterkeit?  Das  Get»icht  des 
Monde»!  Heote  weckt  es  nur  die  satyrische  Ader  bei  Dichtern 
und  Kunstlern :  damals  bildete  es  den  Ausgangspunkt  tiefsinniger 
Betrachtungen,  die  man  ausgezeichneten  Philosophen  und  Mathe- 
matikern jener  Zeit  in  den  Mund  legen  durfte.  Da  wird  zuerst 
allen  Ernstes  die  Ungereimtheit  der  Behauptung  nachgewiesen^ 
dasa  die  im  Monde  sich  zeigende  Gestalt  weiter  nichts  als  eine 
znlallige  Eigenschaft  des  Gesichtssinnes  sei,  der  seiner  Schwäche 
wegen  dem  Glänze  weichen  müsse.  Folgt  die  weitläufige  Wider- 
legung einer  andern  Ansicht^  das  Gesicht  des  Mondes  sei  eine 
Spiegelung  unseres  Weltmeeres^  %vas  unter  Anderni  deshalb  nicht 
Bein  k5nae^  weil  es  nur  ein  einziges  Weltmeer  gebe,  während, 
u'enn  das  Gesicht  ^9t^  Mondes  ein  Bild  unseres  Oceans  wäre, 
dieser  aus  mehreren,  durch  Erdengen  und,  Festlande  von  einander 
getrennten  Theilen  bestehen  musste!  Kommt  eine  dritte  eben- 
falls bekämpfte  Meinung  an  die  Reihe,  der  Mond  sei  eine  Mischung 
aus  der  gesammten  Luft  und  einem  sanften  Feuer  und  wie  zu* 
weilen  bei  völliger  Windstille  die  Oberfläche  der  Gewässer  sich 
kräuselt  (was  eben  noch  zu  beweisen  wäre),  so  nehme  auch  die 
Luft  manchmal  eine  schwärzliche  Farbe  an  und  daraus  erkläre 
sich  die  einem  Gesiebte  ähnliche  Erscheinung.  Weiter  wird  die 
Hypothese  der  Stoiker,  der  Mond  sei  eine  Feuerkugel,  auf  deren 
Oberfläche  die  Luft  liege,,  aus  dem  Grunde  zurückgewiesen,  weil 
der  Mond  dann  einer  Materie  bedürfte,  auf  der  er  ruhte  und  aus 
der  er  Nahrung  für  das  Feuer  nähme.  Die  Erde  werde,  huren 
H'ir  bei  dieser  Gelegenheit,  nach  Pindar  ringsherum  von  diamant- 
liissigen  Pfeilern  gehalten,  während  sie,  nach  den  Stoikern,  keine 
Stütze  nothig  habe»  da  sie  sich  in  dem  Mittelpunkte  des  Weltalls, 
nach  welchem  alle  Dinge  neigen,  ohnedies  befinde.  Die  letztere 
Meinung  wird  nicht  zugegeben,  weil  die  Erde,  die  doch  so  grosse 
Tiefeu  und  Höben  auf  ihrer  Oberfläche  bat,  dann  kugelförmig  ge- 
dacht werden  müsste  und  es  folglich  Antipoden  gäbe,  die  sich 
wie  Eidechsen  an  die  Erde  klammern.  Zum  Hauptthema  zurück- 
kehrend, hebt  der  eine  Tbeilnehmer  an  diesen  Gesprächen  her* 
vor,  dass  wenn  man  auch  annehmen  %vollte,  schwere  erdartige 
KOrper  vermochten  sich  nicht  am  Himmel  zu  bewegen,  daraus 
noch  nicht  folge,  dass  der  Mond  keine  Erde  sei,  sondern  nur, 
äass  er  sich  an  einem  Orte  befinde,  wo  er  seiner  Natur  nach  nicht 
liiugehOrt.  Der  Mensch  z.  ß.  habe  auch  die  schweren  erdartigen 
Theile  oben  am  Kopfe,  die  warmen  und  fenerartigen  tiefer;  von 
<l«n  Zähnen  seien  einige  auf-,  andere  unterwärts  eingesetzt,  aber 
^er  diese  noch  jene  verhielten  sich  der  Natur  zuwider.  Der 
Houd,  der  zwischen  der  Sonne  und  der  Erde,  wie  die  Leber  oder 
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•in  anderes  zartes  Eingefreide  zwischen   dem   llerzen   and  dem 
Magen  stehe ,  schicke  die  WSmie  ans  den  oberen  Regionen  zo 
ons  herab  und  vertheile  dagegen  die  Fon  hier  aufsteigenden  Dönste, 
nachdem  er  sie  durch  Kochen  gereinigt  and  Terdonnt  hat,  um  sich 
herum.   Der  Mond  als  Erde  sei  ein  prachtvoller  Korper,  als  Stero 
mache  er  diesem  Namen  Schande;  denn  unter  allen  den  unzäh- 
ligen Himmelskörpern  sei  er  —  ich  citire  wörtlich  —  der  einzige, 
der  fremden  Lichtes  betlarf !  —  Beim  Untergange  der  Sonne  werde 
diese  unserem  Blicke  durch  die  Erde,  bei  einer  Sonnenfinsterniss 
hingegen  durch  den  Mond  entzogen.    Daher  komme  es,  dass  die 
Erde  ihrer  Grosse  wegen,   die  Sonne  ganz  und  so  lang  als  eben 
die  Nacht  dauert,    bedecke,    während  der  Mond   die  Sonne  za- 
weileii  wohl  ganz  aber  nur  auf  kurze  Zeit  verberge.    Der  Mood 
sei  also  ein  Körper  wie  unsere  Erde,  und  da  er  nichts  Schlam- 
miges in  sich  fasse,  im  Gegentheile  des  reinsten  Himmelslicfates 
geniesse,  nicht  mit  wuthendeni,  sondern  mit  lieblichem  Feuer  er- 
llQllt  sei,  so  mGsse  er  die  reizendsten  Gefilde,   Flammen  gleich 
leuchtende  Berge,  purpurne  Görtel  und  viel  Gold  und  Silber  ent- 
halten und  daher  rühre  —  das  Gesicht  auf  seiner  Scheibe.    Dem 
Einwurfe,   dass  die  Flecken  auf  dem  Monde  zu  gross  seien,  um 
%o  erklärt  zu  werden,  begegnet  man  mit  dem  merkwürdigen  Satze, 
dass  nur  die  Entfernung  des  Lichtes  vom  schattenwerfenden  Ko^ 
per,  nicht  aber  die  Grosse  des  letztern,  die  Schatten  gross  mache, 
und   wenn   der  Berg  Athos  einen    siebenhundert  Stadien   langen 
Schatten   werfe,    dies  nicht  von  dessen  Höbe,  sondern  von  der 
grossen  Entfernung  der  Sonne  rühre.     Damit  nimmt  die  Discus* 
sion   eine  Wendung    zur   Frage  der  Bewohnbarkeit   des   Mondes 
und  der  Schicksale  unserer  Seele  nach  dem  Tode,   aus  der  ich 
schliesslich  nur  noch  die  erfreuliche  Kunde  beibringen  will,  dass 
die  Frommen  und  Tugendhaften  auf  den  Mond  kommen  und  aus 
dem  Aether,   in   dem  sie  schweben,   eine   Spannung  und  Stärke 
bekommen,   für  die  schon   der   geringste  Duft  als  Nahrung  hio* 
reicht.  — 

So  karg  diese  Auszüge  aus  dem  ziemlich  dickleibigen  Trac- 
täte  auch  sind,  so  mögen  sie  doch  als  Pröbchen  griechischer 
Astronomie  uud  Physik  hinreichen.  Wo  ist  da  ein  irgend  ruhiges 
Auffassen  der  Thatsachen,  ein  richtiges  Erkennen  auch  nur  der 
elementursten  Begriffe?  Aprioristisch  voreingenommen  bat  man 
über  die  Ursachen  der  Erscheinungen  längst  entschieden,  bevor 
man  auch  nur  ernstlich  an  sie  herangetreten. 

Also  nicht  allein  darauf  was,  sondern  auch,  und  beinahe  noch 
mehr  darauf  wie  wir  sehen,  kommt  es  an,  darauf,  dass  wir  das 
Gesehene  zu  beurtheilen,    dass   wir  vor  Allem   das    Bedeutende 
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solches  za  erkenneD  wissen.  War  schon,  wie  wir  an  obigen 
Beispielen  sahen,  das  naive  Sehen  auf  wissenschaftlich em  Ge^ 
biete  nicht  die  starke  Seite  der  Alten,  so  konnten  sie  sich  aaf 
diesem  Felde  noch  viel  weniger  des  reflectirenden  Sehens 
fSbrneo.  Im  Gegensatze  za  einem  weitverbreiteten  geflügelten 
Worte  lässt  sich  weniger  poetisch  aber  um  so  richtiger  sagen, 
die  Einfalt  kindlichen  Gemfithes  bleibe  an  Unbedeutendem  hängen 
aod  gehe  an  wirklich  Wichtigem  in  der  Regel  vorüber.  Die 
Sinne  liefern  zwar  ursprvingiich  das  Material,  den  bewussten  oder 
mittelbaren  Grundbau  anch  zu  den  hehrsten  Gedankensystemen, 
können  aber  in  ihrer  weitern  Entwicklung  dem  Einflüsse  der  Bil- 
dung, die  sie  erzeugten ,  sich  nicht  entziehen.  Waren  sie  ur- 
sprünglich unsere  Lehrer,  so  werden  sie  nun  vielfach  zu  Schu- 
lern. Sichten  und  Sehen  sind  unzertrennliche  Begriffe:  Sehen 
ohne  Sichten  ist  beinahe  ebensowenig  denkbar,  wie  Sichten  ohne 
Sehen.  Wir  bedürfen  des  Verstandes  zum  Sehen  fast  mehr  als 
scharfer  Augen,  wie  wir  zum  Gehen  rüstige  Beine  eher  missen 
können  als  eine  gesunde  Lunge.  Das  geschulte,  wenn  auch  ge- 
schwächte Auge  nimmt  mehr  schwierig  Wahrnehmbares  aus,  als 
das  wohlerhaltene  aber  ungeübte  Organ.  Vom  Mikroskope  und 
vom  Fernrohre  gilt  in  dieser  Beziehung  Aehnliches  wie  vom  un- 
bewaffneten Auge:  der  heutige  Naturforscher  sähe  auch  mit  den 
unvollkommenen  Werkzeugen  seiner  Vorgänger  weit  mehr  ^als 
diese.  Wer  hat  nicht  die  Abhängigkeit  der  Sinne  vom  Verstände 
kundertßiltig  dadurch  erfahren,  dass  wenn  er  darauf  aus  ist  etwas 
Bestimmtes  wahrzunehmen,  sein  Auge  für  alles  Uebrige  beinahe 
föhllos  wird:  wer  rothe  Beeren  im  Garten  sucht,  wird  sich  der 
blauen,  die  daneben  stehen,  gar  nicht  bewusst. 

Es  ist  ein  sinniges  Spiel  unserer  Sprache,  wenn  sie  den 
Scharfsinn,  mit  dem  epochemachende  Männer  der  Wissenschaft 
alitäglichen  Erscheinungen  bedeutungsvolle  Seiten  abzugewinnen 
verstehen,  „ Blick '^  nennt.  Ist  es  nicht  gleichsam  ein  höheres, 
nicht  blos  durch  Genialität,  sondern  auch  durch  umfassendes 
Wissen  gesteigertes  Sehvermögen,  wenn  ein  Gauss  durch  das 
Glitzern  der  Fenster  eines  Rircbthurms,  den  er  eben  im  Fern- 
rohre bat,  auf  seinen  Heliotrop  gefuhrt  wird,  ohne  den  heut  zu 
Tage  keine  genaue  Triangulation  mehr  zu  denken  ist,  oder  ein 
Ritten house  in  den  niedlichen  Bildern  eines  verkehrt  vor  das 
Auge  gehaltenen  Fernrohres  das  seither  überall  angewandte  Mittel 
erkennt,  künstliche  Signale  zu  erzeugen,  die  sich  ganz  so  ver- 
balten, als  ständen  sie  in  unendlicher  Entfernung,  oder  ein 
Newton  das  tausend  und  aber  tausend  Mal  vor  ihm  als  Ergötz- 
Uchkeit  begaffte  Spectrum  zur  Quelle  der  heutigen  Optik  macht? 
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Da«  allseitige  plotzlicbe  AnstumieD  sa  irgend  einer  Wabr- 
heit,  dem  wir  so  oft  in  der  Geschichte  der  WisseBsebaften  be- 
gegnen und  das  es  zuweilen  schwer  macht  xn  entscheiden,  wem 
eigentlich  die  Ehre  der  neuen  Entdeckung  gebohrt,  zeigt  ebea, 
dass  die  allgemeine  Bildung  die  Dinge  gehörig  erfasst  bat  Das 
Menschengeschlecht  ist  einem  Rebenden  in  unbekannten  Län- 
dern zu  vergleichen.  Wie  dieser  um  so  reichere  Aosheote  heim- 
bringt, je  umfangreichere  Kenntnisse  ihm  zu  Gebote  stehen,  die 
ihn  das  Neue  vom  Gewöhnlichen  unterscheiden  lehren,  so  bedarf 
auch  die  Menschheit  einer  langen  Schule,  um  zu  verstehen,  was 
um  sie  her  Wichtiges  vorgeht  Man  muss  eben  anregbar  sein, 
um  angeregt  zu  werden. 

Seit  dem  vierten  Jahrhunderte  unserer  Zeitrechnung  wendet 
China  die  Magnetnadel  als  nautisches  Hiilfsmittel  an  und  konnte 
so  schon  damals  seine  Schifffahrt  nach  Indien  und  Ostafrika  aus- 
dehnen. Die  Araber  brachten  uns  im  achten  Jahrhunderte  mit 
Indien,  die  Kreuzfahrer  im  zehnten  mit  dem  Orient  in  Verbin- 
dung, aber  der  Kompass  fand  erst  im  zwölften  Jahrhunderte  Ein* 
gang  in  Europa. 

Klingt  es  nicht  beinahe  unglaublich,  dass  man  das  freiban- 
gende Loth  als  Beobachtungsmittel  nicht  über  die  Periode,  da 
die  Araber  unsere  Lehrer  in  der  Sternkunde  waren,  zurfickver- 
folgen  kann,  ja  dass  es  erst  im  fünfzehnten  Jahrhunderte  durch 
iinsern  berühmten  Landsmann  Georg  von  Peurbach  allgemeiiie 
Aufnahme  fand? 

Wenn  Amontons  zu  Anfang  des  vorigen  Jahrhundertes  einen 
optischen  Telegraphen  mit  vollem  Erfolge  spielen  lässt,  wenn 
Franklin  fünfzig  Jahre  später  den  Donner  entwaffnet  und  beide 
dafür  sogar  in  einer  Kurperschaft  wie  die  Pariser  Akademie  mit 
schalen  Witzen  abgefertigt  werden,  wenn  ganze  Jahrtausende  zahl- 
lose A^roiitben  zur  Erde  fallen  sehen,  ohne  sich  irgend  zu  ern- 
stem Nachdenken  über  die  Natur  der  Meteore  aufgefordert  zu 
fiShIen,  so  ist  das  dieselbe  Harthörigkeit  für  Neues,  die  das  Men- 
schengeschlecht an  den  goldenen  Lebreu  eines  Roger  Baco 
oder  eines  Leonardo  da  Vinci  unaufmerksam  vorbeigehen  iiess. 
Beide  standen  als  inductive~  Philosophen  weit  höher  als  des  erstem 
Namensvetter  Francis,  aber  diesem  waren  Zeitgenossen  bescbie- 
den,  die  durch  Kopernicus,  Galilei,  Kepler  u.  s.  w.  gross- 
artige  Erfolge  jenes  Prinzipes  kennen  gelernt  hatten,  das  Francis 
Bacon  nun  nur  eben  zu  formuliren  hatte,  um  es  zu  allgemeinem 
Bewusstsein  zu  bringen.  Einzelne  hervorragende  Männer  hatten 
.sdbst  lang  vor  Roger  Baco  den  richtigen   Weg  der  Naturfor- 


in  den  Naturwissenschaften,  123 

scliBOg  eiogesch lagen.  Auch  dafür  sei  ein  vielleicht  weniger  be- 
kaooter  Beleg  beigebracht.  Die  Sichtbarkeit  der  Sichel  nach  dem 
Nennonde  hat  för  die  Jaden  eine  rituelle  Bedeutung »  da  der 
üreblicke  Anfang  ihrer  Monate  davon  abhängt  Ihr  grosser  Welt 
weiser  Maimonides  überliefert  uns  im  zwölften  Jahrhunderte 
das  Verfabreo,  nach  welchem  sie  geraume  Zeit  hindurch  die  Mo- 
nente  notirten  y  da  die  Lunuia  sich  dem  Auge  zeigte  und  daraus 
eioe  Formel  ableiteten ,  mittelst  deren  man^  je  nach  der  Stellung 
von  Sonne  und  Mond  die  Zeit  des  Sichtbarwerdens  der  Sichel 
berechoeD  kann.  Das  ist  Indoction  wie  sie  leibt  und  lebt,  aber 
die  Zeit  war  noch  lange  nicht  gekommen ,  da  der  Boden  für  sol- 
dien  Samen  empffinglich  wurde,  da  man  die  hohe  Bedeutung  jenes 
Verfahrens  überhaupt  erkannte. 

Seit  wenig  mehr  als  einem  Jahrhunderte  sind  wir  in  allen 
den  Beziehungen,  die  wir  eben  besprochen,  auf  gutem  Wege. 
Wir  haben  die  Leistungsfähigkeit  unserer  Organe  durch  immer- 
«nährende  Schulung  derselben  ungemein  erhobt,  wir  haben  unsere 
Sione  vor  den  Schleiern  bewahren  gelernt,  mit  denen  vorgefasste 
Pbiiosopheme  sie  umhüllten,   wir  wissen  das  Glück  festzuhalten, 

ODs  irgend  eine  wichtige  Beziehung  zur  Natur  in  die  Hände 
,  vornehmthuende  Zweifelsucht,  von  der  Alexander  von 
Hamboldt  so  richtig  sagt,  dass  sie  in  einzelnen  Fällen  fast  noch 
rerderblicber  sei  als  unkritische  Leichtgläubigkeit,  weicht  wie 
diese  mehr  und  mehr  von  uns.  Aber  hüten  wir  uns  vor  dem 
Wahne,  dass  darin  unser  ganzes  Heil  liege.  „Der  gebildete 
Mensch  in  seiner  vollen  Wahrheit  ist  eben  mehr  als  jegliche  Vir* 
Wtit,  dauerhafter    als  jede    noch    so    gesteigerte  Speciaiität, 

^ensreicher,  wirksamer  als  jede  besondere  Kraft Wer 

Bnter  ans  die  zahlreichsten  Eigenschafleo  harmonisch  in  sich  ver- 
Met,  der  ist  ein  Fuhrer  der  Menschen,  mag  er  in  der  Stärke 
<Icr  einzelnen  Eigenschaften  noch  so  sehr  von  Andern  ubertroffen 
werden.  Das  ist  der  Sieg  echter  Menschlichkeit,  echter  Bildung, 
welche  in  der  Person  wie  im  Staate  immer  nach  innerm  Gleich* 
gewichte  trachtet.*'  Mit  diesem  schonen  Ausspruche  eines  ge« 
feierten  Dichters  der  Gegenwart  komme  ich  zu  dem  Worte,  das 
ich  Ihnen  auf  Ihren  Lebensweg  mitgeben  möchte.  Wenn  einerseits 
li^  Prineip  der  Arbeitstheilung,  ohne  das  kein  eigentlicher  Fort- 
schritt der  Menschheit  denkbar  ist,  die  Leistungen  der  Einzelnen 
^uf  verhäitnissmässig  enge  Gebiete  beschränkt,  so  kann  anderer* 
seits  nar  der  solche  Gebiete  richtig  wählen  und  tüchtig  ausbeuten, 
*'eiQ  es  nicht  an  Ueberblick  gebricht.  Es  gibt  keine  Wissenschaft, 
(iie  nicht  auch  eine  ästhetische  Seite  hätte«  kein  noch  so  formales 
^todiom,    das    durch    reale    Grundlage    nicht    gefordert    wörde. 


124    c^*  LUlrow:  üeö,  d.  ZtirücköMöen  d,  Aiten  in  d.  Naturwissemch. 

Philologeo  und  Historiker  wollen  neuerlich  ihre  Disciplinen  unter 
die  inductiven  Fächer  gereibt  sehen;  der  Naturforscher  fiSblt  täg- 
lich mehr,  dass  er  den  deductiven  Weg  vielleicht  länger  als  er 
gesollt  vernachlässigt  hat,  und  die  Wissenschaft  alier  Wissen- 
schaften, die  Philosophie,  kann  sie  selbst  bestehen  ohne  grund- 
liche Kenntniss  des  Wesens  aller  öbrigen  Doctrinen,  und  ist 
wieder  ohne  sie  eine  hohe  Stufe  geistiger  Entwicklung,  sei  es  in 
welcher  Richtung  inanier,  denkbar?  Drängt  sie  sich  nicht  auchl 
denen,  die  sich  schnöde  von  ihr  wenden,  unwillkürlich  auf?  Bringt 
nicht  sie  allein  Klarheit  in  Reflexionen  über  die  Natur  des  er- 
wählten Faches^  denen  zuletzt  kein  denkender  Kopf  entgeht? 

Halten  Sie  also  fest  daran^  Hörer  der  Hochschule  xcrr'  llopiv, 
nicht  Hörige  einer  Facultät  oder  gar  eines  Facultätszweiges  zu 
sein.  Bleiben  Sie  treu  den  Grundsätzen  der  Vniversitas  lilerarum, 
vernachlässigen  Sie  über  den  Beruf  nicht  möglichst  allseitige  Bil- 
dung, lassen  Sie  das  strenge  Specialisiren  Ihrer  Thätigkeit  aufj 
den  Zeitpunkt,  da  Sie  nicht  blos  zu  empfangen,  sondern  auch  zu 
geben,  zu  produciren  haben  werden.  Halten  Sie  die  Alten  hoch 
in  Allem,  wo  diese  unsere  Lehrer  waren  und  sind,  verschmähen 
Sie  nicht  die  jüngeren  Vorfahren  und  die  Zeitgenossen  überall 
da,  wo  man  nur  von  diesen  lernen  kann. 


XTUI. 


UebungsaofgabeD  für  Schüler. 


Von  lt«rm  Pratti  V af erdiii^er  in  Wien. 
1.    Es  ist  lu  zeigen,  dass  der  Ausdruck 
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unrerSndert  bleibt  in  seinem  Werth,  irenn  statt  a,  b,  c  bezie» 
boogsiveise  gesetzt  wird: 

V2Ä«+2c«-a«,   V2a«  +  2c«-6«,   V^2a«  +  26«— c«. 

2.    Es  ist  die  Richtigkeit  der  folgenden  Gleichungen  naehzu- 
treisen  für  ein  ganzes  positives  n: 

2W  +  3Vl/^4V2>/^-+n+2W~"(«  +  l)(n+2)' 
noj~3(iy+4(2y~  •*^T2W='(ii+l)(ii  +  2)- 


Geometrisches  Sinnen  -  Confeet  von  Paul  Haicken. 


in  yergl.  Tbl.  XLES.  S.  237.,  wovon  die  folgenden  Aufgaben,  bei 
denen  ich  eine  strengere  Aaswahl  absichtlich  nicht  getroffen  habe,  die  Fort- 
Ktzang  bilden.  Die  folgende  Aufgabe  Nr.  1.  ist  Nr.  416  bei  F.  H.  Figui-en 
^k  ich  hier  nicht  beigef&gt,  weil  Jeder  dieselben  leicht  für  sich  zu  ergänzen 
im  Stande  sein  wird.  Sollte  ich  dieselben  bei  weiteren  Mittheilungen  fOr  nOthig 
^>Alteii,  so  werde  ich  sie  beifügen.).  G. 

1.  Wie  die  recht  winckelten  Triangul,  von  rational  Seiten  in 
gantzen  Zahlen  zu  finden. 

2.  Triangnia  obliquangula^  scbraatwinckelte  Triangul  zu  fin* 
<ieD,  deren  Seiten  und  Perpendicular*Linien  rational-Zahlen  seyn. 

3.  Man  begehret  einen  Scalenischen  Triangul  in  rationalen 
nisQchen^  das  die  Summa  der  drey  Seiten  3  mahl  so  viel  sey, 
als  die  Perpendicular-Linie.  Fac.  125.  136.  Bas.  99.  Perp.  120. 
Oder  183.  212.     Basis  145.    Perpend.  180.     Und  unzählige  mehr. 

4.  Es  is  ein  scalenischer  Triangul,  davon  thut  die  Basis  156. 
Qod  der  groste  Schenckel  145.  Die  Summa  der  drey  Seiten  ist 
JQst  4  mahl  so  viel«  als  die  Perpendicular- Linie.    Ist  die  Frage 
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nach  dem  kleinem  IScbenckel»  und  der  Perpend.  Linie?  Facit  119^ 
Perpend.  105. 

5.  Findet  einen  solchen  Triangul,  das«  die  Summa  der  drey 
Seiten  sey  eine  Trigonal-Zahl,  und  die  Perpendicular- Linie  der- 
selben Radix.    Fac.  15.  28Vs.    Bas.  34^3-    Perpend.  12. 

6.  Einen  andern  Triangul  zu  finden ,  dass  die  Summa  dei 
drey  Seiten  sey  eine  Quadrat- Zahl^  und  die  Perpendicular -Linie 
derselben  Radix.    Fac.  12%.  22Vi2'    Bas.  29%.     Perp.  8. 

7.  Noch  findet  einen  Triangul,  dass  die  Summa  der  dre^ 
Seiten  sey  eine  Cubic-Zahl,  und  die  Perpend.  Linie  derselbe? 
Radix.     Fac.  36V4   72Va.     Basis  107%.     Perpend.  6. 

! 

8.  Von  einem  schratwinckelten  Triangul,  ist  die  Suroma  de( 
drey  Seiten  ein  Cubus,  und  die  Perpendicular-Linie  ein  ^uadrati 
Facit  19^/8.  24."^)    Basis  23.    Perpend.  16. 

9.  Von  dem  Triangul  13.  15.  Basis  14.  thut  die  Summa  dei 
drey  Seiten  42.  und  die  Perpendicular -Linie  12.  Einen  andern 
Triangul  acu  finden,  davon  die  Summa  der  drey  Seiten  auch  sey 
42.  und  die  Perpend.  Linie  12.  Facit  lOVe-  l'^'/io*  Basis  \Z% 
Und  viel  andere  mehr. 

10.  Es  ist  ein  rechtwinckelter  Triangul  davon  thut  die  Sununa 
der  drey  Seiten  176.  und  wann  man  3ie  Summa  der  beiden  Seitei^ 
B  und  C  mit  ihrer  Differentz  multipL  und  zum  Product  die  Seite 
H  addiret,  so  kommen  794.  Wieviel  hält  jede  Seite?  Facit  ß 55 
6  48,    Ä73. 

11.  Es  ist  ein  rech twinckelter  Triangul  il^C,  aus  dem  recht« 
winckel  A  ist  gezogen  die  Perpendicular-Linie  AD,  thut  demnach 
die  Seite  AB  und  das  StGck  der  zertheilten  Baseos  BD  zu^ 
sammen  200.  und  die  Seite  AC  und  CD  thut  480.  Ist  die  Frage 
nach  den  dreyen  Seiten  dieses  Trianguls.  Fac.  AB  136.  i4C255. 
und  BC  289. 


*)  Diese  Zahl  ist  nicht  genau   zu  erkennen,    ▼ielleiclu   ist  sie  nicht 
gaaa  richtig.  G. 

(Fortsetzung  folgt  später.) 
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Schreiben  des  Herrn  Franz  Unferdinger  in  Wien  an 
den  Heraofigeber  über  das  grösste  in  eine  Ellipse  zu  be- 
schreibende Dreieck  und  das  grösste  in  ein  dreiaxiges  Ellip- 

soid  EU  beschreibende  Tetraeder. 

Im  XXX.  Theil  (Nr.  II.  S.U.)  Ihres  geschätzten  Archivs  haben  Sie 
eine  interessante  Constmction  des  grossten  einer  Ellipse  eingeschrie- 
benen Dreieckes  mitgetheilt  *) ,  aus  welcher  hervorgeht,  dass  es 
Qoendlich  viele  solche  gleich  grosse  Dreiecke  gibt,  deren  Seiten  zu 
den  Tangenten  der  gegenüberliegenden  Ecken  parallel  sind  und 
deren  gemeinschaftlicher  Schwerpunkt  der  Mittelpunkt  der  Ellipse 
ist.  Ich  erlaube  mir  die  weitere  Folgerung  anzuschliessen ,  dass 
dleSeiten  dieser  Dreiecke  die  umhüllenden  Tangenten 
einer  zweiten  concentrischen  und  gleichliegenden  EU 
lipse  sied,  mit  den  Halbaxen  \ay  ^6»  und  dass  auch  die 
TOD  den  Seiten  auf  der  ersten  Ellipse  erzeugten  Seg- 
mente gleiche  Fläche  haben. 

Ihre  Untersuchung  hat  später  Professor  Spitzer  veranlasst 
zar  Losung  des  analogen  Problems  ober  das  grSsste  Tetraeder 
im  dreiaxigen  Ellipsoid,  und  aus  seiner  im  XXXll.  Theil  (Nr. 
XVIII.  S.  194)  des  Archivs  mitgetheilten  Darstellung  gebt  hervor, 
dass  es  auch  unendlich  viele  solche  gleichgrosse  Tetraeder  gibt. 

in  neuerer  Zeit  bat  in  Schlömilch's  Zeitschrift  (14.  Jahr- 
S^ng»  S.372)  ohne  der  vorhergehenden  Arbeiten  Erwäh- 
oung  zu  thun  Professor  Grelle  das  letztere  Problem  wieder 
vorgenommen     und    gezeigt ,    dass     der    Inhalt    A^%    Tetraeders 

8 

(^V3.a6c,    dass  die  Seitenflächen  jedes  grossten  Tetraeders  zu 


*)  Erweiterung  auf  Vielecke  überhaupt  s.  Tili.  XX\.  Nr.  X.  S.  81. 

G. 


128  MitcelUn. 

den  Beröhrungsebenen   der  Gegenecken    parallel  sind,    dass  der 

Mittelpunkt    des   Ellipsoides  der   gemeinsehaftlicbe  Schwerpunkt 

aller  Tetraeder  ist,  und  dass  die  elliptischen  Kegel,  deren  Scheitel 

Im  Schwerpunkt   liegt    und    deren    Basen   die    ßllipsen    sind,   in 

welchen  die  Seitenflächen  des  Tetraeders  das  Cllipsoid  schneiden, 

8 
das  gleiche  Volumen  777  abcit  hahen. 

Aus  den  a.  a«  O.  aufgestellten  Gleichungen ,  kann  man  leicht 
die  weitere  Folgerung  ziehen^  dassdieSeiten  flächen  sämmt- 
lieber  Tetraeder  die  umhüllenden  Beruhrungsebenen 
eines  zweiten  concentrischen  und  gleicbliegenden 
Ellipsoides  sind,  mit  den  Halbaxen  \a^  \bj  \Ci  und  die 
Berührungspunkte  sind  die  Schwerpunkte  der  Seiten- 
flächen. 

Mit  Anwendung  der  Resultate  meiner  Abhandlung  im  XXVIII. 
Theil  (Nr.  IL  S.  52.)  Ihres  Archivs  überzeugt  mau  sich  leicht, 
dass  auch  die  Segmente,  welche  die  Seitenflächen  vom 

•28 
ersten  Ellipsold  abschneiden,  denconstanten  Inhalt  g| 

abcn  haben. 


Druckfehler  in  Schrön's  siebenstelligen  Logarithnieii- 

Tafeln. 

Nr.  23.  Tafel  II.  S.  399.  Dilf.  zwischen  log.  tang.  32''  3»'  10^  und 
20^  statt  463  liea  464. 

Nr.  24.  Tafel  II.  S.  412.  log.  cotg.  340  47'  10"  statt  0,1682  285  li«« 
0,   1582  285. 


Berichtigung. 

Thl.  \L1\.,  S.  481,  Z.  5,  7,  9,  statt  arc.tg  lies  ^arc^g. 
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Relations  nouveiles  entre  les  tangentes,  normales,  sous- 
tangentes   et  sous- normales  des  courbes  en   general, 
avec  application  aux  lignes  du  second  degre. 

Par 

Monsieur  Georges  Dostor j 

Doctear  ^s  sciences 
Professear  de    math^matiqaes    k    Paris. 


I.  Dans  r^tude  des  courbes^  on  a  Thabitade  de  tie  consi« 
jerer  qae  les  tangentes  et  les  normales  vers  Faxe  des  x^  c'est- 
a«dire  les  parties  de  ces  tangentes  qai  sont  comprises  entre  le 
poiot  de  contact  et  Taxe  des  x. 

De  mdme  on  ne  considdre  ordinairement  qqe  les  sous -tan- 
gentes et  les  sous-normales  sur  Taxe  des  x* 

SooTent  nidme  certaines  courfoes  sont  caractörisöes  par  des 
cooditions    particuli^res   aaxquelles    se    trouyent    assnjettles    ces 

ioogaeors. 

Or  il  n'est  pa^  moins  important  de  faire  entrer  dans  le  caicul 
ies  droites  analogoes  par  rapport  ä  Taxe  des  y. 

II  existe  in^me  entre  ces  dernidres  droites  et  les  premi^res 
des  relations  assez  remarqaables  ^  qui  peuvent  servir  k  simplifier 
ies  calculs^  et  qui,  en  outre,  conduisent  presque  iron»ödiatenient  ä 
de  ooQvelles  propri^t^s  des  courbes.  Souvent  on  n'aper^oit  pas 
de  snite  ces  propri^t^s,  et  on  ne  les  demontre  que  par  des  cal* 
cob  plus  ou  moins  longs. 

Dans  cet  ^rit,  nous  nous  proposons  d'ötablir  ces  relations 
et  d*en  faire  Tapplication  aux  courbes  du  second  degre. 

ThcOLL  9 
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$,  I.    Mflnitioiis  et  Notatlons. 

1.  Soient  OX,  OF  les  deux  azes  de  coordonn^es;  6  l'angle 
XOT  qulls  compTcnnent.  CoDsiderons  un  point  qtielconqDe  M 
d'uoe  courbe,  et  supposons  qne  TMl"  Ao\i  la  tangente,  etJUiVA' 
la  normale  en  ce  point. 


ilous  Dommerons  tangente  vers.  x  la  partie  MT  de  la 
inte,  qui  est  comprice  entre  le  point  de  contact  et  l'aie  de« 
ingente  vers  y  celle  Mf,  qui  est  comprise  eatre  le  potnt 
mtacf  et  Taxe  des  y. 

)e  mime,  nous  appellerons  normale  vers  x  la  partie  MS 
itormale,  qni  est  comprise  entre  le  point  de  contact  et  Taxe 

r;  normale  vers  y  celle  MW,  qui  est  comprise  entre  le 
de  contact  et  Taxe  4es  y. 

*uis  nous  poserons 

MT=T,    MT=^r,    !aS  =  ia,    JUN'  =  N'. 

denons  les  coordoDo^cs  MP,  SIQ  da  poiat  lU;  noua  donBe* 
les  noms  de  sous-tangentessur^  ei  y  auz  distaoces 
Ql",  et  les  noms  de  soua  •  normales  sur  ;r  et'  y  aax 
tces  PN',  Qrf;  nous  ferons  d'ailleurs 

PT=t,     Qr  =  i',     PN  =  n,     QN'=.n'. 

}uant  auz  distances  ä  l'origine  des  poiots  T,  Pi,   T,  IS',  oü 
xes  sont  coup^s  par  la  tangente  et  la  normale,  noas  les  re- 
mteroos  par  le«  lettre«  grecques  et  uou»  ferons 
OT^T.    Or^r'.    0W=*,    ON'-v'. 
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{.  n.   Belatioiis  imil^peBdaiites  de  Fuii^e  des  axes  de  eoordonn^s. 

3.  Les  deux  syst^mes  de  triangles  seniblables  MPT  et 
MQT^  MNP  et  MIS'Q  noas  fournUaeDt  les  proportions 

qui  ^ai?alent  ä  quatre  öqaations ,  pendant  qae  la   rectangularit^ 
des  deoz  triangles  MNT»  MN'T  nous  doone  les  deax  ^uations 

iV«+7^==(ii  +  <)*,  /V'«+r«=(n' +  <')«.    .   .   .(2) 

Aa  moyen  des  six  dquations  (1)  et  (2)^  nous  pouvons  exprimer 
les  valeurs  des  six  qaantit^s  t,  l',  n,  n%  y^  x  en  fonetion  des 
dem  tangentes  7,  7^  et  des  deux  normales  N»  PT. 

4.  Les  äquations  (1)  donnent  d'abord  les  valears 

Tw      ^_ry      ^_Nx         ,_N'y 

qqi,  ^tant  sabstita^es  dans  les  ^atit^s  (2),  noas  fournissent  pour 
^  et  ;r  les  valears 

_  NTYW*±r*  _  ^/yvy^TvTf-y« 

Mettofis  ces  vaLears  d^iis  les  equations  (3),  nous  trouvons 

n  IST    YVf"+  riV'    *     **  ""      iVT'  +  TW     '    "  '  ^    ^ 

5.  Ces  expressioBs  fönt  voir  que 

xy^tf:=iim  = (i»7^  -I-  r/VO* •••(■^) 

Ainsi 

Th^ordme  I.  Le  prodait  des  deux  sous- tangentes 
«t  le  produit  des  deux  sous  -  normales  sont  ^gaux 
entre  eox,  et  ^gaux  au  produit  des  coordonn^es  du 
point  de  contact. 

6.  An  moyen  des  valeurs  pr^c^dentes»  nous  trouvons  qqe 

9* 


Serime  n.  Chaqne  sous  •  tangente  «st  ä  la 
ormale  correspondante,  coiDioe  le  rapporl  de« 
tea  est  au  rapport  des  normales. 

Si  tiouB  divisoDS  merabre  a  membre  les  ^galit^s  (VI)  et 
«IS  voyona  que 

(  .  «  _  7^  .  JV» 


iortme  m.     Le  rapport  das  suiis -.tangentes  est 

des    soaa-normales,  comine    le  carr«   da  rap- 

ts  tangentes   est  au   carr^  du  rapport  des  nor- 

Nou8  tronrona  encore,  au  moyen  des  dgalitds  da  n**  4, 


,  IS'T 


(iVr+TA')'  '■ 

ayant  ^gard  k  (2), 
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TN'  t'  NT 


n  +  t^  TN'  +Nr'    n'^f  TN'+NT" 

n  Nr  n'  TN' 


.  .  (XIU) 


n+f'Nr+TN''    n'i^if'^Nr+TN 


d'oü 


t      .      f  .    ,      n      .      n 


I 


t  n'  n  H 


ii  +  t~n'+«"  it  +  t~n'+<' 


(XV) 


9.  Distanees  de  l'origrine^des  coordonn^es  aux  in* 
terseetions  de  la  tangrente  et  de  la  normale  aTee  leg 
axes  de  eoordonn^es.  Les  droites  TT^  NN'  coupant  las 
äxes  en  T  et  T,  N  et  JV\  les  coordonn^es  du  point  M,  qui 
Mt  commuu  ä  ces  deax  droites,  satisfont  aux  ^quations 

oü  T=  OT,  x'  =  OT,  V  =  0^,  v'  =  —  ON'\  nous  en  tiroba 

vt(t^-vO  _  y V  (y  -  t)  /yviI\ 

10.  Paisque 

H  vienty  en  sabstitoaot  dans  les  öquations  (XU), 

1  +  ^  =  1, "+7  =  -I..  .  .  . (XVIII) 

Ces  ^alitäs  expriment  que  les  points 

(ar  =  <,  y  =  <')»     (ar  =  —  n,  y  =  —  «') 

Bont  situäsy  le  premier  sur  la  tangente,  et  le  second  sur  la  nor- 
male,   üonc 

Thdordme  IT.  Sl  l'on  m^ne»  en  un  point  d'ane  eourbe» 
ia  tangente  et  la  normale»  P  le  point,  qui  a  pour  coor- 
doDD^es  les  deux  sous-tangentes,  est  situdsur  la  tan- 
gente; 2^  lepöint,  quiapourcoordonndes  les  deuxsous- 
nermaleSy  changdes  de  signe,  est  aussi  situd  sur  la 
normale. 

U.    Dans  les  dgalitds 
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t=zt—x,  H  =  t' -^y^  n  =  a?  — V,  n'  =y — v' 

mettons   ä   la  place  de  x,  y  leurs  valeurs  (XVII)  et  effectuons, 
nous  trouvons 

«-    VT' -TV'    '        '    -     VT'-TV'      •     •     •    •  ^^'*^ 
«=    VT'-TV'    '        "    -^;?-Tv'     '        •     •     -^^^^ 

d  OQ  nous  tirons 

n  +  «  =  r— V,     n'+<'  =  r'  —  v' 
ce  qui  est  evident 
12.    Conime 

nous  obtenons  en  sabstituant, 

^  =  ^1;f-'    ^'=   VT'-TV^    ♦•  -(^^'^ 
iv.  =  i^^l^-^-'.    iv'«  =  ^J^J^^. .  .  (XXII) 

VT  — TV-  XV'  —  VT 


§.  III.    Relations  Tariant  atec  Pangrle  des  axes  de  coordonn^. 

13.  Inelinaisons  de  la  tangrente  et  de  la  normale 
sar  Ies  axes  de  (^oordonnies.  D^signoos  par  T  et  T\  N  ei 
N^  Ies  angles  aigus  que  fönt  la  tangente  et  la  normale  avec  Ies 
deiix  axes  des  coordonnöes  OX  et  O  F.  Les  triaugles  rectangles 
MNT,   MN'T  nous  donnent  de  soite 

N                                         N 
sin  r=  cos  2V= .  /  «.o    ^*  sin  T  =  cos/V'  =t  ^^ ---> 

>  (XAU*) 

cosT=sin2V=-7r=r=^,  cosT'=siniV=: 


taug  T  =  cofaDgiV=  ^ ,    tang  T  =  cotangiV'  =  ^  •  (XXIV) 
14.    Angrle  des  axes  de  eoerdonn^es^    Puisque 

ö  =  i80»-(r+y) 
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il  vient 

fang  T  +  taog  T 

^"°g^^taDgrtang/-^r- 

et,  eo  •abatitaant , 

Nr  +  TN' 
tang  e  =  jyy,  _  j,^ }      (XXV) 

Nr  +  TN' 

>     .  .(XXVI) 

NN'~Tr 
cos©  =r  ■  ,j  '  I ■  • 

V(W*  +  *^)(/v'»+r») 

Od  en  tire 

15.  La   rectangniariM   des   deax  triangles    MNT,    lUN'T 
donne  de  suite 

_L  .  J ]_ 

iV«  +  r«  —  ««sin««  • 

)    .  .  .  .  (XXVIII) 

1..1. L_ 

16.  Si  Tod  rapproche  les  valenrs  (IV)  et  (XXVI),  on  obtient 

NN'  +  TV 
^»  =  "'  =  «"'  =  (/Vr  +  TN')  sin  e'    '  -(XXIX) 

II  vient,  par  cons^uent, 

TT'      /T  ,r\  .    .    NN'      /iV  .  2V\  .   ^        .„Y-,^ 


§.  IT.    Belations  dans  le  eas  d*ax«s  reetangmlaires. 

17.    Si  les  axes  de  coordoon^s  sont   r«ctangiilaire9  >  on  a 
S  =r  90^9  cosS  =  Ot  ce  qui  exige  que 

TTrzzNlS'    ......   .rXXXIl) 

Donc 

Th^ordme  T.     Lorsque    les    a^es    de     coordoonöejs 
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sont  rectangulaires,  le  produit  des  deox  taiigentes  est 
egal  au  produit  des  deux  normales. 

18.    Cette  relatioii  nous  permet  de  simplifier  les  resultats  ob- 
tenus  plus  haut. 

Nous  avons  d'abord 


N 


}S' 


N 


s^CiV'Hy*);  .  .  •  .(XXXIII) 


Nr  +  TN'  =  V(iV»  +  T»)  (iV'»  +  y«)  =  («  +  <)  (n'  -f  f) ;  (XXXi V) 


N 


N' 


^y»  4.  T»      ViV'»  +  2r« '  ViV'a  ^.  jv»      V  jY«  +  r«' 


(XXXV) 


II  vient  ainsi  - 


NT 


NN' 


TT 


X  ^ 


Vzv'«  +  7»«     Viv«  +  7^     V"^«  +  r« ' 


NT 


»  = 


<  = 


JViV' 


ri" 


(XXXVI) 


ViV*  +  i^     Vn'^+  2"*    V  iv'«  +  y  • 


n  = 


19. 


,    «'  = 


n'  = 


yjv'«  j.  7"«* 

2V'» 


VA»  +  T»'  "        V  A'*  +  T* 
Nons  obtenons  ensuite 


(XXXVII) 


(XXXVIII) 


xy  = 


U'  =  — ' 


nn  = 


jyiv\  T7^  _  „„,      N*       „^       r« 


X 

T* 


TN 


r 


(XL) 


N*    Nr 


t  _  '/•»  _  TJ\'       n  _  xv»  _  jV  1  .  /VI  i\ 


t_'n    ^_T^ 

n  —  N**    n'—N'*' 


(XLII) 


Ces  derDidres  igaliU»  prouvent  qoe: 


des  couröet  en  gin^al^  nivee  appiicaitans. 
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Tk^ordme  TI,  Chaque  sous  -  taugeote  est  k  la  sous- 
Dormale  correspoodante,  comme  le  carrö  de  la  tangente 
est  aa  carre  de  la  normale. 


20.    Oll  trouve  encore 


(XLIII) 


7^''2V'*    n'*  "*"  iV'* '  JP  *   *   '   .  (ÄLIV) 


(XLV) 


}.  Y.  Expressions  g^n^rales  des  tangentes,  normales,  sous-tan- 
feites  et  sous » normales  en  Taleur  des  eoordonn^es  du  point  de 
Mitaet  et  des  fonetlons  d^rlT^s  du  premler  membre  de  P^quatlon 

de  la  courbe. 


21.     Suppoaons   qoe  les  axes  de  coordonnees   comprennent 
entre  isax  un  angle  6.    Si  fix^  ^)  =  0  est  Tequation  de  la  coarbe, 

A(i'-3^)+a:{^-^)=o (2) 

seront  la  prämiere  röqaation  de  la  tangente»  la  eeeonde  l'i^qua* 
tion  de  la  normale  an  point  (x^  y);  X,  F  däsignent  les  coor- 
doDo^es  courantes  de  ces  droites. 

Au  moyen  de  ces  ^qaations,  il  est  facile  de  trouver  qae 

t  =  p,   <'  =  ^; (XLVll) 

tt'  =^  xy; 
_  jx -j-y cos d)fy'-'(y  +  a?cos 6) f» 

fy  —  ÜOSSfx 


V  =ss 


f  —  (y  +^co8  e)f,  -  (ar  -fy  cos  e)fy^ 

fs-COBßfy 


V    = 


. .  (XL VIII) 
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.  (XLUE) 


^-f/'i,'-^«"8/'.A).  I 

jfcosfl)(n  +  0  =  j^i^  1 


.(LI) 


iCco89)(n'+0  = 


^tfv+rviilfsivvi). 


(UV) 


,c.«))(.+l)=2 V.-C.V-)'  ■ 

tx'.,.mf.i'  I  f  I    ^•'l»'«y-'+/'»'-^""«/'./'.).  I 
■.-coA)'/,-™««/-.) <    ' 

la  axes  de  coordonnäes  Boot  reclaognlairea,  il  vietit 
9=1;  dans  ce  caa  les  formules  (LXVI)  «t  (XLVII) 
^mes,   tand'isque  les  suivantes  s«  siniplifieDt  et  de- 


-»r. 


, 

vf 

-<, 

¥f' 

n 

f. 

.  (LVl) 
.  (LVIl) 
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(LIX) 


TT^'-iim-CjD,     (LX) 

T  ^  y 

NN'^^Mit^Cl),     (LXII) 


cc  qai  doonc  TT  =  NN'. 
On  en  tire  visiblement 


^  =  ^*=^'=^=AHr^,  (I-Xi..) 


d'oü 


et,  par  suite. 


Tfy  =  Nfx  =  o:  V/v+TV; 


.  .   .   .  (LXIV) 


(LXV) 


TiV        T«       iV«      y* 


^.  TI«    B^termiiiatioii  des  ^leiAents  de  Pellipse  en  Taleur  des 

rayons  Tectears  et  du  rayon  eeatral. 

22.  Coordonn^es  d'un  potnt  de  la  eourbe  en  Taleur 
da  rayon  central.  Sapposons  rellipse  rapport^e  ä  ses  axes  et 
repräsent^e  par  l'^quation 

(I) aV+*'^*  =  a*6* 

Soient  O  le  ceotre,  Fy  F'  tes  foyers.  Repr^sentoos  par  q  le 
rayou  central  OM  qui  aboutit  au  point  M  de  Tellipse,  dont  les 
coordonnöes  fiont  jr,  y,    Nous  avona 

(2) d;»+y*  =  (>». 

Si  noua  r^solvons  ces  deux  equations  par  rapport  k  x^  y, 
nous   trouverons 


1 
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(I).   .   .   .   a:  =  ± ^ Vp»-*«,    »  =  ±-V^»^«. 


^y  =  ±  pV"(a«-(»«)  («.»-6«). 

Od  choisira  les  signes  de  x,  y  selon  l'angle  des  axes  dans 
leqoel  se  trouve  dirigä  le  rayon  central  g. 

23.  Bayon  eentral  et  distanee  foeale  en  fonetion 
des  rayons  Teeteurs  et  de  l'angle  eompris.  Soieot  r,  / 
Ie8  rayons  vecteurs  nieoes  au  point  ilf  et  ^2q>  l'angle  eompris. 
Dans  le  triaugle  MFF',  le  rayon  central  OM  oü  g  est  la  mediane 
sur  FF';  nous  avons  donc 

14(1«  =  r« + r'«  +  2it'  cos  2<p, 
4c*  =  r«  +  r'«  -  2rr'  cos  2^ ; 

ou»  en  inultipliant  r*-|-r'*  par  sin'9 -f'cos'g):::  1   et  en  mettant 
co8*9i — sin*9  ä  la  place  de  cos29, 

!4p«  =  (r'+r)«co8*9  +  (r'--r)«sin«q), 
4c«  =  (r'  -r)aco8«9  +  (r'  +  r)«8in«9. 

81  dans  (3)  nous  rempla^ons  cos29  d*une  part  par  1 — 28io'^ 
et  de  Fautre  part  par  2  cos*  9 — \,  nous  trouverons,  en  effectuaot 
et  en  observant  que  r-|-r'  =  2a^ 

ip*  =  a* — rr'  sin'oo, 
c^  =2  a^"  rr'  cos  *  (p. 

24.  Bayon  eentral  en  fonetion  des  axes  et  des  rayons 
Teetenrs.   Ajoutons  ces  deux  dernieres  equations^  nous  obtenons 

9«+c«-6*  =  2a»-iT', 
d'ou 

an) 9«  =  a«  +  6«-iT'. 

Th^ordme  I.  Le  carrö  du  rayon  central  nienä  en  un 
point  de  Tellipse,  est  ögal  a  la  somme  des  carräs  des 
demi-axes,  dirolno^e  du  produit  des  rayons  vecteurs. 

25.  Coordonn^es  d'un  point  de  rellipse  en  fonetion 
des  axes  et  des  rayons  Teetenrs.    L'^quation  (III)  nous  doone 

^•-x6a  =  a^^rr',    ««— p«  =  Tr'  -  Ä«; 
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par  snite  les  valeurs  (I)  deviennent 

(IV). .  ; 

ary  =  dfc  T  V  (a«-rr')(rr'— ««)• 

r  26.  Angrle  des  rayons  Tecteurs  en  fonction  de  ees 
riyons  et  des  axes.  Par  la  derni^re  des  ^quations  (II)  nous 
troQvons 

it'  cos  •  g>  =  a*  —  c*  =  6*, 


d 


7t 

ou,  pnisque  (p  est  toajours  rooindre  que  j» 


cos  9?  = 


(V). 


VW 


Sin 


,^y[r^=y['^. 


lang,  =  <^'-^-»'  =  ^'■'-»' 


et,  par  suite,  en  verto  de  (II), 

cos  2^  = 


(VI)  .  .   . 


26*~rr^_g^-c 


IT 


26V^rr'-6«      26Va«— ^* 


sin  2g)  = jy — -  = 


fr' 


_  26V^rr^— 6^_  2^V^ag-9« 


Ma"g29'  =  -2P=;j^== 


^«-c* 


27.    Coordonn^es  d'un  point  de  l^ellipse  en  fonetion 
tesrayons  Teetenrs  et  de  Pangrle  eompris.    Nbus  avons 


(5).  . 


r — r 


V^  ^•— 6«  =  V  a^-rr'  =  ~^  =  Vc« -rr' sin«  g> , 

V  a«-^«  =  Vit'— 6«  =  Vr/sin^ssi  Atangy; 
par  consäqnent  les  valeurs  (IV)  peiivent  s'^crire 


m . . .  • , 


a?  =  dt 


2c 


Ä« 

y  =  i:~tangg), 

/«-r«      Ä« 
ary  =  db       4      X  ^  X  ^ang  V- 


[    ary  = 
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Th^ordme  ü.  L'abscisse  d'on  point  est  ^f^ale  ä  la 
differeoce  des  carr^s  des  rayons  vecteurs,  divis^e 
par  la  double  distance  focale;  et  rordannäe  est  ^gale 
au  carrö  du  petit  axe,  multipliä  par  la  tangente  du 
demi-angle  des  rayons  vecteurs  et  divis^  par  la  demi- 
distance  focale. 

28.  InelinÄlsons  de  la  tangente  ^t  de  la  normalesur 
les  axes.  Appelons  T,  T  et  N,  iV^  les  angles  aigus  que  font 
la  tangente  et  la  normale  avec  le  grand  axe.    On  sait  qae 

(6) t«"S^  =  5^' 

par  8uite  il  vient,  en  rempla^ant  x,  y  par  lears  valeurs  (I),  (IV) 
et  (VII), 

(VIII)  tang2^otangiV=^V'"^;  =  ^y^;=r;^c0tangv. 
d'oü  on  tire 

s.nT=cosiV=-V  -^=-Y  _^==.^co8g,, 
(IX).. .^  ^ 

c^      rr'  elf       rr'  2c 

Th^or^me  IIL  1^.  Les  cosinns  des  angles  iquc  fait  la 
normale  avec  le  grand  axe  et  le  rayon  ve^teur,  s^nt 
entre  eux  comnie  ladiff^rence  des  rayons  vecteurs  est 
ä  la  distance  focate;  2^  les  sinus  de  ces  angles  sont 
enice  eux  qoniine  la  somme  des  rayoos  vectenrs  est  a 
la  distance  focale;  3^  les  tangentes  d^s  m^me»  angle« 
sont  entre  eux  comme  la  somme  des  rayons  vectears 
est  ä  leur  diff^rence* 

*  »       *        ♦ 

29.  Tangentes.  Les  deux  triangles  MPT,  MQT'  noi|s  donneot 

^  -  sin  T-^^^^y  ^si:6«  -  ^  »^  \  i^^:^ 

=  -  yr?  cot  r  =a 


cos 


/jjv  I  o  acostptangT* 

cosT-  ^  "^  ▼   a«-?«*"  ^  "^  If  rr^^-ö^ 

«av — 7     ^fwif       atangjp 

=  7  Vrr'cotr'  = 2—; 

o  cosy 
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OQ  encofe 
(XI).  . 


T  = 


ar/  sin  <p 
r'-r   ' 


r  = 


r — r 


30.    Prodnit  des  denx  tanffentes.    On  tronve  de  suite 


(XII) 


TT'—  y     rr' 

^  •'    -8in2r"""* 


Th^orSme  IT.  1**  Le  produit  des  deax  langentes,  l'une 
ä  Taxe  des  x  et  l'autre  ä  Taxe  des  y,  est  ^gal  aa  pro- 
dnit des  deax  rayoos  yecteurs. 

2«  Le  produit  des  coordoonöes  du  point  de  contact 
est  egal  an  produit  iles  rayons  yecteurs,  multipliö  par 
le  demi-sinus  de  la  double  iuciinaison  de  la  tangente 
8nr  le  grand  axe. 

31.    On  dädnit  eneore  de  ces  valenrs 


(XIU)..( 


<*>fr/  _  4/"  rr' 

_         2c« 

~  (r' — r)8ing>' 

T  +  "T  ^  V  iT'(a»-«>«)(p«-6») 


2c^ 

\  V  rr'(o«-rr')(»T'-**)  ~  (r'-r)iT'sin9)" 

32.    Normales.   Neu«  avons  par  lee  triangles  Jf/VP,  üfiV'Q 


(XIV) 


( 


Ces  resultats  expriment  que 

Th^ordme  T.  Cbaque  normale  est  ögale  ä  la  racine 
carröe  du  prodoit  des  rayons  vecteurs,  multipli^e  par 
lerapport  de  Taxe  oon  adjaceßt  ä  Tautre  axe. 
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33.  Prodnit  des  normales.    Par  la  multiplication  on  a 

(XV) /V.2V  =  fr' 

Th^rdme  TL      Le  prodait   des  deax    normales   est 
^gal  an  prodait  des  rayons  Tectenrs. 

34.  Noos  tronvons  ensuite 
(XVI) . . .  ^ 


Q0S*9> 


COSflp 

X— ^• 


Th^rdme  VJl.  1^  Les  denx  normales  sont  entre  elles 
comme  les  carräs  des  axes  non  adjacents  de  Tellipse; 

2^  la  difference  des  normales  est  ^gale  ä  la  ra- 
cine  carr«^  du  produit  des  rayons  vecteurs,  malti- 
pli^e  par  le  rapport  du  earrö  de  la  distance  focale  aa 
produit  des  axes; 

3^  la  difference  des  inverses  des  normales  est  egale 
k  rinverse  de  la  racine  carr^e  da  prodait  dea  rayons 
vecteurs,  multipli^e  par  le  rapport  du  carrd  de  la  dis- 
tance focale  au  produit  des  axes. 

35.  Sons  -  tangentes.  Par  les  deox  triangles  rectangles 
MPT,  MQT  nous  avons 

^  cVrt«=^       cVa*-rr' 

(XII).   .    {  =j7-j;X-tang,>, 


c V^at«.  Q%      cVrr'-b^^  ^c  tang q> 

36.    Produit  des  sous-tangentes.   En  multipliant   membre 
ä  membre  on  trouve 

(XVIII).,  «e'  =  ^  V  (a«-p«)(9«-^  =  ^  Via^-rr')(rr'^6^) 

=  ^X— f-  Xta«gg>, 
ou  encore 
(7) «'  =  irr' 8io2r. 
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Tk^r^e  YHI.  Le  prodait  d«8  deox  sou8-tangentes 
est  ägal  an  produit  des  rayona  vecteurs,  niultipli^  par 
le  deroi-sinus  de  la  double  inclinaison  de  la  tangente 
sor  le'grand  axe. 

37.  Sons-Bormales«  Les  deuz  tri^ngles  recfangles  JUNE, 
MNQ  11008  donneiit 

n  =  «cotiV  =  -  Vp»-6«  =  -  \ri^^^' 
^  ac      ^  ac 

n'  —  xinn^N  =^M  a*-Q*  =^Vrr'-6« 

=:  —  tangg). 

38.  Prodnit  des  sons-normales.    En  moltipliant  on  trouve 

(XX) .  .  nn'  =  ^  V"(o«— e«)(e«-6«) = ^  ^(ö*'::^;^)!»^^^^^) 

=  — j— X-5Xtang9> 

ou 

(8) mi'  =  iiT'siD2iV. 

Xyordme  IX.  Le  produit  des  sous-normales  est  ägal 
topredait  des  rayons  vecteurs  multipli^  par  le  demi- 
sioQs  de  la  double  incllnaison  de  la  normale  sur  le 
grand  axe. 

39.  Noas  avons  ensuite 

=  ^  X  7+-r  X  cotang9  =  ]y>  X  ;7qp-y  X  cotang  (p. 

40.  Projeetions  des  tangentes  et  des  normales  snr 
1(8  rayons  Teeteurs.    Ces  projeetions  sont 


TheU  LI.  10 
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»'—(.'  rr'-t'    _ä(rr'— t') 

W  , 
=  -J37  taagtp 


/  — r 


(  flTcos^n  xiV'coflp  =  6«. 

ime  X.  Si  l'on  projelte  les  deux  tangentes  sut 
na  vecteura,  I"  la  projection  de  la  tangeotei 
1  y  est  ^gale  ä  la  demi  -dirfereDce  des  rayons 

produitdesdenx  projections  «st  ^gal  ä  ladif- 
des  carr^a  dn  demi  grand  axe  et  du  rayon  ceo- 
^gal  au  carr^  du  demi  petit  axe  tnultipl)^  pB' 
ileduftemi-angle  des  rayons  vecleurs. 

tme  XI.  Si  l'oD  projette  les  deuz  noroialea  sui 
ns  vecteurs, 

projection  de  la  normale  4  Taxe  des  x  est  la 
aproportionnelleaa  demigrand  axe  et  aaden> 

projection  de  la  normale  ä  Taxe  des  y  est 
demi  grand  axe; 

prodüildesdeax  projections  est  4gal  an  carr^ 
petit  axe. 

'ojectlons  des  rarons  reeteMrs  sar  la  tangeate 
male.     On  a,  ponr  ces  projections. 


(XXVI) 

d'oa 
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(XXVII)  .  .  { 


rtsing)  X  r'  sing)  =  a* — p*  s=.6*tang*^ 
r  cos  q>Xr'  cos  9  =  Ä*. 


Ces  valeurs  prouvent  que: 

Th^rdme  Xu«  \^  Le  produit  des  perpendiculaires 
ibaiss^es  des  foyers  sur  la  normale»  est  ^gal  ä  la  dif- 
ference   des   carr^s    du   demi    grand   axe    et   du    rayoo 

ceotral; 

2^  Le  produit  des  perpendiculaires  abaiss^es  des 
foyers  sur  la  tangente  est  constant  et  ^gal  au  carre 
du  demi  petit  axe. 

42.  Bistanees  du  eentre  anx  intersections  des  axes 
aree  la  tangeate  et  la  normale.    Nous  avons 

07'  =  r=«+ ;«=3,cat  T  +  a;  =  -^^^  +  ^VÜ5=:7?^ 

cy  a^ — rr      ^ 


(XXVIII) 


ac 


ac 


V« 


rr 


/-fr 


Xc, 


b(a^-rr')    .   b 


cy  rr  —b*      ^ 
bc 


^frr'—b^ 


^i^ccotangg); 


02\r  =  v  = 


b^ 


•9 


(XXIX).  . 


.2 


OA"  =  v'  =  n'— y=py  — sf  = 


b 


X5«  =s  -r  V'rP' 


-.*« 


|V>=7*. 


oa 


r — r 


V  =  ^TjT^X <?.    v'  =  c tang g?. 

Tkdor^me  Xln.     P   La    distance  du   eentre  ä  l'inter« 
lection   de  La   tangente   avec    le   grand   axe>   est  a   la 
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demi-distance    focale^    conime    la   somme   des   rayons 
vecteurs  est  ä  leur  diff^rence; 

2^  La  distanee  du  centre  ä  rinterseciion  de  la  nor- 
male avec  le  grand  axe,  est  ä  la  demi-distance  focale, 
comnie  la  diff^rence  des  rayons  vecteurs  est  ä  leur 
somme. 

Th^ordme  XIT.  P  La  distanee  du  centre  a  Tinter- 
section  de  la  tangente  avec  le  petit  axe,  est  ögale  ä  la 
demi-distance  focale  niultipliee  par  la  cotangente  du 
demi-angle  des  rayons  vecteurs; 

2^  La  distanee  du  centre  ä  l'intersection  de  lanor- 
male  avec  le  petit  axe,  est  ögale  ä  la  demi-distance 
focale  multipli^e  par  la  tangente  du  demi-angle  des 
rayons  vecteurs. 

43.  Des  valeurs  pr^cedentes  on  tire 

OTxON^  OrxON'  =ic^ 

ou 

(XXX) TV  =  r'v'  =  c«. 

puis 

(XXX  bis)  . .   S  +  ^  =  J'    «*v*  +  ^V«  =  c^. 

Th^ordme  XY.  La  demi*distance  focale  est  moyenne 
proportionnelle  entre  Ies  distauces  du  centre  aux  in- 
tersections  de  la  tangente  et  de  la  normale,  seit  avec 
Taxe  des  x,  soit  avec  Taxe  des  y, 

Th^orl^me  XY  bis.     Le   lieu    des   points  qui    ont    pour 

coordonnees  Ies  sous-normales  des    differents  points 

d'une  ellipse,  est  une  deuxi^me  ellipse  dont  Ies  foyers 

sont  situes  sur  le  petit-axe  de  lapremi^re,  et  dont  Ies 

2  (««—6«)        2(a*— 6«) 

axes   sont  -'  et  -^^ — r ^,   2a  et  26   etant  Ies  axes 

a  .0 

de  la  premi^re. 

44.  Nous  avons  ensoite 
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(9) 


ou 


(XXXI)  . 


pnis 
(XXXII)  . 


a«6«_a^6« 


abd^ 


xy 


tu 


abc^ 


\vv  = 


^.^^='^=;4^<«'-"''>('-'-'-*'^ 


.2 


a6 


r'+r 
|tt'  =  -r^  X  c«cotang<p. 


==-    ^(„.^^2)(^2-_6*); 


1 


^2  +  ^/2  —       o 


a* — rr'   .  rr'-^b^ 


rr 


2^2 


6«c*     ""  aH^ ' 


»2 


(XXXIII)  .  .  v«+i/«  =  ^(a»-iT')  f  ji(Tr'-6*)  = 


Th^ordme  XYI.  1^  La  soxnmedes  carres  des  inverses 
des  distances  du  centre  auz  intersections  de  la  tan- 
gente  avec  las  deaz  azes,  est  ögale  au  produit  des 
rayons  vecteurs»  divisä  par  le  carr^  du  produit  des 
demi-axes, 

2^  La  somme  des  carres  des  distances  du  centre 
auz  intersections  de  la  normale  avec  les  deuz  azes, 
est  ^galeä  laquatridmepuissaneede  la  demi-distance 
focale,  multipliäe  par  la  somme  präc^dente; 


de  Sorte  que 
(XXXIV).  . 


+  v'J 


=i+ 


1 


45.  Distances  dn  centre  ä  la  tangente  et  ä  la  nor- 
■ale«  Par  la  consid<^ration  des  trap^zes,  on  voit  que  ces  dis- 
tances sont,  l'une  ^gale  ä  la  demi-somme  des  distances  des  foyers 
k  la  tangente»  et  Tautre  ^gale  ä  la  demi-diff^rence  des  distances 
des  foyers  ä  la  normale,  c'est-ä-dire  que. 

la   premi^re  il  est  ^gale  ä  la  demi-somme  des  projec* 
tions  des  rayons  vecteurs  sur  la  normale, 


[      ._. 
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et  l'autre  d'  est  ^gale  h  )&  deml-diffärence  desprojec' 
tioiis  des  rayotia  vecteurs  sur  la  tangente. 


d  =i(r'  +  r)cosp=: -7=-. 

,  V  rr' 


=  :3X 


31 '^VS'" 

tncee  du  centre  aux  projeetlons  des  foyers 
nte  et  la  normale.  E^n  appelant  ces  distances 
qu'elles  sont  les  hypotänuses  de  deuz  triangles 
I  deux  autres  cät^s  aont,  pour  le  premier,  les  demi- 
rojections  des  rayons  vecteurs  sur  la  tangente  el 
pour  le  second  lea  demi'diffärences  de  ces  mimes 
'n  a  donc 

a"  =  4(1^  +  r)*(a\n*g>  +  cos«?!), 
ß^  =  i(r'— r)"(8io«9-  +  COS«?.); 


.    a  =  i(r'  +  i-),     ß  =  UT'-r). 

rpU.  Les  distances  da  centre  aus  projec- 
lyers  sur  la  tangente,  sont  Egales  ä  U 
des  rayons  vecteurs;  et  les  distances  du 
rojections  des  foyerssur  la  normale,  sopI 
lemi-diffarence  des  rayons   vecteurs. 

ents  d^termln^s  par  les  direetiiees  svr  ■• 
la  normale.  Proinngeons  la  tangente  et  la  Dor- 
et  d'autre  du  point  JU,  jusqu'ä  la  rencontre  des 
S,  S'  et  L,  L'.  Les  anglea  aigus  en  S,  S'  SMOot 
s  de  l'angle  T,  et  les  angics  aigus  en  L,  U  seroat 


enons  par  le  point  M  la  dreite  DD'  parallele  au 
B  aurons 

c  c  ^        a'       c 

ÄO'  =  ^  +  :r  =  -  (a  +  — )  =  — ; 
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par  saite 

cos  T       c      c  1       rr'  1   rr' — b* 


sinop' 
(XXXVIl)^  

]  MW       ar' .  a^rr'-b*  _     aT    tt' 


r 

-: — ; 

sin  tp 


sin  I        c      c  ^       rr'  öl   ar — rr 


^+'x-' 


r'—r     810  tp' 
(XXXVIII)  {  

Sin  T        c      c  1       rr'  öl   a^—^rr' 


r'-\^T         r 


r — r     sin  q> 
Les  deux  premi^res  valeurs  prouvent  qae 

Tli^or^me  XYIU.  Les  perpendiculaires  elev^es  par 
ies  foyers  sur  les  rayons  vecteurs,  rencontrent  la 
tangeote  aux  m^mes  points  que  les  directrices. 

48.   Des  formules  pröcödentes  on  deduit 
(ÄÄÄIÄ)  ....     j^s-^  MS'  -^r' 


Th^orl^me  XIX«  Les  segments  d^termin^s  par  chaque 
directriee  snr  la  taogente  et  la  normale  sont  entreeuz 
comme  la  diff^rence  des  rayons  vectenrs  est  k  leur 
soinme. 

49.    On  trouve  encore  que 
MS»  +ML*  =3,  Xr»  X  ^^._„,^^„,_,.^  =  r«  X  ^, .  ^,. 

de  Sorte  que  les  segments»  compris  entre  la  tangente  et 
ianormale  sur  les  directrices,  sont 
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Ott'       ^. ,.         .      arr' 


(XL).   .   .     SL=irX ,    S'U=^r'x 

50.  Conditions  pour  que  deux  diam<^tres  2^,2^1  soient 
eonjngu^s.  Consid^^rons  deux  diam^tres  conjugu^s  2^,  2^1,  diriges, 
l'un  2^  dans  Tangle  des  x^  y  positifs,  et,  par  suite  l'autre  dau8 
Tangle  des  y  positifs  et  des  x  n^gatifs.  Appelons  x^  y  les  coor- 
doiuiöes  de  Textremite  sup^rieure  de  2^,  et  Xi^  yi  Celles  de  Tex* 
trömit^  sup^rieure  de  2p|.  Si  nous  designons  par  r|,  Vi  les  ra- 
yons  vecteurs  qui  correspendent  ä  2p|,  nous  aurons,  en  vertu  des 
formules  (I)  et  (IV) 

.«=       -V^«— 6«  =  -Vaa— rr', 
c      ^  c 

y-    -  v^5«^^=- v;7^=5«; 

c  c 

(10).   . 

jr,  =  -  ?  \^^;*ZÄi  =  -  ?  V^s=7,^, 

Les  coefficients  angnlaires  de  ces  deux  diaro^tres  seront  dooc 

(ii)..m=y  =  *i/*^^  „'  =  a!.  =  _*^^. 

X      m  1   Q* — 6*^  Xi  a  1   Pi*-A* 

On  treuve  ainsi  pour  condition  la  relatioo 

^_       6«W(fl«^p»)(^iir^) 
"•  ^       a«  — ""o^f   (p«-.6i)(^«-6*)* 

ce  qui  exige  que 

(a«-^«)(a«--ei«)  =  (^-*»)(fi*-6*); 

effectuaut»  r^duisant  et  divUant  par  a* — ^,  oo  arrive  a  la  rela- 
tioo connue 

(«) e'+ei»  =  aH**- 

Hais  ea  vertu  da  (III)  aoos  avoa« 
(IS) ,e«=««  +  *»-,r'. 

retnndMut  cliM«»e  de  c«s  eg«lilfe  de  I«  precedento.  on  troave 
(XU) ft*  =  rr'.    9«a»^rk'. 
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Th^röme  XX.  Tout  rayon  central  est  raoyen  propor- 
tionnel  entre  les  deux  rayons  vecteurs  menes  ä  i'ex- 
trtfmite  de  son  conjugu^. 

51.  Si  nous  ajoatons  ces  denx  ^galites  et  qne  nous  eonipa* 
rioiis  le  resultat  ä  (12),  nous  trouverons 

(XLII) rr'  +  riri'  =  a«+6^ 

Th^or^me  XXI.  La  soxnme  des  produit.s  des  rayons 
vecteurs  menös  aax  extremites  de  deux  diametres  con- 
jagu^s  est  constante,  et  egale  a  la  soni.me  des  carr^s 
des  deroi-axes. 

52.  Puisque  r  +  r'  =  rj  +  rj'  =  2a,  il  vieftt 

(r'-r)^    =4a2  — 4rr', 

doü 

(r'-r)«+(ri— r,')*=8a2-4(rr'+rir|')  =  8«2-4(iiH6«)=4(a2--6«) 

ou 

(XLIII).    .   .   .     (r'-r)2+(r|-r/)2=:4c*. 

Cette  relation  prouve  que 

Theoreme  XXU.  La  somroe  des  carr^s  des.  differences 
des  rayons  vecteurs  men^s  anx  extremites  de  deux 
diametres  conjugues,  est  constante  et  ägale  au  carre 
de  la  distance  focale. 

52.  Les  deux  egalites 

ri+r,'  =  2a,    r, -r/ =  2  Va*-p* 

donnent 

(XLIV)  .    .  ri  =  a+  V^^^*,    r^'  =  a~  y/"^^^ 

poor  les  valenrs  des  deux  rayons  vecteurs  qui  aboutissent  ä  Tex- 
tremite  du  rayon  conjugu^  de  q, 

53.  Soit  2<pi  langle  coropris  ^ntre  les  rayons  vecteurs  ri,ri, 
Dans  r^galite 

(14) 6  =  V^rr'.  cos  g>  =  V^rir/.  cos  g?i 

rempla^ons  ^tt\   ^^i^\     respectiveraent    par    leurs    equivalents 
Pi>  p;  nous  obtenons 

10* 
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d'oü 
(XLV) |l=i?^. 

Th^ordme  XXm.  Deux  diametres  conjugu es  sont  entre 
eux  comnie  les  cosinus  des  demi-angles  compris  entre 
les  rayons  vectearsqui  aboutissenta  lear»  extr^mites. 

54.  Ofi  tröuve  ensuite 

b                 .             V^^2=6« 
/     cos  g>i  =  -  »  siDa)|  = » 

tang  (fi  = ^ , 

(XLV1)..< 

cos  2q>i  = ^ — ,  8in29>i  =  -^  V  d^—rr'  $ 

26  V  a^-^rr' 
tang  2^1  =      ^._^a     • 

55.  Puisque 

cos  CD  =  — ,      Sin  o)  = ,      tang  €9  = r > 

ön  voii  que 

<  t  ^  

(XLVII)  . .  eosQPcosg>i  =  — ,  sinosino)!  =— — ^^ — ; 

(XLIX)  .   .     tang  9>  lang  9)1  = r^g — > 

/Y|fY\    ^"gy  _4/"a«— p«_4rrr*— 6«     sin  y         pV  o*— g* 
^"^^^'"^^   tang  fp^-y  ^S=6*  -  ▼  55=i^'  sin  fp,  -  ^^  Vl^tTJ«' 

56.  An^le  des  diamdtres  eonjngn^s.    Repr^sentons  par 
V  Tangle  coropris  eotre  les  rayons  conjuguäs  p,  pi;  et  designons 
par  tty  «1  les'inclinaisons  de  ces  rayons  sar  le  grand  axe  de  Tel- 
lipse.    Nous  avons 

sin  V  =3  6in(aj  — o)  =  8*1001  cosa — cosaisina, 
cos  F  3=  C06(a|  —  «)  =  cos«|  cosa  +  sin  «j  sio  a; 
niais,  en  ^gard  ä  (10)  et  ä  (12), 
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sin  a  =   -  =z ,     cos  a  =  —  =  ' 

Q  CQ         '  q  CQ 

(J5).  .    .  ^ ^ 

il  Fient,  par  consequent, 

_  fl6(^~6«)      a6(a»>>-p«)  _  «fr  _      ab 


(L) 


sin 


c^QQi  <^QQi  Q9i       gVrr' 


a  a 

=  -  cos  o)  =  —  cos  qpi  9 


cos   r       "^  n  — •     ^"^  • 


8i  iious  comparoDs  les  seconds  membres  aux  valeurs  (XLVI), 
noas  trouverons  que 

sin  V  z=z-T  cos  9  cos  g)|, 
(LI) ^cosF  =  —  sing)  sin  9i5 

tangF  =  —  T  cotg)Cotg)i. 

Tk^orl^me  XXIV.  P  Le  sinus  de  Tangie  compris  entre 
dem  diaraetres  conjugu^s  est  au  produit  des  cosinus 
des  deml-angles  con^pris  entre  les  rayons  vecteurs 
correspondantSy  eomme  le  grand  aze  de  Tellipse  est 
anpetit  axe; 

2^  le  cosiaus  de  eet  angle  est  ägal  au  produit  des 
fiinas  des  demi*augles  compris  eotre  les  rayons  vec^ 

Uors; 

3^  le  produit  des  tangentes  des  trois  angles  V,  g>, 
71  est  konstant  et  ^gal  au  rapport  des  axes. 

57.    Nous  avons  trouv^  au  n^  32  que 

acosg)  =  -j^f 
•l  vicüt  dööc  . 

(LH) p  sin  F  =  ^ . 

Ihtorime  XXV.    La  perpendiculaire  abaiäs^e  de  l'ez- 
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trennte  d'un  diam^tre  sur  soii  conjugue  est  une  troi- 
si^nie  proportionnelle  ä  la  normale  vers  le  grand  axe 
et  au  demi  petit  axe. 

68.    Appelons  7\,  T/  et  ZVj,  Ni    les  tangentes  et  les  nor- 
males men^es  ä  rextröraite  de  ^|.    Nous  aurons  ^ 


(LUl).. 


(LIV) 


U,  =?vw=-%. 


a       •  *        fl 


(iV,'  =  HV,^.=  |,; 


d'oü 

(LV) r,.7','  =  iV,.iV,'  =  j« 

Th^ordme  XXTI.  Tout  rayon  central  «st  moyen  pro- 
portionnel  entre  lesdeux  tangentes  et  anssi  entre  les 
deux  normale»,  nienees  a  l'extr^mit^de  sonconjuguä. 

59.    II  en  resulte  donc 


TT  +  T,  r,'  =  fl«  +  6«, 


(LVI) I 

Tk^r^me  XXTIL  La  somroe  des  produits  des  tan- 
gentes menees  aux  extremit^s  de  deax  diametres  con- 
jugaes  et  la  somroe  des  prodaits  des  normales  menees 
aux  meraes  extr^roites,  sont  egales  entre  elles  et  a  la 
somme  des  earres  des  demi-axes. 

60.  Les  angles  qoe  Tont  les  lignes  pree^entes  avec  le  grand 
axe  sont 

cosFi  rr»|pJ\j=^Y  %t     =-Xsin9>,. 
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61.    Si  nous  d^signons   de   m^me   par  1^  </   et  it|,  71/  les 
sous-tangentes  et  les  sous  -  normales^  nous  aureus 


a  {Q^—b^) 


(LVIII)  .  . 


On  en  deduit 


M,'  =  «,«,'  =  ^  VF«- (.»)(?«- 6«)  =  ^X^-  X  tang  9,. 

Si  nous  rapprocbons  ce  dernier  resultat  des  valeurs  (XVIII) 
et  (XX),  nous  voyoDS  que 

(LIX) .   .     :r^  =  Xii/i  =  tV  =  titi    =  nn'  =  iiiiii'. 

Tk^ordme  XXYDI.  Lorsqu'on  mene  des  tangentes  et 
des  normales  aux  extremit^s  de  deux  rayons  conju- 
gaäs,  les  produits  des  sous-tangentes  par  rapport  ä 
chaque  rayon,  sont  ^gaux  entre  eux,  ainsi  que  les  pro- 
duits des  sous*  normales,  et  tous  ces  produits  sont 
egaux  au  produit  des  coordonn^es  de  chaque  extrö- 
mitö. 

62.  Si  nous  comparons  les  formules  (X)  et  (LIll),  ainsi  que 
leg  formules  (XIV)  et  (LIV),  nous  en  tirons 

(LX).  .       )    T    -     T     -    N    -  N^    -Q,' 

Th^ori^me  XXIX.  Si  on  m^ne  des  tangentes  aux  ex- 
tr<lmit^s  de  deux  rayons  conjuguös,  le  produit  des 
tangentes  vers  Taxe  des  x^  et  celui  des  tangentes 
vers  Taxe  des  y^  sont  egaux  entre  eux  et  egaux  au  pro- 
duit des  deux  rayons  conjugues. 

63.  Si  Ton   rapproche  les  valeurs  donnäes  par  les  formules 
tangentes,  sous -tangentes  et  sous- normales,  on  trouvera  que 
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(LXI)  .  .  Vi^^^  z=  e\  YTT'  =  "  V^+k"' 


_  öcn'  acui 


=  c 


acn  __  6eii/ 

"6^  ~  ~^' 


On'^  en  conclut 


(LXIU).   .   .   . 


i    f  1 t-{-ti     a 

Wi'       n'  ~  n'  +»ti'       a^' 


64.  Pro1)ldme  I.  Döterminer  le  lieu  des  intersec- 
tions  des  tangentes  men^es  par  ies  extremit^s  des  dia- 
metres  conjugues. 

Dans  requation  g^n^räle  des  tangentes  ä  Tellipse 

(16) a^y' y  \  h^pß' X  ^  a^ti\ 

niettons  ä  la  place  de  x\  y'  leurs  valeurs  du  n^  22,  prises  posi- 
tivement;  nous  obtieDdrons  ainsi 

(LXIV).   .   .ay\r^?^-{^bxV^^^=^±übc 

pour  Ies  equattons  des  deux  tangentes  menees  aux  extrömit^s  do 
diamdtre  ^q  dirigö  dans  Tangle  des  or,  y  positifs;  par  analogie 

(LXV).   .   .  ay  V  ^2-62— 6«V  d»-^«  =  ±  abe 

seront  Ies  equations   des  deux  tangentes  menees  aux  extremites 
du  diametre  eonjugue  2q, 

Elevons  au  carr^  Ies  membres  de  ces  denx  equations  et  ajou- 
tons  Ies  T^sultats;  nous  aurons 
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(LXVI) aV+**^*=2a«6» 

ponr  r^quation  du  Heu  cherchö.   Ce  lieu  est  donc  uneellipse 
(iemblable  ä   i'ellipse  doonäe,    et  dont    les  axes  sont 

65.  Prel^ldme  £L  Determiner  le  lieu  de«  interfloc- 
tions  des  tangentes  nieu^es  par  les  extremites  des  dia- 
metres  et  par  les  extr^mitäs  des  syni^triques  de  leurs 

conjugues. 

II  sufTira,  pour  le  trouver,  d'eliiDiner  g  entre  les  deux  equations 
c^V  a«— p2  +  bx  Vg^—b'^  =  Jfc  abc, 
ayVg^-ifl  +  bx  V^d^^  =a  ±  abc, 

dont  la  seconde  repr^sente   les  deux  tangentes  menöes  aux  ex- 
tremit^s  du  diaiii^tfe  2qi  dirigtf  dans  fiangle  des  x,  ff  posUifs. 

Elevant  au  cajrö  et  retrancbaut,  on  trouve 

OQ 

aV— **^*  =  0, 
c'est-ä-dire 

(Lxvii) y  =  ±  i*. 

poor  les  öquations  du  lieu  cherchö.    Ainsi 

Th^ordme  XXX.  Les  tangentes  menees  aux  extremi- 
t^8  des  diam^tres  et  des  sym^triques  de  leurs  couju- 
gaes,  se  coupent  sur  les  diagonales  du  reetangle  con- 
strnit  sur  les  axes  de  Tellipse. 

66.  Prol) Hameln.  Üalcöler  le  lieu  des  intersections 
des  normales  menees  par  les  extr^mit^s  des  diam^- 
tres  conjuguös. 

Dans  r^quation  gän^rale  de  la  normale  ä  Tellipse 

on  mieux  de  son  äquivalente 
(17) a^^^^f,2y  ^^^ 

X  ff 


180    Doilor:  Relation»  noueetlea  entrt  les  tangentes,  normales  etc. 

remplafons  x',  y'  par  lears  valenra  du  n''23,  prises  positivement; 
nouB  Aiirona 


pour  1«ii  dqnBlions  des  deux  nbrmaleB  menees  auz  extrtfmit^s  d'uii 
dlamAIro  2p  dirig4  dans  l'Biigl«  des  x,  y  positifs;  par  suite 


Meroiil  le«  equationn  dea  deux   normales   aux  extrömites  du  dia- 
roilre  'i<fy  cnnjugu^  de  äp. 

II  suffira  d'^limiiter  q  entr«  le«  denx  ^uation«)   pröcedenles, 
poiiT  avoir  Täqualion  dn  tieu  demsnd^. 


Pour  faire  celt«  Elimination,  nons  poseroDs 


r  =  X,  ■      —  =  r. 


...       j,  +  j.,  -  c-, 

luattons  en 

uxY~byX=J^e, 
byY^ttxX=^e. 

IS  tiroas 


tOBS  c««  Talenrs  dans  l'^qnatioD  (IS),  aona  Irou- 

(0.^+*^;)«      ■*■      (ax~by)->    -^• 

(..'«a*  +  **y«)'  =  c*Ca»^— AVI* 
lu  li«u  demand^ 
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Elle  represente  ane  courbe  da  sixi^me  degr^»  symetrique  par 
rapport  aux  deux  axes  de  rellipse,  et  passant  par  sod  centre. 

67.  Probleme  IT.  D^terminer  le  lieu  des  iotersec- 
tions  des  Dermales,  men^es  par  les  extr^niit^s  des 
diam^tres  et  par  les  extr^mit^s  des  sym^triques  de 
leurs  conjugn^s. 

Les  i^quatioDS  des  premi^res  normales  seront  toujoun^ 

ax  by 

V^^sz:^*  "■  V'^i^P  "^  *  ^' 
tandisqae  Celles  des  secoodes  seront 


ax  by 


Va*— ^*      V^^^^ 


=  ±t. 


Elegant  les  deux  membres  de  ces  ^qoations  au  carre  et  re- 
tranchant  les  r^sultats,  on  trouve 

(«.:.«-*^>)(^.-^,)  =  0. 
ce  qoi  donne  les  deox  droites 

(LXXI) y=±  J^ 

pour  le  lien  cherch^. 

Sor  cliacun  des  axes  on  prendra,  de  part  et  d'autre  du  eentre 
ane  longueur  egale  k  Tautre  demi-axe;  par  les  extr^mites  de  ce» 
longueurs  on  mdnera  des  paralleles  aux  axes;  on  formera  ainsi 
an  rectangle»  dont  les  deux  diagonales  seront  le  lieu  deniande. 


§.  TUL    Determination  des  ^l^ments  de  Phyperbole  en  yaleur 
des  rayons  yeetears  et  du  rayon  central. 


68.  Sopposons  Thyperbole  rapport^e  ä  ses  axes  et  repre- 
sente par  r^quation 

(1) a V  -  **^*  =  —  «**•• 

Les  ^l^ments  de  cette  courbe  peuvent  se  d^duire  de  ceux  de 
l'eHipse,  en  changeant  dans  ces  derniers  les  si^nes  de  6*  et  r  et 
en  y  rempla^ant  Tangle  tp  par  90^  —  fp. 

Theü  LL  11 
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69.    Nötig  obtenons  ainsi  le«  vateors  suivantes. 


Ooor4oiiii^es  d'un  point  de  l'hyperbole  en  valenr  du 
rayon  central. 


(I).   .   . 


.T  =  ± V(?«  +  A^  y^±\ sTq'^ü^ 


^3^  =  ±^t  \^(9*-a«)(^H^^). 


Bayon  central  et  dlstanee  foeale  en  yaleur  des  ra< 
yons  Teetenrs  et  de  l'angle  eompris. 


(U) 


^a  r=  a*  +  rr'  cos*  (p , 
d^  z=L  a^ -{- rr'  sin  *  q>. 


Bayon   central   en   fonctlon   des  axes   et  des  rayons 
Teetenrs. 


(III) 


e*=a*--A«  +  rr'. 


Th^ordme  I.  Le  carre  du  rayon  central,  men^  en  un 
point  de  rbyperbole,  est  ^gal  k  la  diff^rence  des  car* 
r^s  des  demi-  axes,  augmentee  du  produit  des  rayons 
vecteurs. 

Coordonn^es  d'nn  point  de  Phyperbole  en  JTonetion 
des  axes  et  des  rayons  Teetenrs» 


(IV).    .    s 


c  c 


Angrle  des  rayons  Teetenrs  en  Talenr  de  ees  rayons 
et  des  axes. 


(V).. 


»m(p=--—~L,     cos 


-V"=^'=V^. 


tang^)  = 


Vrr'-Ä«  — V^a-a«' 
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(VI) 


•   < 


C08  2ya:       ^,       = --^^^ , 
sin2g)  = 7 = 3 > 


Coordonn^es  d'mi    j^oiiit   de    Thyperbole   en   Taleur 
des  rayons  reeteum  et  de  Tangle  cempris.     Puisque 


(2).  . 


[  V  p«-a«  =  V"it'— 6«  =  Vr/cosip  =  Acotip; 


on  a  aussi 


(VII)  .    . 


•  < 


X  = 


y  = 


acy^ 


±     ic     =  ^ 


4c 


db  — cotaogg?. 


±  "5  X  — -7 —  X  cotang  q>. 


Th^ordme  ü.  L'abscisse  d'uu  point  de  Thyperbole 
est  egale  ä  la  diff^rence  des  carres  des  rayoos  vec- 
teurs,  divisöe  par  la  double  distaoce  focale;  et  Tor- 
donnee  est  ^gale  aa  carr^  de  Taxe  non  transverse, 
moltipli^  par  la  cptangente  du  demi-angle  des  rayons 
vecteurs  et  divis^  par  la  deml-distaoce  focale. 

70.  Nous  obtenons  ensuite  pour  les  tangentes  et  les  normales 
et  toot  ce  qui  en  depend,  les  expressions  suivantes. 

Inelinaisons  de  la  tangente  et  de  la  normale  sar 
Us  txes.    Puisque 

lang  r  =  -s-  » 

ii  vient 


1 

■ 

'4 
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tangT=cot2^=-V  ^^^  iS  ^^^Hp  =  irTZj: taog 9, 
(VIII)  5  8inT=co8W=-V  V-=cV  -TP^  =  -2^  «""^' 

Th^rdme  lU«  P.  Les  cosioas  des  an  gl  es  que  fait  la 
tangente  avec  Taxe  transverse  et  le  rayon  vecteur, 
sontentre  euxcomnie  Taxe  transverse  estäla  distance 
focale;  2^.  les  sinns  de  ces  angles  sont  entre  eax 
comme  la  sonime  des  rayons  vecteurs  est  a  la  distance 
focale;  3^.  les  tangentes  des  m^mes  angles  sont  entre 
enx  comme  la  somme  des  rayons  vectears  est  ä  leur 
diff^rence. 

Tangentes. 

sin  T  1   o*+6*  1  rr'+a* 


(IX).    . 


=  -  ViV  cot  r, 

a 


r=   ' 


= v^V^:=  v^V^: 


COS  r  ~  ^  "^  t  p 


a 


=  j  Vri^cotT"; 


(X) 


-, b^ 2rr^  cos  tp 

asin^tangT  r'\T 

^^atangr^  r'\T 
sing?         2  cos  9* 


(XI) T.r  =  ^E^^TT'. 


sin 


Th^or^me  IT.  P.  Le  prodait  des  deox  tangentes,  l*ane 
vers  Taxe  des  x  et  l'autre  vers  Taxe  des  y^  est  egal 
an  produit  des  deux  rayons  vecteurs. 

2^.  Le  produit  des  coordonn^es  du  point  de  cod- 
tact  est  ^gal  au  produit  des  rayons  vecteurs,  multiplie 
par  le  demi-sinus  de  la  double  inclinaison  de  la  tan- 
gente sur  Taxe  transverse. 


I 
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T       9*-a*  _  rr'-b*  _  b* 

T  ~  pH**  ~  rr'+o«  ■"«?*"   ' 

cot'  q). 


(r'+r) 


a' 


(XII) . 


2c« 


(r'  +r)  CO«  g) ' 


1        1    _  c» 

T     /fV    


c»  2c« 


ViT'(rr'+o«Krr'— 6«)      (r' +r)rr' coeq»' 
Soas-tangentes. 

*  cVp«+6«      cV^rr'+a« 

r'— r      6«     , 

(XlII).  .    < 


(r^+r)« 
4c 


tang^ 


tt'  =  ^  V  (*«-a«)(^«+ft«)  =  ^  \^(rr'+o«)  (rr'-i«) 
(XIV)  .   .   J  6«      ,>«-T* 

«f*  =  Jrr' 8ln2T. 

Th^orime  T.  Le  produit  des  denz  sons -tangenteB 
eit  ägal  au  produit  des  rayons  vectenrs,  mnltipli^  par 
le  demi-sinus  ds  la  doable  inclinaison  de  la  tangente 
snr  l'axe  transrerse. 

Normales. 


8iniV      a  asiDop 

(XV),  .    ■ 


ar  a  .  /— j 


iV'=:-^,=  TV;V  =  ^ 


cosiV      b  sin  qo 
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Thfiordme  Tl.  Cbaqae  narmale  est  egale  k  la  racine 
c&rr^e  du  prodiiit  des  rayons  vectears,  maltipü^e  par 
le  rapport  da  Taxe  non  adjacent  k  l'autre  axe. 


Th^orime  TU.    Le  prodnit   des  Dormales  est  ägal  an 
'uit  des  rayons  vecteurs. 


^,  =  ^.     ^'-'V  =  JgV^rr'  =  ^-^ 


.^       N'  —  ab-^  v^^ 


h^nrdme  TUL    Les  denx  normales  sont  entre  elles 
le    les    carr^s    des    axes    dod    adjacents    de     l'by- 


aas«  normales. 

/  n   =11  cot  JV 


--  —X  co(  qj. 


nw'  =  irr'sin2iV. 

läorimelX.  Le  produit  des  aous-normales  est  dgsl  \ 

oduit  des  rayons  recteurs  maltipli^  par  le  demi-  I 

de  la  double  inciinaisoii  de  la  normale  snr  Taxe  | 


.    ProJectiotiR  des   lanKcntes   et  des  normales   snr    j 
ijosB  veeteurs. 
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ß«-.a«  17^-6«         2(rr'— 6«) 

J  cos  <P  ==  — r  ■  ^       ^  =■  ^Z r-i 

(XIX)  . .  <  S3    .  .     cot  cp, 

r  i-r       ^ 

rco8(p  =  V^H6«  =  VivT^«  =  ^^'*; 

iV  8in  g)  =  -  V  rr'  X  — r=^  =  — , 

(XX)  ....     I  ^  '^'^ 

iV'  sin  <)P  =  7  VriP  X 


Vrr' 


=  a; 


r  Tcos9>  X  T  cos  9)  —  p«— a*  =  6«  cot  y, 
(  iVsiiig)  X  N'sincp  =  ä*. 

Th^ordme  X.  Si  Ton  projette  les  deux  tangcntes  sur 
les  rayons  vecteors, 

P  la  projection  de  la  tangente  rers  Taxe  des  ^  est 
^gale  ä  la  demi  -somme  des   rayons  vecteurs; 

2^1e  prodoitdesdeux  projections  est  egal  a  ladif- 
ference  des  carr^s  du  rayon  central  et  du  demi-axe 
transverse,  ou  ^gal  au  carr^  da  demi-axe  non  trans- 
▼erse  multiplie  par  la  cotangente  du  demi  angle  des 
rayoos  yecteurs. 

Th^ordme  XI.  Si  Ton  projette  les  deux  normales  sur 
les  rayons  vecteurs, 

1^  la  projection  de  la  normale  vers  Taxe  des  a;  est 
la  troisi^me  proportionnelle  au  demi-axe  transverse 
et  aa  demi-axe  non  transverse; 

2^  la  projection  de  la  normale  vers  Taxe  des  y  est 
^gale  au  demi-axe  transverse; 

3^  le  produit  des  deux  projections  est^gal  aucarrö 
h  demi-axe  non  transverse. 

Projections  des  rayons  Teeteurs  sur  la  tangente  et 
U  normale. 


1 

V\HJ 


tntrt  let  tangtulet,  normales  etc. 

UDq9  ^  &V  -i,     r'sin^  =  i  Y  — ! 

QtffiXr'  Guaq)  =  p' — fl*  SS  fc*cüt'q», 
rsiuyXr'sin^  =  i*. 

Ul.  1*  Le  prorfnil  des  perpeidicnUires 
a  f9y«ra  siir  la  Boriu»l«,  «st  6%».i  ä  l>  dif- 
C&rr«»    du   TkyoB  «»ntral    et    da  dani-aie 

dult  d«s  perp9Bdic«lair«s  »b«iss4eB  des 
1  t«ug»Ht«  «st  e»nstiiBl  et   egal   *■  ckrre   . 

k««ä  4«  ««Btr«  a«x  lBt»rs»etI«>fi  des  aic» 
Kt«  «t  1»  «»rMal«^ 


~yf,W^^      V"«>+A*      »*  +  ' 


=  v'=|V^7^"^=|V««— ««  =  «»*?■ 

lU.     t«  Ls   dUtsBCfl  du  ecutre  i  l'iiter- 
.  taogQBt«  av«c  Tax«  traQ»vers*r  ***  ^ 
ä  fo«al0,  «omme  Is  diffvrene«  d«»  ra5"' 
ik  leur  somne; 

ance  du  ««nire  ä  l'iDter»eclion  d«  !«■*'* 
^e  traasYBr»»,  «st  ä  [a  denai-distaiie«  '•" 
a  sonme  de»  r&yaa»  v^ctenrs  est  ä  ■'■' 

IT.     1"   La  di«l4ac4  du  c«iitre  ä   l'iBt«!' 


des  coiiröes  en  genial,  avec  applicaUons.  169 

section  de  la  tangente  avec  Taxe  non  transverse,  est 
egale  k  la  demi-distance  focale  maltipliee  par  la  tan- 
geote  du  demi-aagle  des  rayons  vecteurs; 

2^  La  distaoce  da  centre  k  rintersection  de  la  nor- 
male avec  Taxe  non  traosverse>  est  ^gale  a  la  demi- 
distance  focale  multipliee  par  la  cotangente  du  demi^ 
angle  des  rayons  vecteurs. 

(XXVII) tv  =  tV  =  c«. 

(XXVIII)  tt'  =  -73—  X  c*  tang  tp,     vv'  =  -7-—  x  c*  cotang  q> ; 

(XXIX)  .   .  ^+^,  =  ^,.    v«  +  v'*  =  ^. 


(XXX) V«  +  »'«  =  c*  (^,  +  ^,). 


Th^or^Me  XT.  La  demi-distance  focale  est  moyenne 
proportionoelle  entre  les  distances  du  centre  aux  in- 
tersections  de  la  tangente  et  de  la  normale,  soit  avec 
Taxe  des  x^  seit  avec  Taxe  des  y. 

Th^or^me  XYI.  P  La  sommedes  carres  des  inverses 
des  distances  du  centre  aux  intersections  de  la  tan- 
gente avec  les  denx  axes,  est  ^gale  au  produit  des 
rayons   vecteurs,    divis^    par    le  carr^  du    produit  des 

demi-axes, 

2^  La  somme  des  carres  des  distances  du  centr^ 
aux  intersections  de  la  normale  avec  les  deux  axes, 
estögalea  laquatri^mepuissancede  la  demi-distance 
focale,  multipliee  par  la  somme  prec^dente. 

Distances  du  centre  ä  la  tangente  et  ä  la  normale. 


(xxxi)rf=;^,  d'=äx:^  =  ^'xi-'-"2^- 


c« 


dd'  z=^,Xxy=.  kd^amlT, 
(XXXII)  ... 

Th^or^me  XYII.     Le  produit   des  distances  du  centre 
^la  tangente  et  ä  la  normale   est  egale  au   carre  de  la 

11* 


170    Dollar:  Halutlunt  nntweUei  entre  /et  tangentet,  nonnaUa  itc. 

dainl-4latano*  focsle  mnlllplitf  par  le  demi-sinns  de  la 
doublfi  UcMiiBUonde  la  taDgente  snr  l'axe  traasverae. 

7ä.  8erw«iit>  d<ternin<H  par  lea  dlreetricei  Bsr  la 
laniente  et  la  «ormale. 

i  JUS=a-^.    »S'=^^;  I 

1  cosv  cos»  ! 

(XXXUI),.J 

(JKL  ^  ^:Xi^.  MV  =^X^- 

TW«t^Ke  XVItl.  L«a  perpendicalaires  ilcvi^m  par 
le«  foy«ra  aur  loa  T«y»B«  *aet*«rs,  r«acoBtr«ot  la 
(«HS*'*'*  **^  wdia«»  p»iat«  ^a*  les  direciricea. 

'Hi^ttfiw»  XIX.  Cha^a«  ditvcine«  delerviae  aar  la 
t«ns»«ile  «t  la«»T«M«l»4l«»  aagMeats^ai  aoat  «atre  eaz 
eowiM«  )a  a»wMa  dl»s  rajvas  vacleai«  «at  i  lear  difftf- 

74.    S<»Kn«»l»4^t»mta*s  l*r  lai  taarvat«  «t  Im  aar- 


C^ 0^»— Wb»  =  ä*. 

Pour    appliqu«r    ä   q«tto   byp«rbitla  W    fbrmntas 

_  .«._      i.._  -'layg^  o  ao  fr,  a:  eo  j  «t  raGtpr<K|iniiiaBt[ 

n»  par  Xi ,  y^    las  KootAaanAvm-  ^na  puinC  d^   ^  1^ 
^  le  rayoQ  contnl,  parr,,  r,'  le»  rayon»  m 
{le  compris. 

iit  les  changeiDents  iudique^  nous 


de»  couröes  en  g^n^al,  avec  appUcaUons. 
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/   y  =  ±^^ft«+a» 


b.. ^-_      .  6(r,+r,') 


=  ± 


2c 


(XXXV) <  ar  =  ±  -  V^^«-*»  =  ±  ^  V"r,r,'  —  a«=  ±  ^cotangy,. 


'«y  =  db  ^  V"(p,«+a«)(<>,«-*«) 


/«—•.« 


l       =  dt  ^V(r,r,'-a«)(r.r,'+6«)  =  ±  ^x'^^V**'"*''" 


^ponr  les  eoordonn^es  du  point  Mi\ 

[^•  =  Ä«  +  r|ri'co8«g)|, 
riri'sin*^)! 

[poar  les  yalei^rs  de  qi  et  c  en  JTonetion  de  b,  r|,  r/  et  «p, ; 

(XXXVH) ^i«  =  &«— a«  +  riri' 


(XXXVI) j(>t*  =  *«  +  rtr/co8« 

(c*  =z  Ä*  +  rir.'  sin* 


hwor  eelle  de  ^i  en  JTonetion  de  a,  6,  Ti  et  r|'; 


8in9>|  = 


V^ 


TlTi 


=,      COS  9)1  = 


TiVi  — O* 


(XXXVIII) 


taDg9>|  = 


Vnri'-a«       V^,«— 6« 


ponr  la  yalenr  du  demi-angrle  g>|   eompris  entre  les  ra- 
yons  TeeteuTs;  enfin 

cos  2g,,  =      ^^^^,      ="^^^' 


(XXXIX)  {   sin  2^)1  = 


2aVriri'— a*     2flV^pi«-.A« 


nn 


nn 


tang2g,i  =    ^^a^ 


2aVr,r/— a«     2a  Vp,«-^« 


9i 


nn'  ^i*-c* 


fKmr  la  Taleur  de  l'ungle  29)]    eompris  entre  les  rayons 
Teeteurs. 

76.    Nons  trouvoDs  ensuite 


I ^ 


172    Ifonar:  atlaäons  nouwUei  enire  leg  tamgeattt,  normalei  tU. 


i~itang^. 


(XL)  . 


'  '        cl      r,r,'  c  1        r,rj' 

.  T,  =  ,i.  ff,  =  » V"^'  =  ;V^^ 

'  '        c  »     r,ri  c  1        r,r, 


r,r,' 


(XU) 


|»i)ur  I««  IncIlUHtiions  4e  U  tangreute  et  de  la  nurmale  enr 
rnne  trHUHvemet 

\   '    ~  fiBiiiyitangr,  ~       r,'+i-, 

,    r,  4a«  .,  (r/-r,)»cOB*g»,. 

-  «-.r,  .  y^-7  =  (^r+^ cot  T.  - (,,-+,,), ,i„V. 

iira  de»  tauKemtes; 

^  ..(t,n»')  _  -».'.' -tj")  =  (jL±aI'  M8»,i. 
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(XLV)  <,/,'=  ^  V  (?,«+fl»)(ei*-6a)  =  ^  V(r,r/+6«)(r,r,'-<i«) 

=  ^  X       ^      Xcot^i  =  inr.'sin  2r, } 

pour  les  soas-tangentes  et  leur  prodnlt; 
77.    Pols  oous  obtenons 

(XLVI) ^iv^.==*V7:;-r^^*_. 

ponr  les  normales  et  leur  produit; 
(XLVll) 


\  =  4  rjr,' sin  2Ai 

pour  les  Talears  des  sons-liorinftles  et  de  lenr  produit. 

78.    Od  Terra  enfin  que 

2oa 
(XLVIII)^  =i;^7qp;^cot9),. 

Ni  sing),  =jrVr,ri'X-^===T-. 

ZV/sing,,  =-Vrir,'XT7-=  =  6, 

V  r,r|' 


174    Dostor:  RelaUom  nouvelles  enire  les  tangentes,  normales  etc, 

w 

8ont  les  pfojeetions  des  tangentes  et  des  normales  sur 
les  rayons  veeteurs  et  donoent 

7i  cos^i  X  l\'co8  9i  =  ^1* — 6*  =  a*cot9)| , 

puls  que 

•    y bc Ac Tt^— -ri 

(L)  .   .   .  / 

k    ,  ac  ac 

(LI)  ...  I 

1  » 

(v,'  =  -  V^Tiri'— a*  =  -  V^pi"— Ä*  =  c cotang  9)] 

sont  les  distances  du  eentre  aux  Interseetions  des  axes 
aree  la  tangrente  et  la  normale,  et  que 

8ont    les  distances  du  eentre  ä  la  tangrente  et  ä  la  nor- 
male. 

79.   Les  Segments  d^termin^s  par  les  direetriees  aar 
la  tangente  et  la  normale  seront 

'    *       eosopi'        *    *        cos  07, 
(Llli) ...{ 

et  OD  aura  pour  les  segments  eompris  snr  les  direetriees 
entre  la  tangente  et  la  normale 

(LiV)  .   .   .    .Äxl^=^-^^,     Ä,'V  =  ^^^^- 
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80.    Sappo8ons  qae  les   deaz  diamötres  2^»  2pi  soient  con- 
JDgu^Sy  de  Sorte  que 

(4) e«— ^ia  =  o2-6«. 

I 

Combinoos  cette  -öquatioo  saccessivement   avec  chacuoe  des 

iaivantes 

5.  (<>'  =aa-ft«  +  rr', 

et  Dous  trouvons 

(LV) P*  =  riri',    (i;»  =  rr'. 

Th^ordme  XX.  Dans  l'hyperbole,  tout  rayon  ceotral 
est  moyen  proportionnel  entre  les  deux  rayons  vec* 
teurs  meoes  ä  l'exträinitö  du  rayon  correspondant 
daos  l'hyperbole  conjaguäe. 

81.  Si  nous  retranchons  Tune  de  Tautre  ces  deux  derni^res 
^galitäs  et  que  nous  comparions  le  resultat  ä  (4)  nous  obtiendrons 

(LVI) rir/-rr'=:a2— 6« 

Th^or^me  XXI.  Dans  deux  hyperboles  conjuguöes^ 
la  differenee  des  produits  des  rayons  vecteurs  menös 
ä  deux  poiots  conjugues  est  coostante  et  ögale  a  la 
differenee  des  carräs  des  axes  transverses. 


• 


82.    Nous  avons 

r'—r  =  2(1;,    ri'-ri=26, 

dou  Dous  tirons 

(r  +  r')*  =  4a«+4rr',    (n  +r,')*  =  46«+4r4ri' ; 

retranchant  la  seconde  ögalitä  de.la  premidre,  il  vient 

(r +  r')*— (ri+ri')*  =  4(a«-6a)  — 4(riri'  — rr')} 

nuus,  en  vertu  de  la  relation  (LVI)  le  second  membre  est  nul;  on 
a  donc 

(LVII) r  +  r'  =  ri+ri'. 

Th^or^me  XIL  Dans  deux  hyperboles  conjuguees, 
leg  so  mm  es  des  rayons  vecteurs  qui  aboutissent^deux 
poiots  conjugues,  sont  ögales. 


83.    Puisque 


« 


^A 


1 


176    Dostor:  Relations  nouvelles  entre  les  tangentes,  normales  etc. 

il  vient 

(LVIH).   .   .   .n'  —  a+b  +  r,    Virna—b  +  r 

poar  les  vaieurs  des  deax  rayons  vecteurs  qui  aboutis- 
sent,  daos  laseconde  hyperboie,  k  Textr^initä  du  ra- 
yon  conjuguö  de  q  auquel  aboutit  r. 

84.  Les  relations  de  condition 

Q^--'Qi^  =  a^-b^    Q^=:nr^\    Pi«  =  rr' 

transformeDt  les  expressions  (XXXVIII)  et  (XXXIX)  dans  les 
suivantes: 

/Fivx      •             "                     V^2— ö«    ^  a 

(LIX)    sin  9i  =  -,    cos  <pi  = ,    tang  q>i  =  77==== ; 

(LX)  .  .  .  sin29>i  = ä »  coszq»!  = j— , 

85.  Nons  avons  tronv^  an  n^  69,  formules  (V)  que 

eo8v  =  — ^p-,    tang,.=  ;^^==|; 

si  nous  comparons  ces  valeors  ä  (LIX),  nous  obtiendrons 

-  cosy  _  2^       cotang  y  _  2a 

^        ;•   •   *   •    ^Q^fp^       2qi'     cotang^i       26* 

Th^ori^me  XUI.  Dans  deux  hyperboies  conjngaees, 
si  Ton  m^ne  des  rayons  vecteurs  aux  extremit^s  de 
deux  diam^tres  conjugu^s,  P  les  cosinus  des  deini- 
angles  compris  sont  entre  eux  comme  ces  diametres; 
2®  les  cotangentes  des  mdmes  angies  forment  un  rap- 
port  constant,  ^gal  au  rapport  des  axes  transverses. 

85.  Divisons  la  premidre  des  relations  (LXI)  par  la  secoode, 
il  viendra 


(»^XID ::^--  =  2i,^W 


sin  q>  2q^  ^  2a 

sin  «pi ' 
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Tb^rdme  XIY.  Dans  deuz  hyperboles  conjugu^es  le 
rapport  de  deaz  diam^tres  coDJagaes,  divi^e  par  le 
rapport  desazes  transverses,  est  egai  aa  rapport  des 
sioos  des  demi-angles  compris  eotre  les  rayoDs  vec- 
tears  qoi  aboutissent  auz  eztrömit^s  de  ces  diamötres. 

Les  coordonn^s  de  reztrömitö  de  q  MsluU  d*apres  n^  69, 
«  =  -  Vp* — o*  =  -  yTrr'—tl^  =s  —  eotang  9, 


dies  de  rezträmit^  de  Qi  seront,  eo  verta  de  la  forniuie  (XXXV), 

10?!  =  -  W  Q^—.a*  =  ■-Vrr^^b*=z  —  cotangg), 
c  c  c 

u  en  tire 

(LXIV).    .  :ts  =  x,y»  =  ^  V(p«  -  a*Ke*-f^) 


ab,, — -, — = — r — TS-      ob      r+r' 
=  ^  V^(rr'+a«)(rr'-A«)  =  ^X-^X  eotang,). 

87.  Noas  tronvons  ensuite 
fang  Ti  =  3  V  -ii:^,  =  äV  f;.— Äi  =  -Ji^X*'^"SV, 

'  ^  ■  C  Q  C  Q  4CQ 

^       b    V^p«=^«      b   W^^      Ä«     , 
cosli=:-« — =  -. =5 — cotaneop, 

*         C  p  C  Q  CQ  ^^ 

pour  rioclinaison  sur  Taze  transverse  de  la  preroidre  hyperbole^ 
<Ie  la  tangente  menäe  dans  la  conjuguäe,  ä  rextr^mit^  il/i  du 
diam^tre  conjugoö  de  2^. 

88.  Les  tangentes  et  les  normales  en  Mi  seront 


Tkeil  LI,  12 


178    Dostor:  Relattons  nouvellet  entre  iet  tatigentes,  normalet  ete. 

A.I  o*—a*          tyrr'-ft»        26p      . 
(LXVI)i  , ^  ,^ 


(Lxvii) nfi^^,  ^i'=^. 

d'oü  on  tire 

(LXVIÜ).  .  .     T^xTi'=zNiXN^'  =  Q^ 

Th^ordme  XT.  Dans  deax  hyperboies  conjugnees,  le 
prodait  des  tangentes»  meo^es  dans  i'aoe  d'elles  k 
Vextx6m\t4  d'un  rayon,  est  ^gal  au  prodait  des  nor- 
males» et  anssi  ögai  aa  carr^  du  rayoD  conjugn^  dans 
Tantre  hyperbole. 

89.  Nous  obtenoDs  ponr  ies  sous-tangeotes  et  les  sous-nor- 
males : 


(LXIX) 


(LXX) 


Q'a/-  «8  ,  4.^      o*a/ — 7-7— •      fl*(r+r') 


""''  =  ^^-«•^  ~Vrr'-Ä«_:=-cotaDgip; 


d'oü  il  nous  vient 
(LXXI)  fi^'=«i«i'=ariyi  =  nii'=tt'=-2X — j — Xcotang^. 

Th^ordme  XTL  Dans  denz  hyperboies  c4>DJnguÖ8,  si, 
par  lefs  extr^mit^s  de  deux  diametres  conjuguös^  od 
möne  des  tangentes,  le  prodnit  des  sous-tangeotes  et 
celui  des  sous-normales,  par  rapport  k  rextrömit^ 
d*nn  diam^tre»  sont  ^gaux  entre  eux  et  ögaux  aux  me- 
ines produits  par  rapport  a  Textrömit^  du  diamötre 
coojugnäy  et  ces  produits  sont  encore  ^gaux  aux  pro- 
duits des  coordonn^es  des  points  de  contact. 


des  courbes  en  g^nH'al,  avec  appUcQüofu.  179 

90. .  Le6  projections  des  taogoote»  et  des  normale»  en  Mi 
sor  leii  rayons  vecteura  seroot 

2a6  t-\-t' 

(LXXIl)    ^ 

m&  nous  avona  trouvö 

26*  r+r' 

Tcos 9  =     .,  CO89,     r'coa ^  =     Q  - ; 

6' 
ZVsiD  a>  =  —  >  iV'sin  g>  =  a; 

dra  Dous  tirons 

ffXXlIh     ^^^^^   iVainy    _   ZV^ainy  _  26 

^  ^   y*!  cos^Pi  "^  ZVj'siD^Pi  "■  Ni  aio 91  ^  2o  * 

(LXXIV)  .  .  .TxCQStpiXTi  cosq>i':=z  abfioX^p, 

(LXXV)  .    .   .   .    iV^siog^iXiV'ßiny^  =:  a*, 

(LXXVI) rcos9=  7\'cos9»i, 

Th^ordme  XTIL  Daos  deux  hyperboiea  conjuguees, 
siToD  mene  des  tangeiiteset  des  Dermales  par  les  ex- 
träroites  de  deux  diametres  conjugu^s,  et  qu'on  pro- 
Jette  ces  lignes  sur  les  rayons  v^cteurs» 

P  le  rapport  des  projections  des  taogentes  vers 
l'axe  des  x  est  egal  au  rapport  inverse  des  axes; 

2^  les  projections  des  tangentes  vers  Taxe  des  y 
8ont  ögales  entre  elles; 

3^  le  produit  des  projections  des  deux  tangentes  ä 
l'extrdmitö  d'un  diam^tre,  est  ögal  au  prod uit  des  axes 
transverses,  multiplle  par  lacotangente  du  de mi -angle 
conf^ris  entre  les  rayons  vecteurs  qui  aboutissent  a 
i'extremite  du  diam^tre  conjugu^; 

4"  le  produit  des  projections  des  deux  normales  ä 
t'extr^mite  d*un  diametre  e»t  ögal  au  cärre  du  demi« 
^xe  Qon  transverse;      ' 


180    Dostor:  RelaUons  noupelles  erUre  les  tangentes,  normales  etc. 

5^  le  rapport  des  projections  de  la  iangente  et  de 
la  normale  vers  i'axe  des  y  est  ögal  au  rapport  de  1& 
somme  des  rayons  vecteurs  k  leur  difföreoce. 

91.  Noas  avoDS,  ponr  les  distances  du  centre  aux  intersec«« 
tions  des  axes  avec  ies  tangentes  et  les  normales; 

bc  bc  26c 


(LXXVIII).. 

-  ac  ae  ac , 


(LXXIX)....  j  ,  » 

(v,'  =  -  V  j* — o'  =  -  STrP^b*  =  —  cotang  ^p ; 

mais  an  n**  72  nous  avons  anssi  trouvö 

,  _  2flc  _ 

T  =  j;-p^,  T  =ctang9), 

r'+r 
v=:-ö — Xc,    v'  =  ccotangg). 

Comparant  ces  valeurs  et  les  pr^cödentes,  on  voit  que 

(LXXX).   .   .   .     -=— ,_~-.^-g, 

(LXXXl)  ...  TV  Ä  t'v'  =  T, Vi  =  t/vi'  =  c«; 


r' — ^r 


(LXXXII)  .. 


Tt/  =  T,Ti'  =  j7qj::;:Xc*tangg>,  \ 

f»'-l-jr 

vv'  =  Vi  Vi'  =  -7^j-Xc*  cotang  g>. 


Th^ori^me  XTHL  1^  Les  tangentes  men^es  aux  extr^« 
mit^s  de  deux  diam^tres  conjaguäs  coupent  chaque 
axe   ä    des  distances   du   centre,    qni    sont    entre    elles 

comme  le  premier  axe  est  au  second; 

* 
2®  les  produits   des  distances  däterroinees  par  les 

tangentes  sur  les  deux  axes  sont  ögaux,  ainsi  que  ceux 

des  distances  form^es  par  les  normales; 


des  eouröes  en  gin^al,  avec  appiicaäons. 


181 


3^  cbacoD  -des  premiers  prodaits  divis^  par  l'un  des 
geconds»  est  ögal  au  carr^  da  rapport  de  la  differeace 
des  rayons  vecteurs  k  lear  somme»  multipli^  par  le 
carr^  de  la  tangente  du  demi-angie  compris  entre  ces 
rsyoDs. 

92.  Les  distances  du  centre  ä  la  tangente  TiTi'  et  k  la 
Dormale  NiNi'  seront»  d'aprds  (LH), 

(LXXXIIl)iti  =  — ,     Ol'  =--— 2~*cotg>  =  —  »  ^   ■  .cotyi 


=  — 2~"  ^^9>i; 


et,  eonime  nous  aVons  trouve 
il  vieot 


p*"~2 — -^^^^ 


r+r' 

•  o    cosy 


(LXXXIII  bis)  .  .   .    <2^  ^  i2ie  =  a6; 
(LXXXIV) cW,  =  ^^  ; 

—  =  —  2=  ^' ; 
*   *    *   *      dl       r/i'       ^  ' 


(LXXXV) 


(LXXXVI)  .  -^2  -  ^/a—     ß«^a    ~"  6«  ~ 


:«• 


Th^orl^me  XIX.  Dans  toute  byperbole  P  la  distance 
du  eentre  h  cbaque  tangente  est  ögale  an  prodnit  des 
demi-axes  divis^  par  le  conjuguö  du  rayon  men^  au 
poInt  de  contact; 

2^  la  distance  du  centre  k  cbaque  normale  est  ^gale 
k  la  demi-sorome  des  rayons  Tecteurs  nien^s  au  point 
de  contact,  multipll^e  par  le  cosinus  du  deml-angle 
compris. 

Tb^ordme  XX.  Dans  deux  byperboles  conjugu^s, 
P  la  difförence  des  inverses  des  carr^s  des  demi-axes 
transverses  est  egale  k  la  difference  des  inverses  des 
carrös  des  distances  du  centre  a^x  tangentes  menäes 
lux  extrömitös  de  deux  diamötres  conjuguös. 

2^  le  rapport  des  distances  du  cen^reaux  tangentes 
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et  lerapport  des  distances  du  ceotre  aus  Dormäles 
sont  ^gaax  entre  eux  et  ögauz  au  rapport  des  diame- 
tres  coDJuguös. 

93.  Par  le  n^  79  nous  voyons  que  les  directrices  dätermineot 
sur  ia  tangente  7\7|'  et  la  normale  NilSi»  menees  en  üf^»  cod* 
JQgu^  de  jüf ,  les  segments 

I      *     *  Ol  COS  09  '     *  OtCOSO) 

(LXXXVII)  { 

Qi(r'+r)cos(p'        *    *       ^i(r'+r)cosg)* 


mais  nous  aTons  ddjä  trouve  au  n^  73 


• . 


lias  =  — ^, 

1                  COSffi 

(LXXXVIll)  { 
il  vient  donc 

MS' =.   *■'   , 
cosgD 

ML-  -        ^'"■'        • 

^^   --(1^4^)008  9 

COS*  9)  A     1     ^      i     1  Qi^COB^tp 


(LXXXIX) 

MLXMV  z^-rrr^^* 

(r+r)*cos^^ 

46*o* 
*    *        *     *      (r+r)*coö^i 

d'oü  oous  tirons«  eo  vertu  de  (LXl)» 

(XC) MSXMS' ^  MiSiXMtS/, 

MLxMV         fl« 


cos^9i 


(XCI) 


M^L^XMiW  -  6** 


Th^ordme  XXI.  Dans  deux  hyperboles  conjngudes 
1^  le  produit  des  deux  segments  determinäs  par  les  di- 
rectrices sur  uiie  tangente«  est  ägal  au  produit  des 
deux  segments  determines  par  les  directrices  sur  la 
tangente  menees  du  point  conjuguö  du  premier  poiot 
de  contaet;   2^  les  produits  des  segments  forwes  sur 
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['  cbacane  de»  normales,  sont  entre  euz  corome  ies  azes 
traDSverses. 

04*    Aiigrle  4e  de«x  dlam^tres  eonjagr«^«*     En  d^lg- 
I'  nant  cet  angle  par  F,  nous  tronverons,  par  un  calcol  analogoe  a 
celoi  qui  a  et^  employ^  poar  TeHipse,  qae 

,    —      ab        a    ,  &  .    . 

sin  F= —  =  — sm^  =  -singji  =  sinq>ainq>i, 

^j— -^  X  cos  qo  cos  g>i , 

tangF=Y  ^äq7pXtang9)tang(pi, 

Xh^rdme  XXEL  Le  sinus  de  Tangle  de  deuz  diamd- 
tres  conjuguös  est  ögalau  produitdes  sinas  des  demi- 
angles  compris  entre  les  rayons  Tectears  qni  abootis* 
seot  ä  leurs  eztr^mit^s. 

95.     Consid^rons  les  deut  hyperboles  conjagn^es 

(6) oV— **^*  =  -  «*^** 

(7) «V— 6*^*  =  o***» 

et  lears  as3rmptotes  eommones 

(8) y  =  ±-^i 

r<§qaation 

sera  celle  de  la  tangeote  men^e  ä  (6)  par  Teztreroitö  snp^rieure 
de  p,  et 

sera  T^quation  de  la  tangente  menöe  ä  (7)  par  Teztröinitö  sup^ 
rienre  de  Qx  conjngaä  de  q. 

Ces  deuz  tangentes  coupent  les  deuz  asymptotes  (8),  la  pre* 
aidre  en  deuz  poInts  £,  F  dont  les  coordooo^es  soot 

f ac , 6c ^ 
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ac 


jf 


bc 


et  la  seconde  en  deuz  points  Ei,  Ff  dont  les  coordonn^es  sont 

ae  .  —  bc 


„  ^^ — PC „ 


V^*+**+ Vp*-a«' 


be 


Vg^+b^  +  V^p«-a* 


Si  OD  compare  les  valeurs  de  x',  y'  et  x*\  y'\  on  verra  qo( 
les  deux  poiots .£7,  F  se  confondent    La  distanee  EiFi  sera 


(XCIII)  .   .  d  = 


2ca 


2a6c 


V^«+6*  +  Vg^—a^      ^y  +  ^^ 


Menons  la  tangente  ä  (7)  par  rextrömit^  da  rayoD  symötriqu^ 
de  ^i;  son  ^quation  sera 

ayVp*+6*  +  ix  V^«— fl«  ==  a6c; 

eile  coopera  les  deuz  asymptotes  en  6r»  Cr|   doot   les  eoordoi 
nöes  sont 


ac 


d;  = 


bc 


6c 


oc 

N(^us  aurons  pour  les  distances  des  points  d'intersection 

GE^GF=  —  V  g^+b*  =  2X, 

c  ' 

c 

I 

o„     ^ 

La  longueur  2Jr  est  la  projectioo  da  dlainötre  2^  sur  Taxe 
transverse  2a,  et  2  Fi  est  la  projebtion  dn  djam^tre  conjagu^  2^ 
sar  Taxe  26« 

96.  Supposons  que  les  denx  byperboles  conjugaäes  soient 
eqnilat^res;  leurs  öquations  seront 


(9) 


y^ — «*  =  T  o*. 
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Si  0006   faisoDS   6  =  a   dans   les  ri^saitat«   pr^^dents  nous 
aoroDS 

(XCIV).  .   .   .     (?«  =  iy  =  ^«,    c*=2a»; 


6in  ^  =  -y     cos  9>  =: 


^- ,    tangg>  = 


a 


^p«- 


«d29  = ^ä ^,    co829  =  ^— ,  taDg2<p=~^äf2^«— 

Ih^ordme  XXni.  Dans  Thyperboie  ^quilatere,  tout 
rayoo  central  est  moyen  proportionnel  entre  les  deux 
uyoos  vectears  qui  aboutissent  ä  son  ezträmit^. 

97.  Nous  trouvons  ensnite 

)Dr  les  cöordonn^es  des  exträmitös  de  denx  diam^tres  conjugues. 

98.  Nous  avons  aprds  cela 

(xcv>:..  7-  =  r.  = , V^^    r  =  r.'  = ,  V"pg. 

T.  T  =  p«, 

(XCVI)  .    -   .  .     iV=  iVj  =  iV  =  /Vj'  =  p; 

:cvii)  ../  =  <»  = 


p«  — a« 


(xcvni) i+7^'  =  «' 

Tli^r<^me  XXIY.  Dans  Thyperbole  öquilatere,  la  nor- 
iale  est  ögale  au  rayon  central,  qui  est  moyen  propor- 
ionnel  entre  les  deux  tangentes. 

Th^ri^me  XXV.  Le  rayon  divise  par  le  prodait  des 
^OQs-tangentes  est  ^gal  h,  la  somine  des  inverses  des 

tangentes. 

12* 
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§•  IX.    Determination  des  ^i^ments  de   la  parabole   par 

le  rayon  Teeteur  ejt  le  param^tre. 

99.  Inclinaison  de  la  tangente  snr  l*axe.  Supposons 
que  la  parabole  soit  rapportöe  ä  son  axe  et  k  la  tangente  au  som- 
met;  eile  sera  representöe  par  requatioo 

0) , '   y^zn'lpxy 

oü  p  est  le  parametre  de  la  courbe. 

Soient  x^  ,y  les  coordonn^es  d*an  point  de  la  parabole,  r  le 
rayon  vectenr  nienä  en  ee  poiot  et  q>  l'angle  qu'il  fait  avec  \a 
tangeote.    On  sait  que 

(1) 2r  =  2a?  +  p. 

L'öquation  de  la  tangente  ^tant 

(2) Yy=^p{X-\^x\ 

on  a 

tangr=?; 
il  vient  done 

(I.)...     ]eos7'=cos.=V'^  =  \rV' 
d'oü  on  tire,  pour  rinclinaison  du  rayon  vecteur  sur  Taxe 

«in  2m  -  2^^  -  »  -  ^^®^HM 

^        zx-t-p        r  T 

m...l  cos 2^  =  U^J = '-^. 

t«ng  29»  -  2^:Z^  -  flZ^  -       r-p      ' 
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100.    Yaleurs   des  tangent^s.     Les   triangles   rectanglea' 
MPT,  MQT'  noos  doDneot 

(IV)...  ^ 


Th^or^me  I.     La   taagente    Ters    Taxe   des   y    est    la 
Doitiö  de  la  tangente  vers  Taxe  des  x. 

101.  Prodait  des  tangentes.    On  trouve 

(V) rx3r"=2rar. 

Th^ordme  ü*    Le  produit  des  tangentes  est  ^gal   au 
double  produit  du  rayon  vecteur  par  i'abscisse. 

102.  Yaleur  des  seus-tangentes.     On  a 


(VI).   .   . 


(VII) f^=-ipt,   «'  =  0:3^=1^. 

Th^ori^me  HI.  La  sous  -  tangente  snr  Taxe  des  x  est 
ledouble  de  rabscisse,  et  la  sous -tangente  sur  Taxe 
des  y  est  la  moitiö  de  Tordonnee. 

Th^or^me  IT.  La  sous- tangente  sur  Taxe  des  y  est 
noyenne  proportionnelle  entre  la  sous  -  tangente  sur 
i'axe  des  x  et  le  quart  du  parametre. 

103.  Yaleurs  des  normales  et  des  sous-normales« 
Par  les  triangles  rectangles  lUNP,  MN'Q  on  a 

(VIII).   .  \ 

Ijyfi  --.     ^*     ^  x^(2x  +  p)  ^  2r^*  _  K2r --£)» . 
sin*r  p  p  2p       ' 


188    Dostor:. ßelations  nouveUes  enire  ies  iangentes,  normales  etc. 


ax) .  .  . 


Th^r^me  Y.  Les  carrös  de  la  tangente  et  de  ia  nor-, 
male  vers  i'aze  des  o?  sont  entre  eux  comme  la  doable 
absei sse  est  an  param^tre,  et,  par  suite, 

Les  cärrös  de  la  tangeote  et  de  la  normale  vers 
Taxe  des  y  sont  entre  enz  comme  le  paramötre  est  ä 
-I a  double  abscisse. 

104.  Projeetlons  des  tangentes  et  des  normales  sir 
le  ray on  Teetemr.    Ces  projeetlons  sont 


(X).   .   . 


(XI) 


l   T  cos9>  =  jfcotaog^  =  2jr  =:2r  — p, 
N  sing)  =  yUiDgip  =  p. 


Wsintp  s^jc  =  r  —  ?• 


Th^rdme  TL    Si  Ton  projette  ies  denz  tangentes  sun 
le  rayon  vectenr,  la  premiere  projection   sera  donble^ 
de  la  seconde,  ögale  ä  la  sous-tangente  sur  Taze  des 
X,  et,  parsnite,  ögale  k  la  double  abscisse. 

Tb^rSme  TEL  Si  Ton  projette  les  normales  sar  le 
rayon  Tocteur,  la  premiere  projection  sera  ^gale  ä  la 
soos-normale  sur  Taxe  des  j?^  et,  parsaite,  egale  so 
pararoetre,  et  laseconde  sera  «^gale  a  rabscisse* 

105.  Projeetions  des  rayons  Teetevrs  sar  la  tan* 
^ente  et  la  normale.    Elle  sont 

I  r  cos  ip  =  ^T^:^  =  1  \r2r(2*+p)  =  JT, 
(XII)  .   . 


r  sin 


mq>==\^  =  i^rp(^  +  p)  =  iN. 


n^r^me  Till«  Si  Ton  projette  le  rayon  Tecteor  sar 
la  tangente  et  la  normale»  la  premiere  projection  sera 
^tale  i  la  rooiti^  de  la  tangente  sur  l\txe  des  or,  et  la 
^«^t^nde  dgale  i  la  moiti^de  lanormalesvr  l'azedesx 
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106.  BistAitees  4v  sommet  »ux  pieds  de  1»  tangeftte. 
FauoDs  soccesstvemeiit  FsO,  Jr=0  dans  l'^qaatioii  (2)  de  ia 
tangente;  nous  obtenons»  en  valeur  absolue«  « 

et,  par  soite, 
(XIV) T'«=ipir. 

107.  Bistanees  du  sommet  avx  pieds  des  normales. 
NoQS  avoDS 

(XV) ..." 

v'=y  +  n'  =  3r  +  ^=:^(p  +  :r), 

d'oQ 

(XVI) ^=^- 

V       y 

Th^orme  IX.  Les  distances  du  sominet  aoz  piedsdea 
normales  aont  entre  elles  cororoe  le  paramötre  est  ä 
i'ordonnöe. 

108.  Bistanees  des  pleds  des  tangrentes  aux  pleds 
4eB  normales.    En  les  reprösentant  par  er,  ß,  od  a 

.as=^n  +t  =T  +v  =2^+/i  =  2r, 

(XVll)...|/J  =  «'  +  *'  =  i^-.'  =J(p+.)-|=Ä^ 

ry      Tx 

Th^ordme  X.  P  La  distanee  du  pied  de  la  tangente 
8or  Taxe  des  x  an  pied  de  la  normale,  est  ^gale  au 
double  rayon  vecteur. 

2<^  La  distanee  du  pied  de  la  tangente  sur  Taxe  des 
3f  au  pied  de  la  normale,  est  une  quatri^me  proper^ 
tionnelle  entre  le  param^tre,  le  rayon  vecteur  et  l'or- 

donn^e. 

109.  Segments  d^termln^s  par  la  dlreetrlee   sur  la 
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26c 

€08  a  =  1  —  TT-l — TT — i — ;  5 

(6  +  r)(c  +  r) 
ety  par  suite 

C08p  =S  1  —  "} — -. — TT — ; — ;» 

lab 
Snbstituant  ces  valeurs  dans  la  relation  (1),  on  obtient 

Ti-— ?^?— IV  n— ^5?— T+Ti— M_T 

L'     (6+r)(c  +  r)J  "*"L*     (c+r)(a+r)J  ■*"L      (a+r)(6+r)J 

^L      (6+r)(c+r)JL*    (c+r)(a+r)JL*    (a+r)(6+r)J  ^ '' 
OQ»  en  effectuant  et  en  faisant  ^vanouir  ies  d^Doniinateurs : 

— 2«^6c(6+r)  (c+r)  —  26«ca(c+r)(a  +  f)— 2c*a6(a  +  r)  (6 +r) 

— 4a«ÄV  =  0. 

Efectiiant  dans  cette  ^uation  et  ordoonant  par  rapport  a  r, 
OD  troQTe 

r»(*M  +  e'^a^  +  a«ft*— 2a*6c—  2Ä*ca — 2c*o6) 
— 2r(6Va  +  AiH  +  a^c)  +  a*6*c«  =  0, 

ce  qn'oD  peot  eoeore  ^crire 

m  -./"*  ^1  j.  J-       1       1       l^ 

(I)  •   •   •   •    "^^a^^  (^^  ^^  be^  ea~  ab)  . 


-*a  +  l  +  l)  +  .=a 


Gelte  ^qvatioD  dosae  Ies  rayens  des  deoz  cerdes  tangenfs 
demaad^;  Tan  d'etiz  est  eompris  eatre  Ies  trois  cereies  donn^, 
taadkqve  Tavtre  lear  est  exterieor  oa  Ies  eayeloppe. 

Ges  fayoas  seat 

(ll>  .   .   •  .  r  —  -j         j        j        j        j         ^  . 

i?  +  p  +  ?  —  ü -^  ü  ^  ü 

Peer  qpM  le  cettie  ezt^fie«r  se  rMeise  a  eae  dreite,  a  la- 
yeMt  Ies  Iteis  cttcles  eeel  teigeftla»  teet  es   elaat  eetre  eox 
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taogents  denx  ä  deox,  11  faut  qoe  le  coefBcient  de  r*  dans  i*ä« 
qaatioD  (I)  se  reduise  k  z^ro,  c*est-4*dire  que 

1  1  1  Q  O  O 

^    '  a*     dr     c*     bc     ca     ab         ' 

or  ce  coefficient  peot  s'i^crire 

^  ( vi + vi  ~  v>)  ( v^  "^  \ä  "  vi) ' 

dooc  81  c  est  ie  plus  petit  des  trois  rayons  a,  b,  c,  ii  faudra  qoe 

Ton  ait 

(V) »     =    »     +    * 

ee  qo'on    poorrait   trouver    directeroent    au  moyen  des  trap^zes 
birectangles  debout  sur  ia  tangente  commune.     Done 

Th^r^me.  Pour  qne  trois  cercies  tangents  denx 
a  deax  touehent  une  ro^me  drotte,  il  faut  et  il  suffit 
qoe  Ia  racine  carräe  de  i'inverse  du  plus  petit  rayon 
soit  ^gale  k  ia  somme  des  raeines  carrees  des  inverses 
des  denx  autres  rayons. 

Dans  ce  cas  ie  rayon  du  cercie  Interieur  sera  donn^  par  i'^* 

qoatioo 

(VI),   ......    .     ,^==.-^  +  g  +  ., 

qui,  en  vertu  de  (V),  peut  encore  s*äcrire 

(vn, i=?+;+  ■ 


Si  deax  des  trois  cercles  donnös  sont  ögaux»  par  exempie» 
qoe  l*on  ait  a  =  6>  i'^uatioo  des  rayons  deviendra 

(a— 4c)r«-2c(a+2c)r  +  ac«  =  0; 

et  si  ces  denx  cercles  sont  en  m^me  temps  tangents  k  une  m^me 

'roite,  le  rayon  du  troisiöme  cercie  sera  ^  ou   '^  qnart   de  celui 

de  chacun  des  deux  antres  cercles ;  ce  qui  donne  >  pour  le  rayon 
do  cercie  inscrit> 


3  ""  12* 


TbeU  LL  13 
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II. 

icorematiä ,  quod  ex  Kle- 
etti  et  Brioschi  ediljs 
Dmi  L'  hujus  Ärchivi  pro- 
o  est, 


Fr.  tindman. 


»b.  VI.) 

:iini  triangnlam  aequilal«- 
tircumscripto,  si  alter  cir- 
bituret  punctnin  quodlibet 
tum,  deoionstrandura  est, 
rum  PA,  PB,  PC  quantita- 

adgredimur,   inseqnens    demon- 


iE.  CF  (Tab.  VI.  Fig.  1.)  per- 
^'  aeqnilateri  ABC  ad  dia- 
i  circuraiscripti  dacanfnr, 
E,  OF  inter  cenlrum  O  et 
Ibn«  maz'ima  OD sit  aequa- 


fw  ■•■P". 

^ 
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Dactis  rectis  AOy  BO,  CO  productaque  AO  s^d  H ,  BE  ad 

G,  facilliine  perspicitur,  esse 

^OCL^^HBG  (hypoth.;  Eucl.  I:  26) 
atqae  ideo 

OL  =  GH. 
Ducta 

HKLMN  ti  GR\\OH, 
sequitor,  ut  sit 

OF=EK,    OK^  OE^OF. 

Qanm  vero  sit 

/^AOD^^HOK 
atqae  ideo 

OD  =  OK, 
patet,  esse 

ODz=OE  +  OF.     Q.  e.  d. 

Jam  positis  radio  circuli  circumscripti  =  r  et  radio  circult 
ilterius  =  ^,  theorema  ipsum  ex  EucL  £1.  II:  12,  13  colligitur. 
flabemus  enim  (Tab.  VI.  Fig.  2.) 

ß'  =  r«+^«-2p.O/) 

Pg*==r«  +  ^«  +  2^.0£ 

iPC*  =  r*+  p«  +  2^ .  OF  et  ex  Ax.  IP. 

Ri'  +  />5^  +  PC*=3(r«+^«)-2^.  OZ>  +  2p.(0£  +  ÖF), 

<t  e  Lemmate  super  demonstrato : 

Si*+PS*+iPC^  =  3(r«+  ^«). 
Itidem,  si  est  r>^,  ut  In  (Tab.  VI.  Fig.  3.).    Q.  e.  d, 


IS« 
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XXIII. 

Die  rationalen  Dreiecke. 

Von 

Herrn     IVtnzel    Simerkoj 

Pfarrer  in  Jenschowits  bei  Hohen-Manth  in  Bölimen. 


(Figuren  s.  Tafel  V.) 

Vor  etwa  eilf  Jahren,  da  der  Verfasser  dieses  Aufsatzes  noch 
Gymnasiallehrer  in  Bad  weis  war,  gab  er  einer  Klasse  des  Ober* 
gymnasiums  ein  Dreieck  mit  den  Seiten  13',  14',  15'  zu  verrech- 
nen, was  ohne  trigonometrische  Tafeln'  vollfährt  werden  kann. 
Bei  der  Korrektur  der  Aufgaben  zeigte  sich  jedoch,  dass  nur  drei 
Schöler  selbständig  arbeiteten,  die  übrigen  aber  alles  von  ihoen 
abgeschrieben  hatten.  Um  das  Abschreiben  in  der  Folge  roug-i 
liehst  zu  verboten,  suchte  er  andere  derartige  Dreiecke  auf,  dass 
jedem  SchOler  eine  andere  Aufgabe  gegeben  werden  könnte. 
Daraus  ergab  sich  im  Verlaufe  der  Zeit  die  nachfolgende  Ab« 
handlung,  welche  nicht  nur  eine  Menge  lehrreicher  algebraisch- 
geometrischer  Aufgaben  liefert,  sondern  auch  einen  innigen  Zu- 
sammenhang zwischen  der  Geometrie  und  unbestimmten  Analytik 
zeigt,  daher  sowohl  für  Lehrer  als  auch  fär  mathematische  For- 
scher von  Interesse  sein  dürfte.  Zur  Ueberarbeitung  und  Heraus* 
gäbe  bewegen  den  Verfasser  ähnliche  in  diesem  Archiv  vor- 
kommende Aufsätze. 
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§.  1. 

Welche  ebeuen  grtdliiiigen  Figuren  kann  man  rational  nennen! 

Dreiecke,  deren  Seiten ,  Fläche  und  sämmtliche  einfache 
Winkelfanktionen  rationale  Zahlen  sind,  können  fuglich  auch  ra- 
tional heissen.  Bei  rationalen  Vier-  und'  Mehrecken  kann  diese 
Eigenschaft  auch  den  Diagonalen  zugesprochen  werden.  Sind 
die  Seiten  einer  Figur  gebrochene  oder  gemischte  Zahlen ,  so 
kunneo  sie  in  Brüche  mit  einem  gemeinschaftlichen  Nenner  ver- 
wandelt werden;  eben  so  kann  der  grösste  gemeinsame  Theiler 
aller  Geraden  für  ihr  gemeinschaftliches  Mass  angesehen  werden. 
Dessbaib  kann  uns,  wie  diess  für  den  praktischen  Gebrauch  am 
zweckmässigsten  ist,  als  Regel  gelten,  dass  die  Seiten  und  Dia* 
goDaleo  bei  rationalen  Figuren  ganze  Zahlen  und  theil fremd  sind, 
so  dass  z.  B.  ein  Dreieck  (^)  mit  den  Seiten  1),  3§,  4)  durch  das 
Symbol  ^(20,  51,  65),  oder  A(60,  80,  100)  kürzer  durch  A(3,  4,  5) 
dargestellt  werden  kanu.  In  Folge  dessen  stellt  A(<>>  6,  c)  alle 
ähnlichen  Dreiecke  vor,  deren  Seiten  sich  zu  einander  wie  a:6:c' 
verbalten,  wobei  a,  6,  c  die  kleinsten  ganzen  Zahlen  sind. 

Sollte  dieses  Dreieck  in  ein  anderes,  dessen  erste  Seite /?  wäre, 
verwandelt  werden,  so  hat  man  die  Längen  a^  bj  c  blos  mit  — 
XQ  mnltipliziren. 

§.  2. 
Beredmung  sdiiefwinkliger  Dreiecke  ans  rechtwinkligen. 

Hat  man  die  zwei  rechtwinkligen  i^ia^  6,  c),  A(<^9  ^9  y)^  wobei 
c  and  y  die  Hypotenusen  sind,  und  ist  p  das  kleinste  gemein- 
schaftliche Vielfache  von  a,   a,  multiplicirt  man  dann  die  Seiten 

der  gegebenen  Dreiecke  beziehungsweise  mit  m^=—i    ft  =  ~,    so 

ergibt  sich  l^(p»  bm,  cm),  /^(p,  ßfi,  yfi).  Da  nun  die  Seiten 
p>  6m  und  p,  ßfi  rechte  Winkel  einschliessen,  so  kann  man  die 
gleichen  Längen  p  an  einander  legen,  wo  sie  zur  Höhe  eines 
neuen  Dreieckes  werden,  den  Soheitel  schliessen  die  Hypotenusen 
^i  y\i  ein,  und  die  Basis  ist  entweder  die  Summe  oder  Differenz 
>Qs  den  zwei  andern  Katheten  bm.  6^,  je  nachdem  man  die  zwei 
rechtwinkligen  Dreicke  neben  einander  oder  in  einander  legt,  wie 
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diess  Fig.  1.,  wo  AB=^p,  BC=bm,  AC=zcm,  BD-BE^p^k, 
AD=iAEz=zym  ist,  verdeutlicht.  Man  gelangt  somit  zu  den  schief- 
winkligen ^ACD  und  ^ACE,  nämlich 

von  denen  das  zweite  im  Allgemeinen  stumpfwinklig  ist.  Wird 
auf  diese  Weise  bei  Versetzung  der  Katheten  jedes  der  recht- 
winkligen A(3,  4,  5),  /^{6,  12,  13)  zuerst  mit  sich  selbst^  und 
dann  mit  dem  andern  verglichen,  so  gelangt  man  im  Ganzen  zu 
14  neuen  rationalen  Dreiecken,  nämlich  ^(6,  5,  8),  ^(7>  JS,  20), 
A(5.  5,  6),  A(13,  13,  24),  A(65,  119,  156),  A(IO,  13.  13), 
A(25,  39,  56),  A(16,  25,  39),  A(13,  20,  21),  A(ll,  13,  20). 
AC25.  52,63),  AC^5,  33,52),  A(«3,  14,15),  A(4,  13,  15). 
Die  umgekehrte  Aufgabe,  d.  i.  Bestimmung  rechtwinkliger  Dreiecke 
aus  schiefwinkligen,  kommt  weiter  unten  im  §.  5.  vor. 


§.  3. 

Wovon  hängt  die  Rationalität  eines  Dreieckes  ab! 

Sind  A,  By  C  die  den  Seiten  a,  6,  c  gegenüberliegenden 
Winkel,    so    hat   man    in    Folge    des    Carnot'schen    Lehrsatzes 

5«^  ^2 fl2 

cos  A  = -w •   Es  sind  daher  die  Kosinuse,  somit  auch  die 

Ibc 

Sekanten,  in  allen  Dreiecken  rational,  deren  Seiten  im  rationalen 

V^erhältnisse  zu  einander  stehen. 

Weil  ferner  die  Fläche  F z:z\bcB\nAf  so  hängt  die  Rationa- 
lität der  Sinuse,  daher  auch  der  Tangenten,  Kotangenten  und 
Kosekanten  der  Winkel,  blos  von  der  Rationalität  der  Fläche  oder 
einer  dieser  Winkelfunktionen  ab. 

Wie  bekannt  ist 

F=:  V[s(5-a)(5  — 6)(5-c)l, 

wobei  5  =  |-(a-|-6  +  c)  bedeutet.  Die  Hauptbedingung  der  Ratio- 
nalität von  Dreiecken  wird  daher  darin  bestehen,  die  Seiten  a,  b, 
c  eo  zu  ermitteln,  däss  das  Produkt  s(s — ä)(s  —  b)(s — c)  ein  toU- 
ständiges  Quadrat,  nämlich  F^  werde. 

F 

Anmerkung.     Die  Gleichung  tg^^l  = -t-^-t  sagt  aus,  dass 

in  rationalen  Dreiecken  die  Tangeqt^n  somit  auch  die  Kotangenten 
der  halben  Winkel  rational  sind. 
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lechnuigsf  ortheile. 

a)  Was  die  Fläche  F  =  V  [« (s  -  a)  (« — 6)  («  —  c)]  anbelangt, 
zerlege  man  s,  s^^a,  f  —  6,  ä  — c  in  Prinifaktoren ,  ziehe  die  Po- 
teozeD  gleicher  Wurzeln  zusammen,  und  halbire  ihre  Exponenten. 
So  gibt  2.  B.  A(15,  112,  113), 

s  =  120, 
daher 

F=V  (120x105x8x7) 

=  V(23.3.5x3.5.7x2«x7)  =  V(2«.3a.52.72)  =  2».3.5.7, 

d.  I.  F  =  840. 

Um  hiobei  der  Faktorenzerlegung  z.u  entgehen,  kann  man  aus 
jedem  quadratischen  Faktor  die  Wurzel  ziehen,  und  quadratische 
oder  paarweise  vorkommende  Faktorentheiler  hervorbeben.  So  gibt 
A(40,  85,  117), 

*  =  121, 

F=  V(121x81x36x4)  =  11x9x6x2=  1188, 
und  A(50,  69,  73) 

bei    s  =  96, 

F=  V  (96x46x27x23)  =  23x3x3x8  =  1656. 
96,       2,     27, 
32,       2,      9. 

Die  Sinuse  ganzer  und  Tangenten  halber  Winkel  ergeben  sich  aus 

.     .  2F  .    ^  2F  .    ^  2F 

m 

Ist  bei  einem  Winkel  6int7=:— 9  so  hat  man 

n 

4- Y  (n  +  m)  n — m) 

cost?  =  = ~^9 

n 

wo  das  untere  Zeichen  bei  stumpfen  Winkeln  zu  nehmen  ist,  und 
die  Rechnung  wie  bei  F  vorgenommen  werden  kann. 


dimert*:    ttte  rationalen  Breiecke. 


>  (M  :«r  as  fgJacfc  aicbt  nSthig  die  FIScbe  zu  kennen ;  dann 
iMt  i^M  .Bc  Twfttrti«  der  halben  Winkel  uu« 


l.^,     ■     •8ifi-V      .(.-6)      ■ 


—>)(■-») 

<(<—»)    ' 

;  der   obigen    Vor- 

0)  bei  <  =  72 

63x3       r 
72X7       2- 

63x7       7 
72x2^  4' 

in  >pili-,  tgJC=l 
reieclt  an. 

;ibt  Eich 

2m» 

AtwlBkUge. 

lern  schierwinkligea 
je  zwei,  die  einen 
n,  Shnlich  sind,  so 
gleichscbeoblig  bu 
:en  hat  jenes,  das 
Werth  A(6sinJ. 
cmA,  1)  QbergehL 
^(sin£,  C08.&,  1), 

die  Gestalt   — ,  so 

»ige   rechtwinklige 
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iomit 


15 


84 


sin  il  =  -^ ,      siD  ^  =  Y^ ,      sin  C  =  rr? 


17 


85 


QDd  A(3,  4,  5),  A(1S>  8>  17),  A(84,  13,  85)  sind  die  zugehörigen 
Ausdrücke. 

Verbiodet  man  hieniit  das  im  §.  2.  an^efGhrte  Verfahren ,  so 
gelangt  man  leicht  zu  vielen  rationalen  Dreiecken.  Handelt  es 
sich  aber  darum,  alle  rationalen  Dreiecke  innerhalb  gewisser 
GrSozen  aufzusuchen,  so  ist  diese  Methode  doch  unzureichend, 
da  einmal  viele  unbrauchbare  Dreiecke  gefunden  werden ,  andere 
erscheinen  wieder  mehrmals  als  Resultat ,  und  man  ist  überdiess 
nicht  sicher,  der  Forderung  vollständig  Genüge  geleistet  zu  haben. 


Aufgaben  für  niedere  Klassen. 

Aus  den  Seiten   eines  gegebenen   rationalen   Dreieckes   be- 
rechne man 

a)  die  Fläche  F  nach  §.  4. ; 


b)  die  drei  Hohen.  — $    -t->  —  > 
'  '   "        0        c 


2F    2F    2f 
a 


c)  den  Halbmesser  des  umschriebenen  und  eingeschriebenen 
Kreises,  nämlich  -j-p  und  — ,  so  wie 

d)  die  Halbmesser  der  drei  äusseren  Berührungskreise,  näro- 

F  F  F 

lieh  ,    7-,     • 


e)  Man  bestimme  ferner  die  Qualität  der  Winkel  und 

f)  gebe  die  rechtwinkligen  Dreiecke  an,  in  welche  ein  gege- 
benes schiefwinkliges  Dreieck  zerfällt. 

g)  Ist  das  gegebene  Dreieck  rechtwinklig,  so  formire  man  aus 
demselben  durch  Crolegung  zwei  gleichschenklige  Dreiecke, 
und  durch  Perpendikelfäliung  zwei  neue  rechtwinklige. 
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§.  7. 
Eigensi^haft  der  Sdten  bei  rationalen  Dreiecken. 

Ein  nicht  unwichti£?er  Umstand  bei  rationalen  Dreieeicen  ist 
der,  dai$s  ihre  Seitpnsumme  stets  eine  paare  Zahl  ist,  in  Fblge 
dessen  dann  s  eine  ganze,  und  von  den  Seiten  a,  b,  c  eine  gerade 
und  zvvei  ungerade  Zahlen  sein  müssen,  vorausgesetzt^  dass  a,  b, 
c  theilfremd^  also  nicht  zugleich  paar  sind.  Wäre  nämlich 
2^-  z=:  a  +  b  +  c  eine  unpaare  Zahl,  so  sind  nur  zwei  Fälle  möglich: 
entweder  hat  man 

a  =  2a  +  I,     6  =  2^  +  1,    c  =  2y  +  l 
oder 

a  =  2of,  b=z2ß,  ct=:2y  +  l. 

Was  den  ersten  Fall  anbelangt,   wo  daher  alle  drei  Seiten  unge- 
rade sind,  so  hat  man 


a 

2 


und 

oder 

16F2==:(2«+2;3+2y+3)(--2a+2/?+2y+lX2a-2ß+2y+i)(2a+2i5-2y+l). 

Wird  nun  2a  +  2i3  +  2y  =  2A,  (mod.  4.)  gesetzt,  wo  A  =  0  oder 
1  bedeutet,  je  nachdem  a  +  j?  +  y  paar  oder  unpaar  sein  dürftd 
und  stellen  G,  H,  J,  K  nach  einander  die  Faktoren  des  rechten 
Gliedes  bei  JöF^  vor,  so  erhält  man 

G=2A  +  3,  H=J^K^2X^l,  (mod.  4.); 
indem  z.  B.  beim  Model  4., 

//  =  — 2«  +  2j3  +  2y  +  l=2A-4«f  I=2A+I. 
Hieraus  folgt 

^J=(2A  +  l)2=4A«+4;i  +  l  =  l, 

dann 

HJK=2ki^  1 ,    GHJK=(2k  +  3)(2;i  +  1)=4A2  +  8A  +  3=3, 

somit  auch 

16F«  =  (4F)«=3,  (mod.  4). 


T — r 
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Das  Quadrat  der  gaoz^o  Zahl  iF  kann  aber  beim  Medei  4 
nur  0  oder  1  nie  aber  3  zum  Reste  geben ;  es  ist  sonach  die  An- 
nahme,  dass  a,  b,  c  zugleich  unpaar  wären,  unstatthaft. 

Dasselbe  ereignet  sich  auch  im  zweiten  Falle,  wo  der  ßeweis 
denselben  Gang  befolgt. 

Daraus  ergibt  sich,  dass  in  rationalen  Dreiecken  nicht  nur 
die  halbe  »Seitensumme,  sondern  auch  die  Fläche  eine  ganze  Zahl  ist. 


.      §.8. 

Algebraisehe  Bestimnuug  der  Seiten. 

Setzt  man  die  dritte  Seite  eines  rationalen  Dreieckes  c  =  6  +  wi, 
so  erhält  man  wegen  a  +  6>c  =  6-fw  auch  a>7W,     Ferner  ist  die 

ganze   Zahl    5  =  6  +  — w~  9    somit    a    mit  m    zugleich  paar   oder 

onpaar,  und  es  kann  m:=:a  —  2n  gesetzt  werden,  woraus  dann 
1  =r  a  +  b  —  n  hervorgeht.  Darnach  findet  man  aus  der  Flächen- 
gleichung in  §.  4.  wegen  s  —  c  =  n 

F*=  (a  +  6  — 7«)(6  —  n)(a— 71)71, 

Soli  nan  diese  Gleichung  in  ganzen  Zahlen  lösbar  sein,  so 
müsseo  je  zwei  Faktoren  nach  Auslassung  der  vollständigen 
Quadrate  dasselbe  Produkt  geben,  das  in  den  andern  zwei  Fak- 
toren nach  derselben  Auslassung  vorkommt.     Es  ist  sonach 


(q  -f  6  -—  7f)  (b—n)  ^  {a'-n)n 


oder  wegen 


y 

m  =  a  —  2w,    b^  +  bjn  —  (a  — 11)71  =  (a  —  w)w^- 

Dieser    Ausdruck    führt    4mal    genommen    riicksichtÜch    der    aus 
obigen   Sätzen  resultirenden  Gleichung   i(n  —  w)  71 -f- m^  =  a^  zu 


(26  +  m)«  =  4  (a  -  w)  n  ^^  +  a% 

z 


woraus  man  dann  bei  .r=:26  +  m.   und     D^4- — s-^ 

erhält,  w  ob^i  dem  Obigen  nach  2*  den  quadratischen  TbeiJer  von 
(a — n)n  bedeutet. 
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J.de.  der  fetiten  Gl.lcb.»g  gmagende  i  gibt 

"er   der  Werlh   von   x  =  a, 
sselUe  geechicbt  bei  r  =  u. 
hier  die  zwei  nacfaetebenden 

—  4  «ein,  so  muss  Hegen 
Seite  n  als  ein  Theiler  der 
anbeatimmte  Anarytilt  lehrt, 
d.i.  <i  =  oS+|S«aein.  wobei 
lendgl.  da  n  =  |S«  da.aelbe 

»egen  (»-2j){ar+3j)=„» 
•  "le  «*  in  zwei  yon  ein- 
Bei  0  =  5  ist  z,  B. 


r=8i 


s«  erbilt  ««■  udi  f|er 
™*  «biger  Gestalt  aas 
l  et«  n,,,  k  a,  ^ 

daJank  mtjif.  datta 
i™««  -W,  nVi  ,,  » 
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Beispiel. 

0  =  5,  n  =  2  gibt  m  =  I  und  x^ — 24^*  =  25;   ferner  findet 
man   (^rssT/A^l,    ^  =  5^v=l     also    or  =  T^  -f-  24^     und 

(5  + 1/24)»  =  9  +  tf;  V24. 

Hieraus  folgt  weiter  bei 

0  =  0;    q>=    1,    4^=        0,  ar=     7,  A(5,  3,  4), 

ü  =  1;    9=5,    tf;  =  —    1,  x=z    11,  A(Ö,  5,  6), 

ü=l;    9=    6,    ^=         1,  a?=    59,  A (8,  29,  30), 

r=2;    9  =  49,    if;=  — 10,  a?  =  103,  A (5,  51,  52), 

ü  =  2;    9  =  49,    ^  =       10,  or  =  583,  A(5,  291,  292) u.s.  w. 

Mittelst  dieser  Methode  kann  man  zu  einem  gegebenen  a, 
falls  nach  einander  it  =  l,2,  3,...<|a  genommen  wird,  alle 
Werthe  von  6,  c,  die  gewisse  Granzen  nicht  Obersteigen,  be- 
stimmen. Bei  etwas  grosseren  a  macht  jedoch  die  Lösung  von 
x^^Dy^^s  a*  immer  ziemliche  Schwierigkeiten. 


§.  9. 

Bercdinwig  der  Seiten  au»  des  WiBkeln. 

Eine   bedeutende  Menge  rationaler  Dreiecke    kann   man  auf 
folgende  Art  leicht  finden:    Ist 


also 


dann 


daher 


tgi^  =  -. 


2|tt  !«*—<• 

sinil  =  ^ö--; — S,      C0Si4=Sis-ii — ö» 


«g^«  =  ,7' 


80  erhält  man  «regen  Cs=  180<>—(^ -(-£)> 
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d.  i. 

.  2  {uu*  —  tV)  {tu'  -f  t[u) 

Mittelst  des  Sinussatzes  gelangt  man  tn 

2tu        2tW 

somit 


6=2 


tuiV'^  +  u'^)  * 


'**^~/2  +  t£^'®'"^^      ^-^  tu(t'^  +  u'^) 

Um  als  Seiten  relative  Primzahlen  zu  erhalten ,  setze  man 

dann  ist  |     •   •  ]) 

bk  =  i^u'ii^  +  u%    ck  =  (?m'—  U*)  (tu*  +  <'«)  ) 

So  folgt  aus  if  =  3,  u  =  4,  <'  =  2,   w'  =  3 

a>t=  12x13,    6)^  =  6x25,    c;t  =  6xl7 

und  bei  it  =  6  hat  man  A(26,  25,  17)  =  A(17,  25,  26), 

Rechtwinklige  Dreiecke  ergeben  sich  aus  ^  =  u'  =  1,  wo  bei 
jfe  =  1,  a  =2  2fti,  6  t=  <*  +  M*,  c  i=  «*— ^,   also 

A(tt*— ^,    2<i«,    t*+tt«) 2) 

Gleichschenklige  Dreiecke  erhält  man  bei  t'^=^t,  u^zzzu  aas 
crA:  =  <ti  (<«  +  ««)  =  iJt,  cÄ:  =  2/ti  (u*— <«),  wo  A==^,  im  Ausdrucke 

A(«^  +  t4«,    i^+tt^    2(tt«— t*)). 3) 

Der  Umstand,  dass  manchmal  c'TO    erscheint,  Tübrt,   wie 

diess  bei  Null  und  negativen  Grossen  meistentheils  geschieht, 
von  überschrittenen  Positionsbedingungen  her;  denn  bei  sonst 
positiven  Werthen  von  t,  ii,  i^,  uf  soll  wegen  sin  O  0  auch 
tm'— «'>0,  d.  i.  m«'>  ti*  sein. 

Frage.     Wie    gelangt    man    von   den    GteichnDgen    \)  va 

tg4(il  +  Ä):tg4(.l^/^)  =  (a+  6):(a-6)? 

Mittelst  der  eben  angeföhrten  SStse  lassen  sich  alle  im  Dreiecke 
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rorkomroenclen  Grossen  als  Funktionen  von  tu,  Vu\  k  darstellen. 
So  erhält  man  aus  F=|a6sinC  die  Formel 

FP  =  tid'u'iin*  f  i'u)  {un' —1t^, 
dann 

sk  =  uu'  (tu'  +  i'u),  (s-a)k=z  Vti  (uu'  -  «'). 

(i  -  Ä)  Ä  =  tu'iuu' — tt')i  {s'-c)kz^  tV  (in*  +  Vu) , 

_uu''-ti*  _  (tu'+t'H)^-0(u'-'it^f 

u.  s.  w. 

Man  lose  darnach  die  im  §.  6.  vorkommenden  Aufgaben  ioi 
Allgemeinen  auf,  und  wende  die  Formeln  auf  einen  speciellen 
Fall  anl 


§.  10. 
Beziehungen  nrischen  den  Vfinkelfiinktionen. 
Setzt  man  der  Uebersicht  wegen  nicht  nur 

sooderji  auch 


tg4C=^, 


SO  erhSit  man  wegen 


tgiA  =x  cot4(Ä  +  O  =  (1  -  ^) :  (|,  +  J) . 


«  ~  <'m"  +  Cxi''  «'  "~  <«"  +  t'u*  u"  ~  tu'  +  t'u ' 


4) 


«0  die  zweite  und  dritte  Gleichung  ans  der  vorhergehenden  durch 
höhere  Streichung  etitsteht.  Heissen  p,  />',  p"  die  grOssfen 
Zahlen,  wodurch  sich  die  Brüche  in  4)  beziehungsweise  kürzen 
lassen  (die  Kürzer)^  so  erhalten  wir 

ip  -  u'u"  —  iH\      Vp[  =  u^'  -  if ,      ff  =  im* — W  \  g 

upz=zi'u''-H''u',      u'p':=itu!'  i-fus     f«V' =  '«'  +  <'«•  ) 

Die  Quadratsummen  hievon  geben 
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und  aus  dem  Produkte  dieser  Gleichungen  folgt 

d.  i. 

pp'=:r«+t«'^,  pp"=<'«+t«'»,  py'=<«+M«    .  .6) 

woraus  man  dann 
und 

?+^i? '     ''^V ?M^?* ' 

erh(Hlt.    Setzt  man  aus  5),  6)  die  bezöglichen  Werthe  in  die  Glei« 
chung  1)^  so  findet  man 

ak=^iupp\    bk-t'u'pY^    €*  =  <"«>"« 

Sind^  wie  gewohnlich,  a,  b,  c  theilfremd,  dann  kann  man 

k  =  lp" 8) 

nehmen,  und  es  ist 

al=tup,    bl=i'u'p',    clz^fu^p", 9) 

wo  /  das  grSsste  gemeinschaftliche  Mass  der  Produkte  tu,  fuf, 
t'u"  angibt,  wenn  p,  p',  p"  relativ  prim  sind 

Durch  Substitution  dieser  neuen  Grossen  in  die  AusdrScke 
des  §•  9.  gelangt  man  zu  vielen  Interessanten  Formeln,  wie 

(s^c)l  =  «V,    FP  =  U't'uu'vl\    Fl  =  itfft  u.  8.  w. 

1.  Anmerkung.  Bei  Angabe  von  Grossengationgen ,  die  in 
dieser  Abhandlung  oft  vorkommen,  kann  man  Kurze  wegen  dfe 
Zahlen  einklammern,  und  die  Bedeutung  der  ersten  vorsetzen. 
So  ist  z.  B.  bei  rechtwinkligen  Dreiecken  nach  2) 

A(««-<",  2<«,  «»+1.«).  ^(gj.    *-,    j),    pd,  2,  <»+««), 
und  bei  gleichschenkligen  Dreiecken  nach  3) 
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2.  Anmerkang.  Die  Abhandlang  des  Herrn  Ligowski, 
Bd.  XLVI.,  S.  503.  dieses  Archivs ,  stimmt  mit  diesen  Unter- 
sacbuDgen  überein,  falls  daselbst 

X=j=:CoiiA,      y=^=COtiÄ,      2  =  y,  =  COtiC>      ?  =  "^ 

gesetzt,  und  jede  der  Linien  a,  b,  o,  S,  S — a  u.  s.  w,  u.  s.  w. 
^mal  genommen  wird.     Aus 

folgt  dann 

irelcbes  Resultat  auch  diese  Theorie  liefert. 


§.  II 
Idatieii  iwisdieii  den  Kiinem  md  den  Tangenten  halber  Winkel. 

Da  nach  Gleichung  6)  die  Kurzer  p,  p\  p"  in  Summen  aus 
zwei  Quadraten  aufgehen^  so  mQssen  sie,  wie  bekannt,  selbst 
«oiche  Summen  sein;  man  kann  daher 

p=:;L2  +  ^a,    p' =  ;L'2  +  fi'2,    p"=:r«  +  ^"2     .    .10) 

setzen,  und  die  neuen  Grossen  lX'k'^fi(A'(i"  Vemiittler  nennen, 
weil  sie  den  Uebergang  zur  analytischen  Behandlung  der  ratio* 
Baien  Dreiecke  vermitteln.  Aus  diesen  Vermittlern  findet  man  die 
Tangenten  der  halben  Winkel  durch  die  Gleichungen 

«=-(;L'r+fiV'),  ^=-(u"+^^").  r=-(a'+fi^Ov      j,. 

Von  der  Zulässigkeit  dieser  Setzungen  kann  man  sich  durch 
Substitution  der  hier  in  10),  11)  vorkommenden  Werthe  in  die 
Oeicbangen  4),  5),  überzeugen. 

t  k 

Man   kann   zwar  die   Grossen    -   auf   mehrfache    Art    aus    - 

U  fi 

bestimmen;  die  angefahrten  Gleichungen  haben  aber  vor  andern 
Methoden,  die  doch  schlüssiich  zu  demselben  Ziele  führen,  das 
voraus,  dass  sie  bei  gehuriger  Zeichenbestimmung  der  Vermittler 
timmtlich  positive  Werthe  von  tu  liefern,  und  die  höhere  Strei- 
cboog  zulassen;  weshalb  diese  trinären  Ausdrücke  auch  symme- 
Wsch  verrückt  werden  können;   d.  h.  erhält  man 

Theil  LI.  14 
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/t    t*    r\       (i    v_    rv 

U'    n"    vi')  *"*  V(**    fi"     f»'7' 
so  ergibt  sich 

//'    t"    t\      n'    r    A\    - 

\n"    i?'    n)  *""  \J'^    7'    'J' 

Sollen  nur  zwei  von  den  Brüchen  -    versetzt  werden,  so  sind 

u 

k 
ausser  der  Versetzung  ihrer  bezüglichen  -    noch    alle  X  oder  n 

negativ  zu  nehmen,  wie  diess  nach  Gleichung  II)  aus 

gibt»  hervorgeht. 

Sind  die  Vermittler  a  priori  gegeben,  so  liefern  sie  gewöhn- 
lich mehrere  ^  oder  u  negativ;  wollen  wir  sie  positiv  haben,  so 
gelangen  wir  dazu  durch  gehörige  Urostlirzuiig  und  Zeicbenände- 
rnng.     Dazu  dienen,  wenn  wie  vorausgesetzt 

ft      t      *'\  ß      ^'      ^^ 

\%V    vf'    i77  *"*  V'    ?'    f*V 

berechnet  ist,  die  Ausdrucke 

— .      7/,        ^  )    bei     (^  ^,       -^,    ::j^j,  .  .«) 

\,--.,^>    _„-    ^^')     ^     \i;        if^       r   /  •     P^ 

Geht  man  einige  Beispiele  durch,  so  wird  man  sieh  über- 
&6Dgen,  dass  man  mit  diesen  Schemen  bei  gehöriger  VerrSckang 
oder  Versetzung  ausreicht;  sonst  mOsste  hiezu  eine  eigene  Ta- 
belle verfasst  werden.  Die  Richtigkeit  von  ix),  ß),  y)  erbellet 
aus  11). 

Die  Anwendung  hievon  mögen  zwei  Beispiele  erläutern: 

a)  Aas 


^f^      1      J^  ri  *    V-21      -11      -9\ 


X 
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Nach  a)  macht  man  den  Zähler  im  ersten  Bruche   bei  -  po- 

X 
sitiF  und  die  zwei  andern  werden  umgestürzt;   bei  -    wird     der 

erste  Bruch  umgestürzt,  die  andern  nicht,  aber  .beim  zweiten  wird 
der  Zähler  und  beim  dritten  der  Nenner  negativ  gemacht,  so  ist 

t/l\         3         -2\       .  A/2     —1        1  \ 

X 
Nach  ß)  werden  alle  u  positiv,  wenn  die  -   nmgesturzt  wer- 

;   den;  das  gibt 

<  /21      3       — 2\      X/1       4        —  5\ 

u\j'    n^   ^>    i\^'   =1^    T^/ 

— 2 
Um  V^ev  noch  -q-  positiv  zu  machen»  wozu  o)  dient,  muss  man 

die  Ausdrucke  noch  verrücken,  sie  erhalten  dann  die  Gestalt. 

mV  9  '     l  '    n/'    fiV  1  *    2'    ~j/ 

was  in 

uV«'    551'     3/'     f«V-ß'      i  '    1/ 
Dl>ergeht. 


gibt 


t  /— 9       -7       — 9\ 
ü  V"l9'      =9'      =^/' 


nach  «)   ist 


</9     —9     — 2\      i/2     —1      ^\ 
u\W    =7'    =:9/^VT      4'    -1/ 

Dann  gibt  y) 


«/9        7        -9\       i/— 1     ::J     ^\ 
n\\«f    ~9'    T/      (iV  2  '      4'    -l/ 


so  wie  aach 


</9     9    2\    i/— 2    -1    _5_N_A/2    J_    ::;:5\ 
«U»'   f  9/  A^'   "4"'  -1/~«*V1'    -4'      1  / 
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Weil  die  AusdrQcke 

V'  ;^''  ?'/  vT'    A'  •     A"  /'  W'  -A"  -*"/ 

V=^'  ^^"  -<»'7 

nach  11)  dieselben  Werthe  von  -  mit   denselben  Vorzeichen  ge- 

ben,  so  lassen  sich  die  sechs  Vermittler  so  einrichten,  dass  unter 
ihnen  blos  zwei  negativ  vorkommen. 


§.  12. 
iestiiiiiMng  der  Vermittler  ms  dem  TugeBtei  der  halkem  Wlikcl. 

a)  Zu  diesem  Zwecke  berechnet  man  zuerst  nach  Gleichung 
6)  oder  7)  die  Kurzer  p,  p',  p'\  und  es  ergibt  sich  als  Folge 
von  11) 

a'  = ,    I»'  = 

P  P        . 

....  12) 

Die  erste  von  diesen  Gleichungen  ist  als  unbestimmt  zu  beban- 
deln; denn  um  V  zu  finden»  muss  früher  X,  fi  ermittelt  werden. 
In  gewohnlichen  Fällen  ist  ihre  Losung  nicht  schwer,  da  wegen 
p  =  A^-f  jA^  die  Unbekannten  X,  fi  nur  ein  oder  einige  wenige 
Werthepaare  haben. 

Was  schwierige  Fälle  anbelangt,  möge  den  Vorgang  nach- 
stehendes Beispiel  beleuchten:    Wäre 

t/Z^         ei        4i77\ 
u\ZU      312'       98/ 

g^reben»  so  hat  man  nach  Gleichung  Q 

p V  =  986(K.    PP*"  =  101065,    pp'  =  237133. 

Hieraus  findet  man  p  =  493  als  das  grusste  geroeinschafUicbe 
Mass  von  101065,  i37133;  dann  ist  p(493,  481,  205)«  Nun  soll 
ny-^ri  durch  493  theilbar  sein,  «»an  hat  daher 

98<i— 477X  =  0,  (Mod.  493), 
d»  U 
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Der  letzten  Koogrueoz  geoGgen  für  ly  (i  beziehuogsiveise  die 
Werthe  49,  — 8.  Diess  küniien  aber  nicht  die  gesuchten  Grössen 
sein^  da  die  Summe  ihrer  Quadrate  den  Model  493  übersteigt* 
£s  ist  jedoch 

8* +  49«  =  493x5, 
also 

493x5«  =  (49«+  8«)(l«  +  2«)  =  (98+8)«  +  (49+16)«  =  90«  +  65«, 

daher 

493  =  18«  + 13«  =  A«  +  f4«, 

d.  i. 

l  (  18       —20      6^\ 
;iV~i3'       9   *    13A 

Am  öftesten  kommt  /?  =  1  oder  2  vor,  dann  hat  man 

W    ti''   W*  ^-'^'^  ^'  ^Vr  -(tt"+r):2'     (u'-«0:2"/ 

Eben  so  hat  man  bei  rechtwinkligen  und  gleichschenklij?en 
Dreiecken  nach  §.  10* 

(iTH'  ü[  i>  ^(»'  2'  ^+«">'  A~i'  T'  tr 

b)  AVoiite  man  die  Vermittler  positiv  haben,  so  dienen  dazu 
ähuiiche  Regeln  wie  im  vorigen  Paragraph  bei  den  Tangenten 
halber  Winkel;  es  gibt  nämlich 


und 


U'       ^''       W  \-u       -u''       -uV 

f  ^       f*'     f*"\      f__L     n^L     v^\ 


falls 


I  ~»  ~i»  "77  1    AUS    I  -1         — >         -7/  J 

entstanden  ist. 
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In  praktischer  Hinsicht  ist  das  Positivmachen  der  Vermittler 
ohne  Bedeutung;  in  theoretischer  Beziehung  folgt  jedoch  daraus^ 
dass  drei  Vermittlerpaare,  wie  immer  umgestürzt  und  bezeichnet, 
nicht  mehr  als  vier  rationale  Dreiecke  geben,  die  aus 

resultiren»  da  sich  jede  andere  Komplexion  mittelst  obiger  zwei 
Formein  auf  eine  von  den  unteren  zwei  Gestalten  zurückführen  iässt. 


§.  13. 
Koordinaten  der  Scheitel  rationaler  Dreieclie. 


Aus  den  Gleichungen  il)  ergibt  sich 
tukii  +  Vu'l'ii*  +  e''tt";L'V"  =  0, 

und  setzt  man 

fi  =  2tHk(i,         fn  =  2^'iia  v,        n  =  ^fu'^ir^" ,      i 

so  ist 

f^f'^r^Q,    g  +  g'+g''  =  0. 15) 

wie  auch 

(/^+g*)t^  =  <^a2(A«  +2AV+  f**)  =  <*u«(l«+fi«)*  =  ^M«;,«  =  a«/^, 
(nach  Gleichung  10)  und  9)),  daher 

Nimmt  man  in  Fig.  2. 

und 

f   ^^CM   =— #>'/^,    ^   =       ÄÜ, 

/'  =       ^itf'  =       PP'',    g»  =       Cüf', 

an,  80  wird  dadurch  den  Gleichungen  15),  16)  Genüge  geleistet, 
und  die  Geraden  OP,  AP\  OP',  BP^\  OP*.  CP*  stellen  die  recht- 
winkligen Koordinaten  der  Punkte  A^  B ^  C  dar.  Ueisseo  nuo 
diese  Koordinaten 
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n  =  AP,     n*  =  ^P',     n"  =  CP', 

so  geben  die  vorstehenden  Gleichungen 


tra8  offenbar  auch  mit  15)  ubereinstimn^t. 


.   .  17) 


Hier  haben  wir  sechs  Unbekannte,  und  zu  ihrer  Bestimmung 
nur  vier  Gleichungen ,  da  nach  15)  die  VVerthe  von  f\  g"  aus 
f,f  und  g^  g'  hervorgehen.  IVIan  kann  daher  zwei  Unbekannte 
z.  B.  m^  n  beliebig  nehmen,  und  erhält 


m. 

m*  =  m—f". 

m"-m-^r. 

n. 

n*  =  n  —sf'. 

H"  =  n+g\ 

Zu  Schulaufgaben  eignen  sich  am  besten  positive  und  so  weit 
es  angeht  kleine  Koordinaten,  und  man  gelangt  z.  B.  bei 


tu 


/=-4,    /"  =  -20.    /"=       24, 
g^-Z,    g'=      21.    ^"  =  -18. 


was  tvegen 


m,        m'  =s  m  —  24,        w"  =  m — 20, 

M,         n*  ^  n  i- 18,         n"  =  n  +  21,. 

m  =  24,      m'=   0,      m"  =    4, 

d.i.    2410,    0|18,    4|21 
n=   0,       «'=18,       n"  =  21, 

gibt. 

Nach  diesen  Grundsätzen  ist  zum  praktischen  Gebrauche  die 
beigefügte  Tabelle  (s.  am  £nde)  berechnet,  worin  alle  rationalen 
Dreiecke  vorkommen,  deren  Seiten  100  nicht  übersteigen. 

Uebrigens  ist  klar,  dass  hier  nicht  nur  die  Abszissen,  sondern 

auch  die  Ordioaten  um  jede  beliebige  Grösse  vermehrt  oder  ver- 

l  f 

mindert  werden  können.    Ist  überdiess  an  den  Grössen   -  und  - 

nichts  gelegen,  so  kann   man   auch  die  Abszissen  mit  den  Ordi- 
naten  vertauschen,  und  bei  diesen  oder  jenen  die  Zeichen  ändern. 
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Folgesätie. 

a)  Zwischen  den  bei  rationalen  Dreiecken  vorkommenden 
Grössen  bestehen  viele,  mitunter  interessante  Beziehungen.  So 
folgt  aus  der  Fläche 

F  =  i(AP+  BP')PP'+\(ßP*  +  CP')  P'P"-k(AP+  CP')PP'\ 

2F  =  (n  +  n')  (m'  -  m)  +  {n*  +  n")  (?/*",—  m')  —  {n  +  n")  (m"—  w), 

=  -(«+ wor-(«' +»")/-(»+«")/'  =  («+ »*')(/+n 

und  bei  höherer  Streichung 

"^F^rg-  fg*  =  /  V  -/^y  =  />/"  -  Z""^-:     .19) 

Diess  gibt  nach  Gleichung  15) 

fn  \r  f*u*  +rn"  =  -  (gm  +^W+  ^"m")  =  2F;  .    .  -20) 
so  wie  auch 

/>ii+/'m'+r»»"  =  !7»  +  ^'»'+^'«''  =  0.    .    .   .21) 
b)   Ist 

die  Gleichung  einer  Geraden  in  der  Ebene,  so  stellt,  wie  bekannt, 
a'  die  Tangente  des  oberhalb  rechts  liegenden  Winkels ,  den  die 
gegebene  Gerade  mit  der  Absztssenaxe  bildet,  (des  Richtungs- 
winkels) dar. 

Werden  nun  die  den  Seiten  a,  6,  c  zugehörigen  Richtungs- 
winkel mit  et,  a*y  c/'  bezeichnet,  so  hat  man  in  Fig.  3.  a  =  CA'X^ 
«'  =  AB'X,  a"  =  BC'X.  Aber  der  Winkel  BOX  in  Fig.  3.  ist 
==  BAM'  in  Fig.  2. ;  man  hat  daher 

tg«''  =  tgßC';!f  =  tg//^;w''==^;  =  ^^  =  -^;. 

Die  RichtuDgskonstanten  der  Dreiecksseiten  sind  demnach 

tg«  =  ^,      tga'  =  ^V,      tga"=^,,  ...    .22) 

In  Folge  dessen  haben  alle  zu  a,  6,  c  perpendikulären  Ge- 

f       V       f 
raden  beziehungsweise  die  Richtungskonstanten  —  -,  —  t>,  — Sy- 
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c)  Halbirt  die  Gerade  AE  den  Winkel  A  =  BAC,  ist  daher 
nach  §.  ]0.  tg  C^AE  =:  -  ^  so  hat  man  wegen 

AEX  =  AOX'-'  OAE  =  BOX---  OAE, 

was 

gibt,  nach  Gleichung  14)  in 

2A'y't«  +  (ra—  fA"2) « 

übergebt,  und  wegen  Gleichung  11)  zu 

tg  ^£ JT  =  j^Tji^rziTp 

führt.  Werden  nun  die  Richtungskonstanten  von  den  Halbirungs- 
linien  der  inneren  Winket  A^  B,  C  beziehungsweise  mit  -.  — ^,  ^ 

y  y    y 

bezeichnet,  so  hat  man 

Die  Geraden,  welche  die  Susseren  Dreieckswinkel  halbiren,  stehen 
aaf  den  Halbirungslinen  innerer  Winkel  senkrecht;  für  sie  sind 
daher  die  angeführten  Richtungskonstanten  umgestürzt  und  ne- 
gativ zu  nehmen. 

d)  Da 

tg^  =  tg{BC'X-AB'X')=  (f,  -  «;) :  (l  +  ^')  =  ^^^^ 

SO  hat  man  nach  Gleichung  19) 

2F  2F  _  2F 

Diess  gibt 

g  cot 21  =  — ÖE* * 

80  wie 
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9  coiB-r  = 2F 2F 

_      fT9±a9!£, 
d.  i. 

«o  da«8  man  bei  höherer  Streichung  zu 

^coti4  +m  =:ycoti?  +  w'  =  #/"cotC  +  iii" 

gelangt.     Auf  ähnliche  Art  erhält  man  auch 

/cot  i4  —  n  = /•' cot  ß— «' = /^"  cot  C- n". 


§.  15. 
Bestimmung  der  Geraden  und  Punkte  in  rationalen  Dreiecken. 

a)  Was   die    Seiten    a^=^BCy   b==s  AC,   c^AB    anbelangt, 
gelten  ffir  sie  nach  Gleichung  22)  beziehungsweise  die  Ausdrücke 

Hieraus  erhält  man   bei  ^  =  0  die  Längen  von  Segmenten    der 
Abszissenaxe,  und  bei  ^  =  0  jene  der  Ordinatenaxe. 

Seiten,    bei  denen   (|r  =  0,    sind  zur  Abszisi^naxe,   und    wo 
fssiü  vorkommt»  zur  Ordinatenaxe  parallel. 

b)  Eben   so  erhält  man  als  Gleichungen  fiir  die  Senkrecliten 

von  A  auf  ÄC,        y  —n  =  —  -  (a?  —  wi) , 

„     ß    „     AC^        y  — n'  =  -- -,(a:  — mO, 

„     C  „    AB,       3^  — n"=:— ^^(x-m''). 
Die  Werthe 

ar=r  ^1  =  gcoiA  +  wi,    y  =  A^  =  —  fcoiA^-n 

lassen  nach  §.  14.  d>  die  höhere  Streichung  zu,  und  genügen 
desshalb  allen  drei  Gleichungen.  M^  Ng  sind  demnach  Koor- 
dinaten des  gemeinschaftlichen  Durchschnittspuoktes  der  Dreieck*- 
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buhen.    Die  Entfernangen  dieses   Punkte«  von  den   Scheiteln  A, 
ß,  C  sind  wegen 

beziebungsweise  acot^,  bcotB,  ecotC. 

c)    Die   Gleichungen    der    in    den  Mittelpunkten    der   Seiten 
stehenden  Senkrechten  sind 

bei  BQ        2^_«(n'  +  n")  =  ~^[a;-i(m'  +  m")]. 
„    AC.       9-i(n  +  n")--^,[a:-i(m-i-m")], 

,.    ABi       2^ - i (n  +  n')  =, -^,{x~\ (m  +  »i')]. 

Fiir  den  gemeinschaftlichen  Durchschnittspunkt  hat  man  mit  Rück- 
sicht auf  §.  14.  d) 

^4  =i(~  j^cot  A  +.1»'  +  wi"),      iVa  =  iC/cot  /!  +  «'  +  n"). 

Diess  mit  den  Werthen  von  J/^,  iV|  in  b)  verglichen  gibt 

ü/i+27W2  =  wi  +  m'  tili",      Ni  +2iV2=:n+n'+«". 

Ferner  findet  man 

m  — M2  =  i(gcoi  A-l'2m''m'—m")  =  i(ff  cot  A-f'+D, 

n -  ZVa  =r  i (—/'cot  il  +  2n  —  7i'—  «")  =  i (—/"cot  ^  -^'  +  g'% 

Diess  mit  den  Werthen  von  AF  niuUiplizirt  gibt  nach  Gleichung 
19)  und  14)  d) 

4F(m  -  ü/^  =  -  fr 9  -99Y  -f'W  -fg)  +  T  (Z*'^  -  A^O 

=  -99'^'-tr9''\rr9-ff"9'^ 

£ben  so  ist 

4/X«-^,)  =  ffT-^f9'9"-9'if9"-t"9)^9"if'3-f9') 

Die  Summe  der  Quadrate  letzterer  Gleichungen  beträgt 
16F«  [(m-^a)«  +  (n  -A»)«J  =  (P  +  ^^)(/''2  +  ^'2)  (;^/'2  +  ^''«) 

somit   ist   die   Entfernung   des    Durehschnittspunktes   von  A,  und 
wegen  Zulässigkeit  höherer  Streichung  von  B  und  C 
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V[Cm— ÄJ'  +  (n— Ai)'^  =  abcAF. 

Dies»  ist  also  der  Mittelpunkt  des  umschriebenen  Kreises. 

•icbungen  def  Geraden,  welche  die  Scheitel  mit  deit 
der  Gegeoseile»  Terbindeo,  siod 

ff— n"  =J—p  («—"""). 

lie    erste    dieser    Linien    durch   die  Punkte    m,    n ; 
v'-ftt")  geht,  somit  zur  Richluiigskonstante 


.'+4m"  — m       m'-fm" — 2jh      f — f" 
Linien  schneiden  sich  im  Punkte 

rücke  die  höhere  Streichung  zulassen.  Diess  ist 
r  Schwerpuakl,  weshalb  auch  die  obigen  Geraden 
eo   heisseu. 

Gerade,  welche  durch  die  Punkte  A/|iV|,  J/^iV, 
Uli  die  Gleichung 

3/"cotiJ  +  ff'— ff"    ,  .  <        , 

^-"=_3gcnt//r-r<^"g'"'*^-'"^' 

lie  Werthe  M^,  Ag  genügen.  Diese  drei  Punkte 
einet  Geraden,  vtelcbe  bei  rechln-inkligen  Dreiecked 
0  in 


3—9' 
-f~f' 


{x~ 


I  durch  den  Scheitel  des  rechten  Winkels  und  die 
oteouse  geht. 

:z.     Die  Gleichung  der  Geraden  AB  ist  nach  a) 


V-n 

=f:u- 

-I»), 

niig 

ibr 

er  Seh 

«■erlini« 

S 

-b"  = 

-»"); 
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die  Kotangente  des  von  beiden  Linien  eingeschlossenen  Winkels 
a  ist  demnach 

cot«-^l+2l'    9-9'\.(9"      9-9'\ 

wobei  nach  Gleichang  19)  der  Nenner  4F  beträgt.   In  Folge  dessen 
bat.  man 

4Fcot« = fr-rr+9i/'-9Y> 

Qnd  bei  höherer  Streichung 

so  wie 

4Fcot «"  =  ff  -fP  +9Y-Ü9'- 
Ana  der  Summe  dieser  drei  Gleichungen  ergibt  sich 

cot«  +  cota'  +  cota"  =  0. 
Siehe  Band  XLIX.,  S.  11 5,  nnd  S.  346  dieses  Archivs. 

e)  Die  Gleichungen  der  Geraden»  welche  die  inneren  Winkel 
ji,  B,  C  halbiren,  sind  beziehungsweise  nach  §.  14.   c) 

ß  ß^  ß" 

y — n  =  Wa:— m),    y --«'  =  ->  (a:—mO,  y— n"  = -j7  (^  — m"). 

Um  hier  zu  erfahren,  ob  diese  drei  Geraden  durch   einen  Punkt 
gehen^  setze  man 

dann  ist 

y  y 

und  die  zweite  Gleichung  gibt 


d.  i. 


^+i?"  =  f!(^'+r) 


"  -y-    ßy'-ß'y 


Es  ist  aber  nach  Gleichung  14)  und  23) 
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Eben  so  hat  man 

s 

Werden  daher  die  Koordinaten  des  gesuchten  Punktes  analoger 
Weise  jnit  iH^,  /V4  bezeichnet»  so  ist 

Dass  71/4  bei  höherer  Streichung  konstant  bleibt,  erhellet  aus   den 
Gleichungen 

was  schon  ausser  Frage  steht.     Denselben  Gang  befolgt  der    Be- 
weis bei  A4. 

Die  Entfernung  <li6«es  Punktes  Ton  A  betrfigt 

iijf'      ///" 

V[(^4-'w)n(/V4-7i)^]  =  -^  V"/3^+  y^  =  ^  STp'p". 

Diess  mit 

t  t 


sin  1^  2I  = 


V^^a  +  M^       V^;?y 


multiplizirt  gibt  den  perpendikulären  Abstand  des  besagten  Punktes 
von  AB  an,  und  ist  nach  den  Bemerkungen  zu  Gleichung  9) 

_  tt'f  _  F 

Diese  durch  höhere  Streichung  sich  nicht  ändernde  Senk- 
rechte stellt  den  Halbmesser  des  dem  Dreiecke  eingeschriebenen 
Kreises  dar. 
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Q    Für  ilie    fTalbirungsReraden  des    inneren    Winkels  A   nnd 
der  lusseren  Winkel  B,  C  bestehen  die  Gleichungen 

8  y' 

y-n"  =  -^^,{x~m"), 
'At  (cemeinschartlicber  l)urchscbnitt9pnnkt  bat  die  Koordln 
jtfs  =  — —f—   \-  m  ^      — j—  +  m'  = 7 — 1-  m 

wobei  die  Nacbweisan);  wie  unter  e)  ist.  Dieser  Punkt  I 
if  die  Entrernnng — 'i~'P'p"'i  ^^^  HaDiniesser  des  Sasst 
BC  angeschriebeaen  Kreises  beträgt  daher 

tu'tt"  _     F 

t      —  s—o" 

g)  Die  Linien,  von  denen  eine  den  inneren  Winkel 
die  andern  die  Sossereit  Winkel  A,  C  halbiren,  haben  dl 
cboDgen 

y  B' 

/' 
y  -  b"  =  —  öT,  (x~m"). 

D>  diese  Ansdrücke  ans  jenen  in  f)  sich  durch  hühere 
cbnnf;  ableiten  lassen,  so  hat  man  auch 

M  -       '"'«"j.™-      '''"""j.™/-     ^"''"x™" 
JO(  = j—  +m  —  —  ~j~  +  7(1'=      — |—  +  m  , 

und  als  Halhmesser  ei^ibt  sich 


h)  Was  süblüsnlicb  die  Geraden  anbelangt,  von  dene 
den  inneren  Winkel  C,  die  anderen  zwei  aber  die  Süsse 
B  halbiren,  so  hat  man 
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n  =  —  jf{x~m),    3  —  n'  =  -^,{x  —  rR'), 

y~n"  =  ^'(:.-m"), 
eben  so 

-?-+"•  =  — r 


Witz;  den  2.  November  1869.  * 

Wemd  Sincrka. . 
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'  den  Baehbfaiderl 

len  S.  224.  und  S.  241.  eingeheftet. 
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Die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  eines  beliebigen 
Vierecks  und  sich  aus  denselben  ergebende  Con- 
stractionen    dieses    Punktes    im    Vergleich    mit    dem 

Schwerpunkte  des  Trapezes. 

Von 

Herrn  Prof.  Dr.  H.  Emsmann ^ 

aD  der  Realschale  I.  Ordnung  zu  Stettin. 


(Fjg,  8.  Taf.  IVO 


Im  Archiv  der  Mathematik  und  Physik  (Theil  L., 
Heft  2.  S.  212. — 219.)  sind  in  Veranlassung  der  bekannten  Con- 
struction  des  Schwerpunktes  eines  Trapezes  neben  einer  neuen 
interessanten  graphischen  Bestimmung  desselben  vom  Herrn  Her- 
aosgeber  die  Coordinaten  dieses  Punktes  analytisch  entwickelt. 

Heisst  das  Trapez  in  continuirlicher  Bezeichnung  ABCD  mit 
den  beiden  parallelen  Seiten  AB  und  CD,  von  denen  die  längere 
ABz=:a,  die  kürzere  CD=b  ist,  so  ergiebt  sich  für  A  als  An- 
fangspunkt des  rechtwinkeligen  Coordinatensystems,  wenn  Aß 
die  positive  Abscissenbalbaxe  ist,  die  positiven  Ordinaten  in  der 
Richtung  der  Hube  genommen  sind  und'  die  Hube  mit  h  be- 
zeichnet wird,  für  den  Schwerpunkt  die  Abscisse 

und  die  Ordinate 

a  +  0 
wo  a  die  Abscisse  des  Punktes  B  und  c  dieselbe  für  C  ist. 

Theil   LI.  16 
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Die  bekannte  Construction  des  Schwerpunktes  eines  Trapezes, 
in  Betreff  deren  in  obiger  Abhandlung  auf  Culmann  verwiesen 
isty  hat  mich  schon  längst  veranlasst,  die  Coordioaten  des  Schwer- 
punktes des  allgemeinen  Vierecks  zu  bestimmen,  um  aus  ihnen 
die  des  Trapezes  als  des  speciellen  Falles  abzuleiten,  und  um  za 
ersehen,  wie  die  Construction  fiir  das  Trapez  aus  der  für  das 
allgemeine  Viereck  hervorgeht.  Einige  der  erhaltenen  Resultate 
erlaube  ich  mir  im  Folgenden  mitzutheilen. 

Das  Viereck  heisse  in  continuirlicher  Bezeichnung  ABCD; 
A  sei  Anfangspunkt  des  rechtwinkeligen  Coordinatensystems,  AB 
die  positive  Abscissenhalhaxe,  die  positiven  Ordinate«  liegen  nach 
der  Seite  der  Figur  zu  und  zwar  sei  die  Abscisse  för  B=^a, 
für  C=c,  för  />=d;  die  Seite  CD—b,  und  die  Ordinate  für 
C=A  und  för  D=:h^. 

Verfolgt  man  den  Gang,  welcher  in  der  oben  angegebenen 
Abhandlung  durchgefährt  ist^  so  ergiebt  sich  für  den  Schwerpunkt 
des  allgemeinen  Vierecks 


a(a — d)h 


Führt  man,  wie   in  den  Formeln  für  das  Trapez  die  Seite  6  ein, 

setzt  man  also  d  =  c— V^6* — (Ai— A)*;  so  erhalt  man  folgende 
Werthe: 

X=*(a~VÄ«-(Ai-*)Hc+ T )* 

c^+a-c+ V  6«-(A,-*)«) 

und  ^  *^ 

F=JÄ  . ^— 

cA|  +  Ä  (a--c  +  V  6«— (Ä,  — Ä)«) 

Da  för  das  Trapez  Ai  =  A  wird,  so  resaltiren  bieraas  die  obigen 
Trapezformeln  sofort;  ebenso  auch  die  för  den  Scbwerponkt  des 
Dreiecks,  nämlich  x  =  i(a-|-e)  aod  y=:|A,  wenn  ausser  A]  =A 
nodi  6  =  0  gesetzt  wird» 

Sucht  man  nach  diesen  einander  entsprechenden  Formeln  die 
eioander  entsprechenden  Constructionen,  so  scheinen  diejenigen  för 
das  aUgenelne  Viereck  ziewiich  coaiplicirt  aasfeHea  an  müssen;  dem 


unä  des  Trape%es. 
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\b{  indeBseo  nicht  so,  da  die  Formeln  tinter  II.  aaf  die  einfacheren 
Doter  I.  bei  der  Construction  zorSckgehen  und  die^e  leicht  coii- 
stniirbar  sind.        ^ 

a.  Geben  wir  dem  Werthe  für  X  unter  I.  die  Form: 

Ist  das  Viereck  ABCD  (Fig.  1.)  gegeben»  so  verlängere  man 
DCj  bis  AB  in  O  geschnitten  wird;  ziehe  CEJiAB;  mache  die 
Verlängerung  EM ^=EA\  fölle  DF\_AB  und  verbinde  O  mit  Rty 
wodorch  die  Verlängerung  von  DF'm  P  geschnitten  wird.  Schneidet 
mao  hierauf  FH^=.  FA  von  FP  ab;  zieht  AR,  bis  die  Verbin* 
dongslinie  von  B  und  P  in  Q  geschnitten  wird»  und  ßlllt  QÜJiAB; 
80  ist 

Ä=zi(AE^AF+ßü). 

Behufs  des  einfachen  Beweises,  braucht  man  nur  FN -=  FB  zu 
machen,  N  mit  ß  zu  verbinden  und  QTJ  bis  zum  Durchschnitt 
[mit  BN  in  L  zu  verlängern. 

Fuhrt  man  diese  Construction   an  dem  Trapeze  aus,  so   er- 
Igiebt  sich  Folgendes: 

Ist  das   Trapez  ABCD  (Fig.  2.)  gegeben,  so  fälle  man  von 

Cund  D   die    Normalen  CE  und  DF  auf  AB;   mache    FP,  die 

Verlängerung  von  DF,  =  AE;  ziehe  PB;  schneide   auf  FP  die 

I Strecke  FR  r=z  FA  ab;   verlängere  AR  bis  zum  Durchschnitt  mit 

BP  in  Q  und  fälle  QD±AB.    Es  ist  dann 

X  =  HAE+AF+BV). 

b.  Geben  wir  dem  Werthe  fiir  X  unter  1.  die  Form: 

a(a  — d)  j- 

A  =  J(c+rf+ ^). 

c  +  (a— rf)^ 


Ist  das  Viereck  ABCD  (Fig.  3.)  gegeben,  so  ziehe  man 
CS\\DB;  errichte  in  A  auf  AB  die  Normale  AM  — AB;  ver- 
Unde  if  mit  S;  fälle  CEj^AB  und  verlängere  C£  bis  zum  Durch- 
schnittspunkte P  mit  M5.    Fällt  man  noch  DF±AB,  so  ist 


jr=i(^£  +  ^F  +  i5;f^. 


16* 
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Der  Beiveis  scbliesst  sieb  unmittelbar  an  die  ConstmctioD  an 
oboe  weitere  Hilfslinie. 

Fübrt  man  diese  Coostructioo  an  dem  Trapeze  aus,  so  er- 
giebt  sich  Folgendes: 

Ist  das  Trapez  ABCD  (Fig.  4.)  gegeben,  so  niacbe  man  BS, 
die  Verlängerung  von  Aß,  =  CD;  errichte  in  A  &u(  AB  die  Nor- 
male AM  — AB;  verbinde  M  mit  S;  fälle  CE±AB  und  vertan 
gere   CE  bis  zum  Durchschntttspunkte  P  mit  MS.      Fällt    man 
noch  DF±AB,  so  ist 

X  =  i(AE  +  AF+EP). 

Hier  sehen  wir  die  grosste  Uebereinstimmung  zwischen  der 
Construction  der  Abscisse  für  den  Schwerpunkt  des  allgemeinen 
Vierecks  und  des  Trapezes. 

c.    Geben  wir  dem  Werthe  für  F  unter  I.  die  Form: 


y=i{h  +  -j^ >■ 


Ist  das  Viereck  ABCD  (Fig.  5.)  g^eben,  so  verlängere  man 
DC,  bis  AB  in  O  geschnitten  wird;  ziehe  CE\_AB;  mache  die 
Verlängerung  EM=EA;  fölle  DF±AB  und  verbinde  O  mit  M, 
wodurch  die  Verlängerung  von  DF  in  P  geschnitten  wird«  Schneidet 
man  hierauf  FQ  =  FP  ab;  zieht  durch  D  eine  Parallele  mit  AB, 
welche  die  in  B  auf  AB  errichtete  Normale  in  R  schneidet,  ver- 
bindet R  mit  Q  und  errichtet  in  A  eine  Normale  auf  AB,  welche 
RQ  in  5  trifft;  so  ist 

r  z:^  i(CE  +  AS). 

Führt  man  diese  Constmction  an  dem  Trapeze  aus,  so  er- 
giebt  sich  Folgendes : 

Ist  das  Trapez  ABCD  (Fig.  6.)  gegeben,  so  verlängere  man 
die  längere  parallele  Seite  um  eine  Strecke  gleich  der  kürzeren 
{AQ:=z  CD)  und  die  kürzere  nach  der  entgegengesetzten  Seite 
bis  zum  Durchschnitt  mit  der  Normalen  auf  der  längeren  io  dem 
nach  derselben  Seite  hin  liegenden  Enidpunkte  (CR=^EB);  ver- 
binde die  Endpunkte  der  Verlängerungen  (QR)  und  errichte  io 
dem  anderen  Endpunkte  (A)  der  längeren  Seite  eine  Normale 
(AS)f  bis  sie  die  Verbindungslinie  schneidet    Es  ist  dann 

r  =  i(CE  +  ^S)  =  i(BR+  AS). 
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d.    Geben  wir  dem  Werthe  flir  Y  unter  I.  die  Form : 

Ist  das  Viereck  Aß  CD  (Fig.  7.)  gegeben,  so  ziehe  man 
CS\\DB  und  verlängere  DC  bis  zum  Durchschnitt  mit  AB  in 
0;  construire  EM  und  FP  wie  bei  Fig.  1.;  mache  FQ  :=  FP; 
errichte  AG±Aß  bis  DG\]AB  geschnitten  wird;  verbinde  G 
mit  5  und  verlängere  SG  bis  zum  Durchschnitt  R  mit  einer  in 
Q  auf  QB  errichteten  Normalen.     Dann  ist 

r  =  iQR. 

Es  beruht  diese  Construction  mit  darauf,  dass 

{a-d)~^ES 
ist,  also 

wird. 

Führt  man  diese  Construction  an  dem  Trapeze  aus,  so  er- 
glebt sich  folgende  einfache  Construction: 

Ist  das  Trapez  AB  CD  (Fig*  8.}  gegeben,  so  verlängere  man 
die  längere  der  parallelen  Seiten  um  die  kürzere  nach  beiden 
Seiten  hin  {BS  z=  AQ  =  CD) ;  errichte  AG  normal  auf  der  län- 
geren Seite  bis  zum  Durchschnitte  mit  der  kürzeren;  verbinde 
den  Durchschnittspunkt  {G)  mit  dem  Endpunkte  {S)  der  Verlän- 
gerung an  dem  anderen  Ende  der  längeren  Seite  und  verlängere 
diese  Verbindungslinie  {GS)  bis  zum  Durchschnitt  {R)  mit  der  in 
Q  auf  QS  errichteten  Normalen.     Es  ist  dann 

Die  Ordinate  Y  könnte  man  auch  aus  der  Gleichung 

F  =  i(A+  —^ :—)^\{h^—f^ ) 

c  -r  ^  a  —  d  c  -^  +  a  —  d 

« 

construiren  und  daraus  wieder  eine  neue  Construction  für  das 
Trapez  ableiten,  wie  sich  auch  noch  andere  Constructiooen  durch 
Umformung  der  Gleichungen    für  X    und    Y  ergeben;    das  Vor- 
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stehende  genügt  aber  mehr  denn  ausreicheud,  um  die  verschieden- 
artigen  Gonstructionen  zu  erweisen.  Die  grosse  Anzahl  von  Com* 
binationen,  um  die  Lage  des  iScbwerpunktes  selbst  zu  bestimme», 
noch  anzudeuten,  bedarf  es  nicht. 

SchliessUcb  erwähne  ich  noch  eines  Satzes,  der  sich  aus  der 
Construction  för  das  Trapez  unter  a.  (Fig.  2.)  ergiebt  und  leicht 
synthetisch  zu  erweisen  ist. 

Nimmt  man  (Fig.  S(.)  auf  einer  Sfrecke  {AB)  zwei  beliebige 
Punkte  (£  und  F)  an»  zieht  durch  diese  Parallelen  von  einer 
Länge,  welche  gleich  ist  der  Summe  aus  den  Abständen  des  be- 
treffenden Punktes  von  den  beiden  nächst  liegenden  {FP=zAF-{-FE 
und  EP'  z=zEß+EF),  verbindet  die  Endpunkte  mit  dem  eot- 
fernteren  Endpunkte  der  Strecke  (BP  und  AP),  schneidet  auf 
jeder  Parallelen  von  ihrem  Anfangspunkte  eine  Strecke  ab,  gleich 
der  Entfernung  des  Anfangspunktes  vou  dem  näheren  Endpunkte 
der  Strecke  (FR  =  AF  und  ER'  =  EB),  zieht  durch  diese  Punkte 
und  den  näheren  Endpunkt  der  Strecke  Strahlen,  bis  sie  obige 
Verbindungslinien  schneiden  (ARQ  und  BWQ')\  so  läuft  die 
Verbindungslinie  dieser  beiden  Punkte  mit  den  Parallelen  parallel 
und  trifft  die  gegebene  Strecke  stets  in  demselben  Punkte  (iV). 

Die  beiden  auf  der  Strecke  (AB)  beliebig  anzunehmendeu 
Punkte  (E  und  F)  sind  zwar  in  Fig.  9.  zwischen  A  und  B  an- 
genommen worden;  indessen  ist,  wie  sogleich  von  selbst  in  die 
Augen  fällt,  die  Lage  dieser  Punkte  gleichgültig,  wenn  man  nur 
bei  der  Construction  gehörig  positiv  oder  negativ  abträgt  und  ver- 
bindet, und  dann  natürlich  auch  das  Wort  „ Summe *'  iu  dem  all- 
gemeinen arithmetischen  Sinne  nimmt,  was  sieh  eigentlich  Alles 
von  selbst  versteht. 
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Problema  geometricum, 

propositam  a 

D''^  Christiano  Fr,  Lindmanj 

Lectore  Stregn. 


(Fig.  Tab.  VI.). 


Problema,  quod  mihi  proposui  ad  solvendum,  est,  rectam  per 
punctum  datiim  ita  ducere,  ut  trian^ulum  datum  in  duas  j)arte8 
aequales  dividat.  Quod  quamquam  iion  dubito,  quin  antea  pro- 
posituni  solutunique  sit,  mihi  tarnen  non  iodignum  visum  est,  de 
quo  deouo  disseratur. 

Solutio  mere  geometrica  eo  facilius  inveuitur,  quod  problema 
propositum  in  hoc  iocioditur :  per  punctum  datum  rectam  ducere, 
quae  duas  rectas  inter  se  secantes  ita  secet,  ut  triangulnm  iode 
ortum  datae  fiat  magnitudinis.  Sit  igitur  ABC  (Vig.l.)  triangulum 
datum  et  P  punctum  datum.  Per  P  ducatur  recta  DE  lateri  alicui 
AC  parallela  fiatque  parallelogrammum  ADEF=  dimidio  trianguli 
ie.  est  quarta  proportionaüs  AF  ad  AD,  iAC,  iAB  quaeratur  et 
parallelogrammum  conficiatur.  Ducta  deinde  FO  =  PD  et  ad  AC 
perpendiculari ,  ex  O  ut  centro  scribatur  circulus,  cujus  radius 
e6t  =  PJE.   Ita  inveniemus  in  AC  duo  puncta  aut  ununi  punctum  aut 

> 

uulium,  prout  sit  PE  =  PD,     In  figura  puncta  sunt  duo  H  et  H\ 

< 

quae  cum  P  conjuncta  dant  duas  rectas  GH,  G'H',  quarum  utraque 

triaugulum  datum  in  duas  partes  aequales  dividat.   Eadem  quoque 
constriictio  de  angulis  B  et  C  facienda  est.     Quo  facto,  duo  alia 
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puncta  nunc  invementur  in  AC  et  duo  in  BC.  Attamen  probte- 
niati  proposito  nuliae  aliae  lineae  sattsfaciunt  ^  quam  qoae  latera 
trianguli  inter  verttces  angulorum  secent.  E  lineis  igitur»  quae, 
adhibitis  angulis  B  et  C,  inveniutitur ,  una  tantum  G%H^  probte- 
mati  convenit.  Itaque  per  punctum  P  tres  tantum  tales  lineae 
nunc  duci  possunt.  Etsi  problema,  triaogulo  ABC  dato,  tres  ad- 
mittit  sotutiones,  inde  tarnen  cotligere  non  licet,  rem  semper  ita 
se  babituram,  neque  apparet,  quomodo  quantitates  datae  compa- 
ratae  esse  debeaut,  ut  una  vel  plures  sotutiones  exsistant,  id  quod 
via  analytica  investigandum  est. 

Primum  igitur  quaeramus  locura  punctorum,  ubi  rectae,  quae 
triangulum  datum  ABC  (Fig.  II.)  in  duas  partes  äequates  dividant, 
ipsae  bipartitae  sunt.  Origine  in  A  coltocata  et  AC^  AB  axibus 
abscissarum  et  ordinatarum  resp.  sumtis,  aequatio  rectae  ejusmodi  est 


i+.5=i (1) 

si  sunt  (u,  0),  (0,  z)  coordinatae  punctorum,  ubi  axes  secat 
Coordinatae  puncti  medii  igitur  sunt  x^:^\u,  ^  =  ^z.  Quoniain 
vero  superficies  trianguli  ita  orti  est  =  \uz  Sin  A  et  dimidium 
trianguli  dati  aequat  vel  est  =  ^bc  Sin  A ,  aequatio  loci  quaesiti 
erit 

xyzzlbc (2) 

quae  est  aequatio  hyperbolae,  axes  pro  asymptotis  habentis.  Hy- 
perbota  illa  satis  commode  scribi  potest,  quia  unum  ex  punctis 
ejus  d\x  =  76 ,  ^  t=  ^c)  coguitum  est.  Quemadmodum  is  ramus 
byperbolae  (2),  de  quo  nunc  agitur,  cadit  inter  BC  et  rectam  BC 
paraltelam,  quae  triangulum  bifariam  secat  et  byperbolam  tangit, 
sie  duae  aliae  sunt  byperbolae,  similiter  ad  AC  et  AB  sitae  ac 
prima  ad  BCy  quarum  aequationes  facite  reperiuntur.  Enimvero 
si  aequatio  (1)  rectam  repraesentat ,  quae  AB  in  P,  BC  in  Q 
secat,  qaoniam  est 

h       c 

aequatio  rectae  JSC,  colligitur,  coordinatas  punctorom  P  et  Qesse 
resp. 

bujc—i)  ciju—b)      .        ^ 

«»  =  cu^bz   '     "i'  =   cu^bz  '     ^  =  ®'    ^=^ 

atque   ideo    ^BPQ  =  ^tcu  —  bt)  ^'''  ^-     **"'*    '"'*®"'     ^^'^^ 

QC 

=^i£iABC^=:  -T-Sin^,  prodit  aeqoatio 
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u  (c — g)^_  c 
cu — bz   ""  2* 

Quam  vero  coordinatae  puocti  medii  rectae  PQ  sint 

eliminandis  if  et  «  invenitur 

cx^  +  bxy  —  bcx  z= — g-,      (3) 

qoae  est  aequatio  byperbolae^  cujus  asymptotae  sunt  AB  et  AC. 
Eodem  modo  inveoitur  aequatio 

6y«  +  cary— 6cy=  — -g-       (4) 

byperbolae  tertiae«  qaae  CA  et  CB  pro  asymptotis  habet.  Jam 
patet,  ramos  hyperbolarum ,  intra  ^ABC  cadentes^  inter  se  cod- 
tactus  habere,  primam  et  secundum  in  puncto  c^(x  =  |6,  y  =  Ic), 
primum  et  tertium  in  puncto  b^xz^ib,  y=:^c),  secundum  et 
tertium  in  puncto  a'(x  =  ib,  y  =  ic),  eademque  paria  hyperbola- 
rom  a  medianis  CO,  BB,  AA'  iisdem  punctis  tangi.  E  tbeoria 
hyperbolae  cognitum  est,  omnes  rectas,  quae  triangulum  in  duas 
partes  aequales  dividant,  quandam  ex  bis  hyperbolis  contingere. 
Necesse  quoque  est,  latera  trianguli  inter  vertices  angulorum  se* 
cari.  Tangentes  igitur  per  punctum  datum  (o;  =  a,  y  =i  ß)  trans- 
enntes  quaerendae  4sunt  Si  aequatio  rectae,  quae  per  punctum 
datum  transit  et  hyperboiam  (2)  secat,  est 

y-ß^i(^-o) (5) 

inveottur 

_  at-ß±V  (a<— <3)*-H6c< 
^  -  2< 

Ct  aequatio  (5)  tangentem  repraesentat,  necesse  est»  sit 


V  («<-» 


•+'l'=o 


vel,  si  ti  est  valor  quantitatis  t  huic  rei  respondens, 
toordinatis  puncti  contactus  per  Xi,  yi  designatis,  babebimus 
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^'  =  ""8^'     y*  =  ~sr" ^^) 

8i  !{,  ^  sunt  valorefi  coiSfBcientis  t,  quando  recta  (5)  hyperbolam 
(3)  aat  (4)  tangit  et  x^,  y^;  x^,  y^  designaot  coordiuatas  puocti 
contactus,  inveniuntur 

_  Sca(bc - ca  —  bß)  - b^cjc -  ß)±{öe—2ca  —  bß) Rt 
^*""  8a(6c-ca— 6/J)  ' 

_  86/?  {bc  ^ca-  bß)  -  bc*(b  —  a)  T  (6c  -  ca — 2b ß)  ig» 
'*'»—  8iJ(6c— ca~6|3) 

Quantitäten  /?,,  A^»  ^s  monstrant,  fieri  non  posse,  ut  recta  per 
punctum  {ce,  ß)  transiens  unam  ex  hyperboHs  (2),  (3),  (4)  contingat, 
msi  sit  resp. 

6c^8«|J,   6*c^8«(&c— ca— 6/J),    ftc*^  8/3(6c— ca-6/J). 

Jam  scrutandum  est,,  quo  pacto  eventurum  sit,  ut  lineae  illae  ra- 
mos  byperbolarum  intra  ^^^^C  cadentes  tangant,  neque  obliviscen- 
dum  est,  tangentes  cum  eodem  ramo  coritactum  habere  non  possCi 
nisi  punctum  datum  intra  eum  asymptotarum  angulum  jacet,  qui 
ramum  comprehendit. 

Primum  ponamus 

a>0,    /?>0,     6c-ca— 6/5>0 

vei  punctum  intra  triangulum;  sequitur,  ut  utraque  tangens  euo- 
dem  ramum  tangat.  Comparandis  ordinatis  punctorum  b\  u'\  c' 
cum  yi,  abscisbiä  punctorum  c^y  b",  a!  cum  x^y  ordinatis  pun- 
ctorum o',  c",  b'  cum  ^3  reperiemus,  contactum  fieri 
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ioter  b'  et  a!\  si  etit  sll 


2=     8«     =2V2 

vel  2ca  +  6/J^6c  ^  (ca  +  6/J)\^2, 


vel  26/3  +  ctf^6c^(ctf  +ÄiJ)\^2, 


c'etr  '>      ^(^^  +  ^*)     >     ' 


»»    "    ^*  «^  >  >»     *# 


2  =  8<6c  -  c«  —  6/J)  =  2  V^ 

vel   be  ^  26/5  +  ca.  |j  ^  c  (I  -^p 


vel  |J=*(I-r4).   cu^bß. 


„    «'  et  </',  „ 


V2 
c     >     c(6c  —  ßg)     >  c 


y» 


2 V^2  =  ^(^ö  —  ca  —  6/J) Ä  4 


vel  «i6(l-:^2^'   ^'^^'^^^ 


c    et  0,  „ 


»         •'  *^*      V    j      ,j         >9 


2  =  8(6c-  — ca— 6i3)  =  2V2 

vel  6c  _.  2ca  +  bß,    «-.6(1  —  tt^). 

Inde  elucet«  rectas«  quae  triangulum  datum  in  duas  partes  aequales 
dividant,  numquam  plures  tribus  esse,  et  inspectio  figurae  docet, 
id  iion  evenire,  nisi  punctum  (cc,  ß)  intra  spatium  curvilineum 
a'c%'a'Vb"a'  situm  sit. 

PositU  deinde 

a>0,  /3>0,  6c-ca— 6/?  =  0, 

vel  punctum  in  £C  situm  esse,  facile  perspicitur,  nullam  tangentem 
byperbola«  primae  problemati  satisfacere.    Quum  vero  nunc  ha- 
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u  ß 

beamas  o;«  =  5  >  ^3  =  59  colligitur ,  unam  tangentem  hyperbolae 

secundae  problemati  convenire,  si  est  | 

^=«=2' 
et  unam  hyperbolae  tertiae»  si  est 

qaae  tarnen  res  Don  simul  evenire  possunt    Itaque  una   tantum 
linea  ejusmodi  invenitiir. 

Si  est 

a>6,     /5<0,     Äc—ca— 6/3  =  0 

vel  punetam  in  linea  ßC  producta,  una  reperitur  reeta  hyperbolam 
primam  tangens,  si  est 

^ca  +  6/5  ^  6c  ^ c«  +  26/5; 

si  est 

«<0,    /J>0, 

una  exsistit  linea  eandem  hyperbolam  tangens«  si  est 

26/3  +  ca  ^  6c  ^  6/3  +  2ca. 

Ne  muitus  sini,  mihi  sufficiat  dicere,  unam  tantum  reetam, 
quae  triangulum  bifariam  secet>  reperiri  pro  quovis  sita  puncti 
dati,  siTe  est  extra  triangulum  sive  in  quodam  ejus  iatere«  id 
quod  eodem  fere  atque  antea  modo  invenitur,  praeterquam  quod 
valores  tantum  positivi  quantitatum  tfi,  x^  y^  cum  aptis  coordinatis 
punctorum  b\  0*9  o!  comparantur. 
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XXVI. 

Ueber  eine  Brechungscurve. 


UerrD  Dr.  ^d.  Hoehheim, 

Lehrer  m  der  bAbereo  0«worbeBchnle  ta  Uagdebnrg. 


(Figur  s.  Taf.  V.) 

In    Theil  L.  Nr.  III.  S.  64.   dieses  Archivs  stellt  Herr  Pro- 
fessor   Kndelka    in    einer    Abhandlung:    „Die   Gesetze    d 
Lichtbrecbong"  folgendes  ungelöste  Problem  anr: 

VoD  einem  leachtenden  Punkte  O  mSgen  zwei  Strahlen  i 
eine  Ebene  fallen,  welche  zwei  ungleich  stark  brechende  Medi 
trennt;  sie  werde»  dann  beim  Durchgange  durch  die  Ebene  g 
brocheo  und  die  gebrochenen  Strahlen  schneiden  sich  rOckwSi 
verlängert  in  einem  Punkte. 

Man  denke  sich  nun  das  Medium,  in  vrelches  die  von 
kommenden  Strahlen  eintreten,  hinsichtlich  seiner  materiell 
Beschaffenheit  wie  durch  Zauberei  in  stetiger  Veränderung  I 
griffen,  so  dass  dadurch  der  Brechungsexponent  m  in  den  Z 
stand  stetigen  Wachsen  versetzt  wird.  Die  den  obigen  einfallt 
den  Strahlen,  die  wir  als  unveränderlich  beibehalten,  entspi 
cbenden  gebrochenen  Strahlen,  werden  alsdaun  immer  grösE 
and  grösser,  ihr  Schnittpunkt  wird  seinen  Ort  verfindern  und  t 
mit  eine  gewisse  Bahn  beschreiben. 


254  Hochheim:    Veber  eine  Brechungtcurve* 

Näheres  fiber  die  Gestalt  and  Beschaffenheit  der  Bahn  möge 
hier  folgen: 

Die  Gerade  XX  bilde  die  Grenze  zwischen  den  beiden  Me- 
dien und  sei  zugleich  Abscissen-Aze.  Der  lichtstrahlende  Punkt 
O  habe  die  Coordinaten  a,  b.  Die  beiden  von  ihm  ausgehenden 
Strahlen  seien  ÄO  und  BO.  A  liege  im  Anfangspunkte  des 
Coordinatensystems  9  B  habe  die  Coordinaten  q^  0.  Der  Einfalls« 
Winkel  des  Strahles  OA  sei  a,  der  des  Strahles  OB  sei  /3;  die  ent- 
sprechenden Brechungswinkel  seien  «i  und  /3|.  Der  Durchschnitts- 
punkt der  rückwärts  verlängerten  gebrochenen  Strahlen  sei  F  mit 
den  Coordinaten  xy^  dann  ist  die  Gleichung  der  Geraden  AFi 

Vm«— sin«« 
^  sina 

und  die  der  Geraden  BFi 

Vw«— sin«Ä, 

Quadriren  wir  jede  dieser  beiden  Gleichungen,  so  ergielit 
sich: 

y*sin*a  =  a;«m*  —  a:*sin*a, 

y«sin*/J  =  {x—  Q)*m'^—(x  -  p)«sin«/3. 

Durch  Elimination  von  m«  aus  diesen  beiden  Gleichungen 
findet  man  die  Gleichung  für  den  geometrischen  Ort  der  Schnitt« 
punkte  der  gebrochenen  Strahlen: 


oder 


wo 


ist. 


^_  a:»(ar-~p)«(sin«tt--sin«/3) 
^   "~    x*s\n^ß — {x  —  Q)^6in^a 


^  V^a:«  sin«/3  -  (a:  -  p)«  sin«  « 

Ä  =  V^sin«a — sin«/} 


Die  Curve  besteht  aus  zwei  Theilen,  die  sich  im  Punkte 
X  ^^  Q  durchschneiden.  Beide  liegen  symmetrisch  zur  x^Axe 
«wischen  den  Geraden 


psma 
X  =? 


sin  of-f  sin/S 
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und 

Sin  tt  —  sin  p 
die  sie  za  Asymptoten  haben. 

För 

^sina 


^  sina  -f  sinp 

und  I 

•C  ^^    •  •    /j 

sin  a  —  sin  p 

ist  y  imaginär.  Der  Anfangspunkt  des  Coordinatensystems  ist 
demnach  ein  isolirter  Punkt  der  Curve.  Der  leuclitende  Punkt  O 
liegt  in   der  Curre,  denn  setzt  man 

QCOtß 

cot/J  —  cot  a         * 

so  geht  die  Gleichung  der  Curve  über  in 

—  ■     ^cottfCOt/3  

•^  ""  *  cot /5— cot«  --  ±  '^' 

in  ihm  schneiden  sich  die  gebrochenen  Strahlen  für  m  =  1. 

Um  den  Lauf  der  Curve  noch  genauer  zu  untersuchen,  bilden 
wir  die  beiden  ersten  Differentialquotienten: 

dy   ^^.n    a:'sin*/3  —  (x  —  ^)'sin*«_ 
di  "*'*^(a:«sin«/3-(a:-p)2sin2a^' 

d^  ^  3j:(ar  ~  q) Qi^sin^a.sUi^ß 

dx^^^^  (.T« 8in«/5  —  (ar -  p)«  sin^^OI' 

Ffir  a:<^  haben  ^  und  ^  stets  entgegengesetzte  Vorzeichen; 

swischen  or  =  a  -; i — :— 3  und  o:  =  p   muss  demnach  der  ober- 

^sina  +  sinp  ^ 

halb  der  a?-Axe  liegende  ThetI  herab-,  der  unterhalb  liegende  auf- 

steigen:    fär  alle  Werthe   von   x  zwischen  o  und   o  —. t-^ 

»     '  ^  '^  sin « —  sin  p 

haben  y  und  ^  -    gleiche  Vorzeichen^  der  über  der  or-Axe  Hegende 
Theil  steigt  daher  auf,  der  unterhalb   liegende  ab. 

Setzt  man 
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3 

V  sin*« 


V  »in*  «  —  Vsin*/^ 

^  ^n. ...  „. ,  .. 

sino 


80  wird  ^  =0;   doch  ist  hier  weder  ein  Maximum,   noch  eio 


Minimum  vorhanden,  da  sich  dieCurve  nicht  über  a?=:p-r— — -r-n 
hinaus  erstreckt. 

Da  y  und  ^-^  stets   gleiche   Vorzeichen    besitzen ,   so  mass 

die  Curve  der  a;«Axe  stets  die  convexe  Seite  zukehren;   fiir  a;=p 

wird   jj\  =  0,  jeder  Theil  der  Curve  besitzt  daher  im  Punkte 

{Qy  0)  einen  ßeugungspunkt. 

Der  Schnittpunkt  der  gebrochenen    Strahlen    wird   sich   nur 
auf  dem  Arme  der  Curve  bewegen,  welcher  zwischen  x  =^  q  und 

a?  =  p-^ 7—s  oberhalb  der  ^-Axe   liegt;    er  durchläuft  för 

^  8ina —  sinp  " 

m  <  1   das  Stfick    zwischen   x^hzq    und    x  =  a;    für  m  >  1    den 

übrigen  Theil,  der  sich  in  die  Unendlichkeit  erstreckt. 


Beriehtii^aiiffeii  zmn  ersiten  Hefte  dtesefli  Tbellfli. 

S.  8.  Z.  16.  V.  0.     Statt  „r"  s.  m.  „T". 

S.  8.   „    17.  V.  o.       „      „und"  8.  m.  „um". 

S.  8.   „      7.  V.  u.      „      „r"  8.  m.  5,2^". 

S.  9.  „     4.  V.  o.       „      „des"  s.  m.  „eines". 

S.  9.  Z.  8— Z.  9  y.  o.  ist  dem  gesperrt  gedruckten  Satze  die  folgende 
Fassung  zu  geben: 

„Jedes  unendlich  kleine  Flächenstück  kann  durch  einen 
unendlich  kleinen  Kreisbogen  erzeugt  worden,  wenn  sich  der- 
selbe so  bewegt,  dass  einer  seiner  Punkte  einen  zweiten  un- 
endlich kleinen  Kreisbogen  beschreibt,  w&hrend  der  zu  jenem 
Punkte  gehörige  Badius  des  ersten  Bogens  mit  dem  zu  einem 
bestimmten  Punkte  des  zweiten  Bogens  gehörigen  Radius  pa* 
rallel  bleibt  und  die  Ebenen  der  beiden  Bogen  beständig  anf 
einander  senkrecht  stehen."  K.     £  x  n  e  r. 
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XXTII. 

Die  allgemeine   Gleichung  der  Kegelschnitte,    Insbe- 
mdere  auch  die  allgemeine   Gleichung  des  Kreises, 
in  Dreilinien-CoordiDaten  oder  in  sogenannten  trimetri- 
schen  Coordinaten. 


dem    Herausgeber, 


S-  1- 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitt«!  In  Ureilmien- 
Cwirdinaten  »cbeint  mir  noch  nicht  in  so  TollstSndiger  und  allge- 
"Kiiier  Entwicbelung  gegeben  zu  sein,  wie  ich  dieselbe  in  diesei 
Abliaudlang  zu  geben  versuchen  werde,  um  daran  spätethin  nocli 
"eitere  Entwickelungen  in  dieser  Richtung  anzuschli essen.  AU 
'ollstäoilig  bekannt  setze  ich  dabei  voraus  die  von  mir  in  dei 
Abhandlung  Tbl.  XXXVIII.  Nr.  XXXVI.  gegebene  allgemeine 
Theorie  der  Oreilinien-Coordinaten,  aufdie  icb  mich  im  Folgenden 
j  Üfterg  in  beziehen  genSthigt  sein  werde,  wobei  ich  zugleich  he- 
uerte, Hasa  Tch  —  nenn  nicht  etwas  Anderes  besonders  bemerkl 
»ird  —  hier  Sherall  ganz  dieselben  Zeichen  wie  in  der  genannten 
Abbandlnng  gebrauchen,  und  mich  daher  hier  einer  Erklärung 
dieser  Zeichen  ganz  enlballen  werde,  indem  icb  vielmehr  ein  ffii 
>llc  Mal  in  dieser  Beziehung  auf  jene  Abhandlung  t 


8.  2- 

Di«  Coordinaten    des    Brennpunkts    des   Kegelschnitts    seien 
V  Ü,,  Oj  —  wobei  ich  bemerke,  dass   diese  Zeichen  in  der  Ab 

Theil  LI.  IT 
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handlung  ThI.  XXXVIll.  Nr.  XXXVI.  S.  399.  eine  andere  Be- 
deutung  haben  —  und 

1) i4/?o+Ä/?i  +  Cpa  =  0 

sei  die  Gleichung  der  Directrix  *).  Ist  nun  (poPiP«)  j^tz*  ein 
beliebiger  Punkt  des  Kegelschnitts,  so  ist  nach  Tbl.  XXXVIll. 
S.  433.  das  Quadrat  der  Entfernung  dieses  Punktes  von  der  Di- 
rectrix : 


i4«  + Ä«+ C«-f  2^Äcosfüoi +2ÄCcosM?|4 +  2C/I  COSW20* 

Ferner  ist  nach  ThI.  XXXVIll.  S.  426.  das  Quadrat  der  Entfer- 
nung des  Punktes  (popiP^  des  Kegelschnitts  von  dem  Brenn- 
punkte (OoC^i^s): 


-{ 


(Po'-'(^o)^C08Wi2      (Pi~ft>i)^costf?2o      ( jgg— ^g)^costroi  ^ 
sinti7o|Sinti72o  sinwi^simooi  sinto^o^i uu^i^    )  * 


Bezeichnen  wir  nun  wie  gewöhnlich  die  Charakteristik  des  Kegel- 
«Schnitts*^)  durch  n^  und  erinnern  uns,  dass  nach  Tbl.  XXXI. 
Nr.  XIII.  bei  einem  jeden  Kegelschnitte  die  Entfernung  eines 
feden  Punktes  desselben  von  dem  Brennpunkte  erhalten  wird» 
wenn  man  die  Entfernung  dieses  Punktes  des  Kegelschnitts  von 
der  Directrix  mit  der  Charakteristik  multiplicirt;  so  ist  klar»  dass: 

«X n^JApo+Bpi  +  Cp^^ 


•     •  i4«+i^  +  C«+2^ÄCOSII?o|+2£?CcOSW|»  +  2C^C08W40 

_  __  ( (;>o~^o)^costi?ia      (/?i-"i5t)^co8tg2o      (pa~5a)*cosf>o|) 
\    sintroiSin<^2o  sinu^i^siniToi  sintTaosintOia    ) 

die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte  ist. 

Setzen  wir  nun  wie  in  ThI.  XXXVIll.  S.  406.: 

4A*        _  _     .  - 

3)  .   .   .  J  = =  Qf^sinwi^'^-QiSinw^  +  idmSinijOQi 

=  Po  sin  Wi2  +Pi  sin  Wjo  +/^2  sin  tcoi 
und  der  Kürze  wegen: 


*)   M.   8.    meine    Theorie    der    KegclacbiiiCte    nach    einer 
neuen  MethoHo  analytisch  entwickele    in  Tili.  XXXI.  Nr.  XIII. 

*')  ThI.  X\X1.  S.  68. 
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«V* 


80  können  wir  die  vorstehende  allgemeine  Gleichung  der  Kegel- 
schnitte auch  auf  den  folgenden  Ausdruck  bringen : 


9 


5) G^(Apo-t-Bpi  +  Cp^ 

,    j2  f  (Po-(^o)^COSWi2        (/?!— C5|)^C06U?to 

\     BintDoiSintD^a  sintritsiutroi 

.   (/?2— ^2)*COSfro|) 


=  0. 


6intrsoSinti7|2 


Es  ist  nun: 


*"  **         *"  (    sintooi^tn^so  sintUiaSintToi 

(/?,— 5a)^co8tt?o, 


1 


(      (/?o"-öo)*sintri4  costi^is 

'^  )  +(/?i  — öi)*sinu72oCosii?2o 
'  +  <  /?j  —  Sa)*  si  n  Wqi  cos  fi?oi 


=  «/*(/?o*8>n «^12 cos iTja  -|-  pi^sln tf^ao^^^ «'«o +/'2**"' ^oi  co»  Woi ) 
'-2J(pQs\n fü|2  +pi  sin  w^q  i-ptswwoi) 

^(PoSo^in  t^iaCostTia -f /^i^i  sin  tTaoCostOao  ~t'/'s^2®'i"^oi  c^^^^oi) 

+  (/'o®^°<<'l2-^/'l  «iniTao  +/?2sin  Wqi)* 

X(5o*  s''^  ti?i2  cos  Wi2  +  öl*  sin  w^o  cos  tujo  +  «2*  sin  Woi  cos  Woi ). 

Denkt  man  sich  diesen  ^^usdruck  gehurig  entwickelt,  so  über- 
zeogt  man  sich  auf  der  Stelle,  dass  der  Coefficient  von  po"^  der 
folgende  ist: 

</*sinti;i2Costr|2 — 2Jc5o®^'^^is^c^^^i2 
+  (Oo*8int&i2costri2-|-c5|  Vintr2oCostr2o-f  ös^sintcoi  costi?oi)sint<?i2* 

+  (ui|*sin  ti72o  cos  «1720 -fÖ2*  sin  tooi  coswoi)ßin«i?i2* 
=      (Oi  sin  ti;2o  -f-  ög  sin  tcoi  )*sin  Wi^  cos  t0]2 

+  (Oi*sinti;2o<^osti7.2o  +  öa^sintToi  costDoi)  sin  ii?,2* 
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=       ö,*^  sin  wi  2  sin  w^^  (sin  Wi^eos  w^  +  cos  Wi^  sin  to^o) 
+  öa®  sie  w^i  sin  W|a  (sinu^oi  cos  tO|a  +  cos to^i  sin  ti^ia) 

=       öl*  sin  t<7|2sin  w^q  sin  (wi^  +  «o^^j) 

+  o^s\nv)Qi  sinwi2  8in(troi  +«Oit) 

+  2öi  öa  si  n  ti>oi  sin  Wi^  sin  tr^o  cos  Wj, 
=  — Qx^  ^ii^  ^01  sintTia  sin  ti^^o 

—-  Sa*  sin  ti?oi  sin  tuia s'm  w?2o 

-f  2c5iC5asinfOoi  sintriasintTaoCostOia  *) 
=  — (öl*— 2ö,öacosfi>,a  +  5a*)sinwoisinw|asinfi>ao. 

Ganz  auf  dieselbe  Art  sind  also  überhaupt  die  Coefficienten 
von 

Po*»     Pl^f     P%^ 
in  dem  obigen  Ausdrucke  beziehungsweise: 

—  (öl*— 2öi  öa  costoia  +  öa*)  sin  woi  sin  wia  sin  wao, 

—  (öa*  -2öaöoCostOao  +,öo*)siufi>oisinw,asin  Wao. 

—  (öo*— 2öoöi  costooi  +  ö,2)sintOoi  sintoia  sinwag. 

Der   Coefficient    von   2po/>i    in   dem    obigen    Ausdrucke   ist 
offenbar: 

—  •/(öisinw,asinw2ocos«cao»+öosiniraosinw,acos;fria) 

+  sinwia  sinwao(5o*8>D  ««^lacostuia  +  öi*sin«0aocos  Wao 

-f  öa*  sin  11^01  cos  tooi) 
=  —  (öosinwia+öisinwao+öasinwoi) 

X(öisinwiasinfr2oCosti?ao  +  öosintraoSinto,aCosfria) 
+  8"n«»i2S>n  w«ü  (öo*8in  ti^iacostoia  +  Öi*sinu7aocos  Wao 

+  öa*sin  Wqi  cos  lo^i) 


*)    I  hl.  XXXVIII,  S.  403. 
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=     öo*  (sin  Wi^  cos  w^  2  sio  w^  —  sin  w^^  cos  Wx%  sin  tr^o) 
\  Qi*  (sin  w^  sin  Wx^  cos  toso — ^it*  ^20^  ^i"  ^is  ^o^  tf'fo) 
•f  öSj^sin  fOoi  sin  «Ti^  sin  to^o  ^^^  ^01 
— Oq^i  (s^n  ^1«'  s^>^  ^20  ^<>s  *^  4-  sin  tc72o*  sin  Wx  2  cos  «O]  g) 
*-  Qi  02  sin  t^oi  sin  w^  1  sin  C&20  cos  1020 

—  (5200  sin  tc^oi  sintr|2costr2ocosf0|2 
=     i^^  si  n  Wqx  s  in  tO|  2  sin  w^  cos  troi 

—  Cdo^i  sin  t<?|2  sin  1^20  (sin  tf7|2  co8tr2o  4  cos  t(^|2sin  1020) 

—  Ol  »2  sin  i&oi  sin  t0i2  sin  ti>2o  cos  w^^^ 

—  (52c5o  si  n  w^x  si  n  tri  2  si  n  t02o  cos  U7|  2 
=     ^2^  sin  Wqx  si  n  tT]  2  sin  tr2o  cos  to^i 

—  öoSi  sin  «^12  sin  «^20  sin  (tri 2  +  «^20) 

—  c3|  c52  sin  t^oi  sin  Wxi  sin  ti;2o  cos  t02o 

—  ($2^0 sin  ti^oi  sin  Wx^  sin  tr2o cos  tC|2 
=      Jh^  sin  tToi  sin  ti7|2  sin  ti;2o  cos  tooi 

-|-  o^Oi  siDti7()|  sin  ti7|2sin  w^ 

—  Ol  O2  sin  ti^Qi  sin  tri2sin  w^  cos  ti;2o 

—  O2O0  sintToi  sint&i2sintr2ocosti7|2 

=  {OqOx — Ö2  (So  costi?i2  +  öl  costi?2o — O2cost(?oi)}  sinfOoi8infC|2sint02o 

( 5oS|  —  «2  (öocos  tri2  +  öl  cos tC2o)  )    . 
=  \  -„        ,  ,  >sinfCoiSintOi2Sin«r2o 

\  +02*COS(ti;|2  +  tC72o)  j  Ol  1«  20 


={ 


ÖO^l  ""%(öoCOSt«>i2  + OiCOSfr2o)  \     . 

—  o  __  .  .  > sin fCoi sin €012 sin  1^20 

+  O2  costi;i2COSti^  — O2  sinti?i2Sint02o) 


=t(Oo— (i)aCOs«>2o)(<«>i"~^2Costt7|2)r:Oa*siniri2sina>2o)sin«Poisini^i2sinir2o- 

Also  ist  überhaupt  der  Coefficient  von  ^p^px*  ^Pi  P%f  ^P%Po 
in  dem  obigen  Ausdrucke  beziehungsweise: 

jöoö]  —  O2  (öoCOStf7|2  +  öl  cos  c<;2o —  Ö2C0S  tCoi)}sintOoi  sintfi«  sinti72o> 
{Ö1Ö2  —  öo(—  öoCost<?,2+  öiCosti?2o+Ö2COsti?oi)}8in«i>oi  sinti?i2  sint02o* 
{Ö25o~ö|(ÖQCOst«>i2  —  öl  cost<?2o  +  Ö2  costi?oi)}sin  tc^oi  sin«ö|2sinfC2o 
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oder: 

{(Os— €$1  costTi  2)(c5o— €5x  costi^oi )— c5|  Vi  nu^oi  sintoi  2}  siof^oi  81  ntf^]  281  ntC2o  • 

Nach  gehuriger  Substitution  und  Division  durch 

sin  ti^oi  sin  tc7|2  sin  C&20 
erhält  man  den  folgenden  Ausdruck: 

^a  [  (Po— ^o)'^^^^ia  .   (/?!— t5|)gcostg2o 
^*    '    *    *         \    sintOoi '^■"^20  sintTiasintt^oi 

(pa-~öa)^CQSti?ot| 
sint02osintri2   ) 

=  — (5|*— 2öi52C0Sti>,9  +  i^^)Pi? 

—  (Ö2*  —  2c32C3oCOS«020  +  öo*)/?i* 

—  (5o*— "2öoöi  coswoi  +  ^\^)p^ 

+  2 {Öoöi  —  Ö2  (Öo  cos  tl>|2  +  öl  cos  W20  —  02  cos  tTüi )  } /?o  f>i 

+  2{5iÖ2— öo( — c3ocose0|2-f  5iCosM?aü  +  Ö2Cosf«7oi)}jt?iP2 

+  2{Ö2Öo— 5i(ÖoCOStCi2 — öl  COStl72o+Ö2C08tDo|)}/>2f'o 

oder: 

j«  I  (/^o— ^o)^<^o^^ia  .   (/?|-öi)>costg2«» 
'*    '    '    *         \    sinti^oi  sinti^ao  sinwiasinwoi 

(;?2""Ö2)^eostOoi\ 
sin«020^ii>^is    ) 

=  — (öl*— 2Ö1Ö2COSW12+  öa*)j»o* 

—  (öa*—  2Ö2Ö0  costTjo  +  öo*)  Pi* 

—  (öo*— 2Ö0Ö,  COSWoi  +  öi«)/?2« 

+  2{(öo — Ö2Costc^)(öi— Ö2C0stri2)  —  Ö2*sinti>i2sin«C2o} /^^Pi 

+  2{(öi— öoCosM?oi)(Ö2  — Ö0COSW20)—  öo^sintraosintToi  }piP2 
+  2{(Ö2— öiCosM7i2)(öo — öicoswoi)  —  ö,*sin  ti>(,|  sin«0i2}p2/>o 

Nach    5)    ist    folglich   die    allgemeine   Gleichung   der    Kegel- 
schnitte : 
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«) GHApo  +  Bpi  +  Cp^)^ 

-  (ö|  *—  2öi  öj  cos  tri  2  +  ö«*)  Po* 

-  (5a* — 2ü,5o  cos  ir»o  +  (^oVPi  * 
-(öo*-  2öü5,  coswoi  +  Oi^)p%* 

+  2{c5oC5|  —  c5«(c5o  cos  tri«  4-  Qj  cos  Wj^  —  o«  cos  tooi )}  p^  px 
-f  2{c3i02  "~  öo( — 5o*508tl?i4  +  «1  cosu^^o  +  ö^costuoi)}/?!  p% 
+  2{cd2c3o  —  öl  (öocoswia  —  ©i  cos to^o  +  '^%^^^^oi)]p^Po 

=  0, 

oder : 

9) G*(Apo  +  Bp,  +  Cp^)^ 

— («i»— 2öi  ö^cos  Wi4  +  <^^)Po^ 
-  (Oa*  —  2ö«öo  cos  fü4o  +  öo*)  Pi* 
— (öo* — 2öoöi  cos  Woi  +  öl*)  pa* 

+  2{(öo  —  öa  cos  ti>ao)  (öi  —  öj  cos  tuia)  —  öa*8in  Wia  sin  ti^ao }  PoPx 
+  2{  (5i  —  öo  cos  tToi )  (^2 — öo  cos  Wao)  —  öo*  sin  Wao  sin  Woi }  Pi  P« 
+  2{(öa-— öl  costoia)(öo — öi  costcoi)  —  öi*8inti?oi  sinwia}  paPo 

=  0. 

Setzen  wir  aber  der  Kurze  vregen: 

10) 
A'  =     ö|*  —  2öiöaC08iria+öa*—  G*^!*, 
Ä'  =     öa*— 2öaöo  cos  w^  +  öo*  -—  6r*Ä*, 
C'=     öo*— 2öoöi  coswoi  +  öi*—  G*C*, 

/)'= — 2{öoöi  —  öa(öoCostOia-f  ö|COsu72o'~  öaCostCoi)+  Ci^AB\ 
=s  — 2{(öo— öaCOstC2o)(ö|  — öacost^ia)  — Öa*sinwiasinti?ao+G*^^}» 

£'  =  — 2{öiöa  —  5o( — ÖoCOsii7|a+öiCosti?2o+öaCoswoi)  +  G*Ät'} 
=:  —  2  {(ö| — öocosf^oi  )(öa—  öocostrao)^  öo*sintr2o8inti7oi  +  G^BC] , 

f = — 2{öaöo  —  öl  (öoCostTia  —  öi  costo^o  +  öaCos«Coi)  +  G*C-4} 
=  —  2{(Ö2--öiCosfri2)(öo-ö|CO«tr^ji)  — öi*8in«Coi*»«"M'ia+G*C^}; 

80  ist  die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte: 
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H) 


§•  3. 

Es  ist  nun  aach  leicht,  die  ailgemeiDe  Gleichang  des  Kreises 
zu  finden.  Bezeichnet  nSmlich  r  den  Halbmesser  des  Kreises,  so 
ist  nach  ThI.  XXXVIII.  8.426.,  wenn  jetzf  o^'  ^i»  ^«  ^>^  Coor- 
dinaten  des  Mittelpunkts  des  Kreises  bezeichnen: 

^      (Po—So)*costO|a       (pi— 5,)»cost0to      (pa-CJgj^costgQi  _  ^ 
^     sintToi^inu^so  siutoi^sintf^oi  sinti^sintoi^ 

oder: 

'        \     sintOQi  sinto^  sintTi^sintToi 

sint02o®'>nti7|s    )         ' 
also  nach  3),  6}  oder  3),  7): 

(     |»o*sinfo,a«  +  p,«sinfr4o*  +  Pa'8inwoi*  \    ^ 

\ <f  ^poPi  sintO|2sint02o -f  ^'Ipip^sXnw^smw^i-^-'ip^pQsinwQxBXJiWi^S 

—  (Ol«  —  ^Oxid^coswi^  +  ^t^po* 

—  (öj*— 2ö«öocostr,o  +  öo*)pi* 
— (öo* — 25oöi  cos  5oi  +  öl*)  p^^ 

+  2  { »oöi  —  öa  (öo cos tTi«  -|-  ö|  cos u?to  —  ö»  cos  ti^oi ) }  po Pi 
+  2  { öiö« — öo( —  öocosfcia  +  5i  costr^o  +  ^t^^^^oi)}Pi P^ 
+  2  { 5»öo  —  5i  (öo  cos  «?!« — öl  cos  toso  +  Q^  cos  Woi ) }  /'i/'o 

=  0 

oder: 

(     Po^sin  w,a«  +  ;?i«sin  ic^«  +  p,«  sin  icoi*  \ 

^"f  2po/'i'S>i><<'i2s'in^2oi^Pi/'s8>ntr2osintroi-f  2p2/'oS>"<^oi  ^ioto^^) 


r« 


—  (öl*  — 2Ö1Ö4COS  10|2  +  Ö2*)po* 

—  (Ö2*  —  252ÖoC08f02o+  öo*)pi* 
— (5o*— ^öoöi  cos  »Ol  +  öi*)p,* 
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•f  2{(cSo — S«  cofl  tOto)(%  —  ^t  ^^^  ^s)  *"  öft^Ain  tri«  sin  ti^o }  PoPi 
+  2{(5i  —  id^tos  t^oi)  (^« — ^o  cos  w^o)  —  5o*  sio  tr^osio  Woi }  P\  p% 
+2{(öa— öl  cosfO|^(öo — öl  costDoi)  —  öi*sint0oi  sin  Wi«}  p»Po 

die  Gleichung  des  Kreises»   welche  Gleichangen    man   aber   auf 
der  »Stelle  auf  die  folgende  Form  bringt: 

12) 

(5j«— i25i  ö«cos«©ia + o^*—  r*sin  «>it*)Po* 
•{-(S,*— 2öscSoCostOto-f  öo^— r*sincoso9)pi* 

•t-(öo'— 2c5o<^iCosfCoi  +5i*  — t*sini©oi*)Pi* 

-2|c)oc5i —ö^C^oCost^ia+öi  costoso— öscostc^oi )  -f  r^sintT]  %9>mu>^pQPi 

-2{öi  c52-öo(— €5oeo8fCi24-QiCostf^-|-c5sCOSfCoi)+'*^6int02o^inti;oi}pi  p^ 

""^{SjOo — Qi(c$ocost0is— ölCOstl;2o-^ö^costl7Ql)•ff^sin€^o16lntOl2}/'sPo 

=  a 

oder: 

13) 

(c5i*— 2öiösCosc&i2-f  5t* — »••8inwi4*)po* 

+  (5,*—  2cSa€5oCOStOio  +  Jäf^-^r^tm  «»io*)jPi* 

+  (5o* — 25oöiCoswoi  +5i* — »^sinwoi*)/?«* 

-2{(So--*5sCosiOto)(c3i--5tCOSfOia)-^(c5«*--f^)sin«c^i2sin«Otoi;'oPi 
-  2{(5i-r5oC<>s*<'oi)(Ö2— öoCostc«>)-"(öo*^»**)sinir^sinwoi}/>i  Jt?i 

— 2{(52--5iC08Wi2)(5o""öi<^®swoi)— (5i*— r*)sinti?oisiDf(;ia}p2Po 

=  0. 

Setzt  man  der  KGr^e  wegen: 

14) 

^i  =  öl*  —  2öiöaC0Siri2+Ö2*— r*sin  Wia*, 
^1  =  öa'— 2Ö2Ö0  COS  W20  +  öo* — r*sin  w^^^, 
C\  =     ö^,*— 2Ö0Ö1  costooi  +  öl*— r*sin  tooi*, 

17» 
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■B--2{(5o--5ftCosw2o)(Si"-öaC08tria)— (Ö2*— r*)8intria8intr2ol» 

iJjÄ— 2{5iS9-Oo(-OoCostri4+SiCostr4o+SaCostroi)+r*sinw£o8«n«Coil 
«--2{(5j— 5oC08Woi)(Sa— öocostoio)— (öo*— »'*)fl»nw2o8in«i?oi}f 

F|  s=— 2  {St^o""^i  (öocosfoi  t-5i  costTso-f  5«cosu?oi)+r*8inwoi  8«nw,  jj 

io  tat: 

15) 

die  (jlelchung  des  Kreises. 

§.  4. 

Nacih  §.  %  und  $«  3»  ist  die  Glekhang  eiaes  jeden  K^el- 
•ekiiUte»  mit  Einsdilues  des  Kreises,  swischen  DreiliDien-Coor- 
dinatea  oder  sogenamlen  triMetrischeii  CoordinsteB,  foh  der  all- 
(titteiaeii  Fom: 

Vms^l^ehH  kM«  Oer»  iveil,  wie  «e  Fersefai  ie  TU.  XXXVIII. 
&  3M9.  «der  &  40L  iei$«ft»  «e  Ceer&uitea  jiw  Jh>  JH  d<mii  die 
fe^tw)iJdi$eiii  CeetdiMleft  «*>  y  i»iet  in  fainwr  Form  aosge- 
drikkt  worden^  jede  tüeicWeg  tos  4er  Fi 


mW«  O^tkiyeyt  feefenfflA  «eiNlee^  ewi  dib  jwilIi  dw  osleve  GM* 
^ck  4ie^  telalet^  Cluwrfcie»^   ikwellniHliI   ■uJm,   eickt  Ter» 

fi>i^i«ttki|o  d«»  ÜMo^iW 
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A',    B',    C,    ly,    E',    F' 

f 

io  $.  2.  10)  and 

^i>    ^i>    Ci,    />!,    £i,    Fl 

in  §.  3.  14)  Goden  verschiedene  Relationen  Statt,  von  denen  wir 
jetzt  einige  entwickeln  wollen. 

Zuerst  erhalten  wir  leicht: 

il'+B'  +  C  +^co8tOoi  +£'costrit  +  F'  cos  w^o 
=a     ö|* — 2öi5jCosirn+52* 
+  5»* — 20sOo  cos  w^  +  öo* 
+  öo*  —  25oö|  cos  tt?oi  +  ö|  • 
— 2öo5i  cos  tToi  —  25i5jcost0n — ^^^^^cosw^ 
+  2c5s  (5o  cos  Wi^  +  ö|  cos  tr^o — ö^  costToi)  cos  Woi 
+  25o(—  5oC®«*«'i>  +  *^i  coswto  +5iCosfüoi)coswia 

-f  2c5i(OoC<^^^i9 — Öico8ti?io+öjcostroi)co8tr£o 

-.6r*(^«f  Ä«+  C*  +  22li?costroi+2ÄCcostru+2CJcostr«>) 

=     2öo*(l— co8tc,««)+2öi2(l— cosio»>2)  +25,«(l-cosii7oi*) 

—  4c5o^l  (cos  «'OI  •"  cos  tTn  cos  tTjo) 

— 4c5i€5a(costO|9 — cos  tcjo  cos  Woi) 
— 45aöo(co8Wjo— costToi  costTia) 
—  G«(il*+ Ä*  +  C*  +  2i<ß  costToi  +  2ÄCcos  wia  +  WA  cosw^), 

also,  weil 

costToi  =  cos(ti?i2  +  <<?jo)  =  coswiacosa?ao — bxhwi^bxx^u)^, 
costcia  =  co8(ti?ao+«>oi)  =  coswaocoswjoi  —Bvaw^QBxnwQi, 
costc^so  =  co8(woi  +  Wi»)  =  costToi  costTia—  sin  «Toi  sin4C|a 

ist: 

A  -\- B'  -{■  C  -{-  D' costToi  +£'  coswia  +  F' costr^o 

_     (      öo^sintTia*  +  öi«8iniOjo*  +  öa^sinwoi*  \ 

""     \+2öo5i8inM?iasinw?2o+2öiöasinw2osinfi?oi+25a5oS»n<<'oiS""«'ia^ 
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=:      2(5o  sin  Wi^  +  ^i  sin  trjo  +  ö^  sin  Woi)* 

-  G2(/4a+  Ä2  +  C«+2^Äcostroi  +2ßCco8fi^ia  +2Ci4co8tr^), 
folglich  nach  3)  und  4): 

16) 

^'  +  ß'  +  C  +  Z)'co8Woi  +£'co8W,a  +  F'co8a)«,  =  — (n«— 2)  J* 

=:(2-na)J», 

oder : 

17) 

/4'  +  Ä'  +  C'  +  Z>'coswoi+£'co8ti>i2+l^'cDstOao 

Für  die 

fittipse,    Parabel)    Hyperbel 
ist  bekaqntlieh  besiebttngsweise 

n  <  1,     »  e=  1,     «  >  1 ; 

also  ist  für  die 

Ellipse»    Parabel,    Hyperbel 
nach  16)  immer: 

18).   .   .il'+Ä'+C'+/>'cosf^oi+£'<JOfs«Cia+F'coswao<2J« 
and  nach  17)  beziehungsweise: 

A'\B^rC'  \ D'coswoi  +  £'coswia+  F'cos Wjo  >  J^, 

il'  +  ß'+C'  +  JÖ'coswoi  +  JE'cosWia+F'cosw^  <  J«. 
Aus  16)  erhält  man  die  Formel : 

Bei  der  Hyperbel,  wo  n  >  ]  ist,  ist  für 

n  <  V2,    n  =r  V2,    n  >  V2 
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respective : 

^'  +  Ä'+  C'  +  jycostroi+Ä'costrit  +  F'^sosfTao >  0, 

J'  +  ^'  +  C  +  />' cos  ifloi  +£'  coB<oi2  +  /^'  cos to^  <  0. 

Ferner  erhält  man  leicht: 

ili  +  Äi  +  Ci  +  A  cos  Woi  +  ^1  costoia  +  Fj  cos  lOso 
=      öl*  — 2öi52Cosiri2  +  5a* 
+  öa*— 25aöo  cos  w^  +  5o' 
+  5o* — 2So5|COStroi  +  5i* 
—  2cdoc5|  cos  wqx — 23i  ög  cos  tru — 202S0  cos  w^ 
+  2^2  (5oCös^i2  +  Si  COSW20' —  52<^os  iroi)costroi 

-i-2c5o( — 5oCOStri2  +  5iC08l020 — 52COStroi)c08fl>i2 

+  25i  (5o  cos  tTit  —  Si  cos  «©20  +  ^a  ^^s  •*^oi)  ^^^  ^«o 
sin  ii?oi*  +  sin  W12*  +  s*>d  «720* 
-f  2cos  «Toi  sin  Wi^  sin  1020 
-|-  2  sin  ti^oi  cos  tO|  2  sin  w^q 
-f  2sincDoisintr|2COSCD2o 
also  ganz  wie  vorher: 

Ji +Ä|  +  Ci  +Z>i  costToi  +  £1  cos  Wi2+  Fl  cos tr2o 
sin  «Toi*  +  sin  Wi^  +  sin  w^ ^ 

I  -f  2cos  w^x  ^>D^  12  ^^^  ^90 
=  2J«  — r* 

-f  2sin  tCoi  c^^  ff>i2  sintr2o 

-f-  2sin  toai  sin  ti^i  2  cos  w^ 
Nnn  ist  aber: 

sin  fi^oi* + s>"  «'la*  +  *'"  ^'^^ 

=       sinf©oi*+8inwi2*+sln(woi  +^ia)* 

=       sinwoi*+sint0i2*  +  sintroi*coswi2*  +  coswoi*sinti?i2^ 

-|-  2sin  tc^oi  costc^oi  sin  CD12COS  ti7|2 


—  r« 
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+  2  sin  tOoi  cos  ^01  sio  ^x^  cosfi^is 

=        2 — 2C08  t^oi  cos ff7| 2 (cos  tToi  COS  Wi%  *—  8111  Wqi  Sio  tO|{) 

=      2 — 2  cos  tToi  COS  tois  COS  (tToi  -f  tc'ia) 
=      2(1  —  cos  ti^oi  cos  tD|2  cos  U^o)  9 
und  ferner: 

cos  ti^oi  ®>o  ^it  8>°  ^ao 

-f  siniToi  s'°  ^ift  c<>'3  <^2o 
==  —  sin  (woi  +  Wia)* + s^*^  «^oi  s'"  ^i^  cos  (woi  +  wia) 

=  — ■  1  +  cos  (Woi  +  Wl«)  {cos  (tOoi  +  ^12)  +  S^O  ^01  «**"  ^i%\ 

=  —  1  +  cos  (w?oi  +  ^la)  cos  Wqi  cos  toj  ^ 

=  —  1 4-  cos U^oi  COSCD12COS  ff>20  =  —  (1  — COStToi  C0StDi2C0S  tO^o)  *)  1 

also  ist: 

20) 
sin  Woi*  +  sin  tri2* + ^^^  ^20*  =  (1  *"  cos  u?oi  cos  Wi^  cos  ic^o)  y 

cos  t^oi  ^i''  ^12  ^'^^  ^20 
-f  sin  ti^oi  cos  Wi  2  sin  ii^so 
-f  sin  tCoi  sin  ti7|2  cos  to^ 

=  —  (1  —  cos  Wqi  cos  fl?i2  cos  tCjo)» 


*)  Beiläufig  mag  hierbei  bemerkt  werden,  dttss,  wovon  man  sich 
durch  eine  einfache  Betrachtung  aller  möglichen  Fälle  leicht  überzeugt, 
jenachdem  das  Fundamental  -  Dreieek 

spitzwinklig,     rechtwinklig,     stumpfwinklig 

ist,  das  Product 

cost^oi  coaWi^  costTso 
beziehungsweise 

negativ,    null,     positiv 
ist;  dagegen  ist  das  Product 

sin  Wq  i  sin  U>i ,  sin  w^  ^^ 
immer  positiv. 
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sin  tToi* + s*"^  «*^12*  +  **"  ««'äo* 

-f  2  cos  ti^oi  ^^^  t^issin  w^q 

=  0.     V 
-f  2  sin  Wqx  cos  «i?ib  sin  to^o 

-|-2sincooi  sintTi^costDso 
Folglich  ist  nach  dem  Obigen: 

21)  .  .  .    Ji-f£^-f  Ci  + A^ostToi -^£iCost^l9-^FlCostOto='''2«''• 
Bezeichnet  man  nun  die  Grossen 

A',    B\    C,    D\    E\     F; 
Alf    Bi,    Ci,   Z>|,   JE|,    Fl 

insgesammt  durch 

A,    B,    C,    D,     E,    F; 

60  ergiebt  sich  aus  dem  Obigen  Folgendes : 

Für  die  drei  Kegelschnitte  im  engeren  Sinne,  also 
für  die 

Ellipse,    Parabel,     Hyperbel 

ist: 

A-f  B-fC-f  DcostToff  Ecostr,s-|-Fcos«i7ao  <  2,/*; 
dagegen  ist  ffir  den  Kreis. 

A  +  B  +  C  +  DcostTot  +  Ecos«cia  +  Fcos  w^o  ==  2J*. 
Ffir  die 

Ellipse,    Parabel,     Hyperbel 

ist  beziehungsweise: 

A  +  B  +  C  +  D cos Wqi  +  E costO|2  +  Fcos w?2o  ^  •^*> 
A  +  B  +  C  +  OcosfCoi  -f  EcostTi^-f  I^costTso  =  *^» 
A-f  B-|-C-f  DcostOoi-fEcostTis  +  FcosiTso  <  ^^* 
Im  Falle  der  Hyperbel  ist  ffir 

n  <  V2,    n  =  V2,    n  >  V2 
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beziehaogsweise: 

A  +  B  +  C  +  Dcoswoi  +  EcostTu+Fcoswto  >  0, 
A  +  B  +  C +Dcosii7oi +EcostO|a+Fcoßwio  =  0, 

A  +  B  +  C  +  Dcoswoi  +Eco8tri2+  Fcoswjo  <  0. 

Dass  hier  im  Falle  der  drei  Kegelschnitte  im  engeren  Sinne 
die  Grossen 

i4',    Ä',     C,    ß',    £',    F'; 

im  Falle  des  Kreises  die  Grossen 

Alf   Bif    Ci,    Z>i,    £i,     Fl 

durch  die  Zeichen 

Ä,    B,    C,    D,    E,    F 

reprSsentirt  werden,  versteht  sich  nach  dem  Obigen  von  selbst. 


§.  6. 

Wenn  man  mittelst  der  drei  ersten  der  Gleichungen  14)   die 
Grossen  Qq^»  ^1*9  ^s*  bestimmt,  so  erhält  man  ohne  Schwierigkeit: 

20o'  =     2öo^i  ^^^  <^oi  —  2^1  ^9  ^^^  <^iB  4-  20^00  cos  toto 

20|'  ;=     20oS|  costooi  -f-20|0tcost0|2 — 2S2^o  ^ohw^o 

+  r*(8in  fi>oi*+sin  tTia*— 8infr2o^)  +  (2<i  —Bi  +  Ci), 

202^= — 2c3oOi  costDoi  -f  2c5]  02^0819]  2 -f2o2^o  cos  tf^ 

+  r*(— sinwoi*+sinii7i2*  +s«n  w»o*)  +  (^1  +  ^i  —  Q)- 

Nun  ist  aber: 

— sinwoi*  +  sintrit*+sint02o^=sintri2*-f  sinti72Q*— sin(«>i2-f  toso)* 

=      sintC|2*  +  sin  tr20*'^8>n«^ia*costi?2o* — co8tri2*siniC2o* 

— 2sin  Wf  2  cos  tri2  sin  w^o  cos  tOfo 

=      2sin  i47|2  sin  11^20  (sin  tri2  sio  ^''ao  ~  cos  1^12  ^os  1^20) 

=s  — 28lntri26intr2ocos(t0i2  +  w^o)^^'-'  2co6«i?o]  6intr|2sintc)2o» 

also  überhaupt: 
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— sincc^n^-f  sinw|2*-f  8int02o*=  —  ScostOoiAiDWi^simoso» 

8infOQ|*-|-8int0|2*—  8111  tOfo^  =  —  2siotroi8iot0|aCO8f0'9o; 
folglich,  wenn  man  die  obigen  Glelchangeu  zugleich  mit 

C08f0|9,      COStUfo,      0081^01 

naltiplicirt: 

2Öo*C08  «Ois  =         2€ÄoÖ5i  C08  lOot  C08  €^19  —  20|  O^  €08  «i^* 

— 2r*8iniOoi  cos  f0|2*8iii  to^o  +  (—^1+^1  +  Ci)  costOi^f 
2Q|* cos  19^  =      2q^c5|  cos  t^so  ^^^ *^oi  -f  2c5| u«  cos  Wi^  cos  to^o 

— 2r*  sin  ioq|  sin  tf^i^  c^®  '^'ao*  +  (^i ' —  ^i  +  C|)  cos to^o» 

20s*co8tOoi  =  —  2c5oö5|  cos  itoi^  -f  'iOiO^  cos  ti^oi  c<^^  <^19 

-f  265200^01^  ^20  costooi 
— 2r*  cos  tToi  *  sin  ir^^  sin  ti?2o  +  (^1  +  ^i  —  €{)  cos  iCqi  . 

Wegen  der  drei  letzten  der  Gleichungen  14)  ist: 

—  2c5o*  cos  iO|s  =  —  20oC5|  cos  u>^  -f  20|  c)« — 2c)9c5o  costc^oi 

•f  2r*8io  tTso  810  tooi  +  £|  > 

-^2c5i*cos  t^so  =  —  2öoö5|  cos  t^i^  —  20|  o^  cosccoi  +  2o2^o 

-|-  2r^8iuiroi  sin  toja-f  ^i> 

—  2c5«*co8  tcoi  =      2c50O|  —  2€d|  o^cos  to^o  **  2c5t^o  costr  12 

-f  2ir^ sin  1^12 sin fc^Q-f  Di, 

Verbindet  man  nun  diese  zwei  Gruppen  dreier  Gleichungen  durch 
Addition  mit  einander,  so  erhält  man,  vreil: 

COSICoi  C0SW|2 — CO8IO20  =  COSfToi  COStl7|2 — COS  (tOoi  +  M^ia) 

=  sini^oi  8inti;|29 

COS  tO]  s  cos  tü2o — ^®**  •^oi  =  c<^s  Wi  2  cos  tr^o  —  cos  (ic,  2  +  1^20) 

:=  sintri2sinf020' 

CO8  tOtO  C® •  ^0\  "■  cos  t0|2  =2  cos  ^20  COS  Wqx  —  COS  (^20  +  «^01 ) 

=  sint02o^<nti7oi 
Theil  LI.  id 
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ist,  ohse  Schwierigkeit  dje  folgendeo  Gieichongen: 

0  =:      20o^i  siD  *^oi  «in  tO|  9 

+  2r*sin  Wqi  sin  Wi^e\n  tr^o 

+  (— i^i  +  ^1  +  Ci)cos«r„  +  A'i, 

0  =       2c5o^i  BIO  tC^SiD  tOoi 

-f  2c5|  o^  sio  i0i9  sin  w^ 
-f  2c59c5q  sin  «Oso  sin  «^ 

-f  2r^sin  Woi  sin  Wi^sivi  u>^ 

0  =  2SoÄ5i  sin  w<^  sin  tooi 
-|-  20i  o^sin  tooi  sin  u>i^ 
-f  20300  s^  «Ciosin  Wo\ 
-f  2i38inti7oi*sinti7|9sin«02Q 


also: 


22) 

— 2c5i  o^  sin  tO|s .  sin  iO|s 

— 2ötOosioiOao  •  sintDis 

— 2r'sinti7oisinfl9iisini0^.8in«Dis» 

(ili —Ä,  +  <i)  cosü^  +  Fl 

:  —  20oOi  sin  »qi  .  sin  tr^ 
— 2oiO2sint0|9.sintr^ 
— 2oaOosin  ir^ .  sin  «0^ 
— 2r*0ln9eieaslnti|98in«oi^*8iB«Oao« 


Preises  in  DreiUnien^Coordinaten. 

(il,  +  Äj  —  C'i)  cofi  lOoi  +  A 
=  —  2c5oO|  ain  troi  •  sin  Wqi 

— 2O9O0  ^^^  <Cto  •  ^>D  t^oi 

— 2r^8iii  tOoi  SiO  u>i^  sin  tr^ .  sin  t^oi . 
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Daher  ist: 


23) 


sin  tToi 
sint^it 

sintTjBo 
=  —  2c5o^i  sin  t^oi — 20|S2sinti7|2 — 2o2^osiB^ao 

Aehnliche  ofl  sehr  bemerkensfverthe  Relationen  glebt  es  noch 
Mhr  viele,  bei  deren  weiterer  Entwickelnng  ich  mich  aber  jetzt 
oicbt  aufhalten  will,  da  schon  das  Vorhergehende  deutlich  genug 
leigt,  wie  dergleichen  Relationen,  an  denen  ja  die  Mathematik 
überhaupt  so  unendlich  reich  Ist,  in  grosserer  Anzahl  leicht  ge- 
hndea  werden  können* 


^■■'^ 


!%• 
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XXTIII. 


Allgemeine  Discussion  der  Gleichung  der  Linien  des 

zweiten  Grades. 


Von 

dem  Herausgeber. 


Inleitunii:. 

Der  Gegenstand  dieser  Abhandlung  ist  schon  oft  —  auch  von  mir 
selbst  in  frOheren  Theilen  des  Archivs  und  anderwärts  —  behandelt 

I 

worden,  und  nicht  selten  auf  besonders  elegante  Welse.  Wenv 
ich  denselben  in  dieser  Abhandlung  einer  neuen  Behandlung  unter* 
werfe»  so  beabsichtige  ich  dabei  hauptsächlich,  vollständig 
entwickelte  ganz  allgemeine  Formeln  anzugeben,  mittelst  wel* 
eher  alle  die  betreffende  Linie  des  zweiten  Grades  bestimmendei 
Elemente  unmittelbar  und  ganz  ohne  Weiteres  aus  den  Coeffi- 
cienten  der  allgemeinen  Gleichung  des  zweiten  Grades 

Ax^  +  By^  +  2  Cxy  +  2Z>a:  +  2£;y+F=0 

fiir  jedes  ganz  beliebige  Coordinatensystem  berechnet, 
und  also  auch  die  Axengleichungen  der  Kegelschnitte  sogleich 
und  ohne  alle  Möhe  aufgestellt  werden  können.  Wenn  nun  auch 
diese  Abhandlung  einiges  Bekannte  enthalten  wird,  was  bei  einem 
schon  so  oft  behandelten  Gegenstande  nicht  anders  sein  kann: 
so  glaube  ich  doch,  dass  der  vorher  angegebene  nächste  nod 
Hauptzweck  der  folgenden  Untersuchungen  —  wenigstens  theil« 
weise  —  noch  nicht  so  vollständig  und  mittelst  so  leicht  und 
ganz  unmittelbar  anwendbarer  Formeln,  die  gar  keine  Zweideu- 
tigkeit in  den  beabsichtigten  Bestimmungen  zulassen,  erreicht 
worden  ist,  als  es  —  nach  meiner  Absicht  wenigstens    —  hier 
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^E«8clieheii  ist,  weshalb  ich  dieselben,  vielen  von  mehreren  Seiten 
her  gegen  mich  geäusserten  Wünschen  nachgebend,  hier  ver- 
öffentlicht, und  zugleich  auf  einige  Beispiele  angewandt  habe. 

Gans  vorzüglich  bemerke  ich  aber  noch,  dass  ich  hei  der 
Publication  dieser  Abhandlung  noch  den  besonderen  Zweck  habe, 
dass  mir  dieselbe  zur  Grundlage  für  eine  vollständige  Discussion 
der  Gleichung  des  zweiten  Grades  zwischen  DreilinienCoordinaten 
oder  sogenannten  trimetrischen  Coordinaten  dienen  soll,  welche 
ich  in  der  unmittelbar  der  vorliegenden  sich  anschliessenden  fol- 
geoden  Abhandlung  in  einer  Vollständigkeit  zu  geben  hoffe,  wie 
dies  noch  nicht  geschehen  sein  dilrfte.  Dazu  war  es  mir  nothig, 
die  Discussion  der  Gleichung  des  zweiten  Grades  zwischen  car» 
tesischen  Coordinaten  gerade  in  der  Vollständigkeit  und  Durch- 
ffihrung  im  Einzelnen  vor  mir  zu  haben,  wie  dieselbe  in  dieser 
Abhandlung  vorliegt,  indem  frühere  Arbeiten  über  diesen  Gegen- 
stand mir  für  den  in  Rede  stehenden  Zweck  nicht  im  Entfernte- 
«iten  die  erforderliche  Grundlage,  wie  mir  dieselbe  wünschens- 
vrerth  und  nothwendig  war,  zu  liefern  geeignet  waren. 


§  1. 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Linien  des  zweiten  Grades  für 
tin  beliebiges  Coordinatensystem  der  xy,  dessen  Coordinaten- 
winkel  wir  durch  a  bezeichnen,  sei: 

Durch  einen  beliebigen  Punkt,  dessen  primitive  Coordinaten 
/i  ^  sein  niugen,  als  Anfang  legen  wir  ein  neues  rechtwinkliges 
Coordinatensystem  der  oT],  ^|.  Den  von  dem  positiven  Theile  der 
Axe  der  Xi  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  eingeschlos- 
senen Winkel,  indem  wir  diesen  Winkel  von  dem  positiven  Theile 
der  Axe  der  a:  an  durch  den  Coordinatenwinkel  u  hindurch,  also 
nach  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  hin,  von  0  bis  360** 
sählen,  bezeichnen  wir  durch  |,  und  den  positiven  Theil  der  Axe 
der  y,  nehmen  wir  so  an,  dass  man  sich,  um  von  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  .Tj  an  durch  den  Coordinatenwinkel  {xiyi) 
hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  ^i  zu  gelangen, 
in  demselben  Sinne  bewegen  muss,  in  welchem  man  sich  be- 
wegen rouss,  um  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  durch 
den  Coordinatenwinkel  a  hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der 
Axe  der  y   zu  gelangen.     Unter  diesen   Voraussetzungen  haben 
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wir  nach   der  Lehre  von  der  Verwaiidlang   der  Coordinaten  die 
folgenden  GleichnDgent 

2) 

.      Xi  »in(g— g)— y,  co8(«— 1> 
'    '  sina 


8ina 


Fuhren  wir  diese  Ausdrucke   für  x,  y    in  die    Gleichung  1) 
ein«  so  erhalten  wir  die  Gleichung: 

3) 
\^     sin««     +^iS^a  +  2^ ^j^^ ^  V 

\  8ina^  suia-*  sina^       j     *^* 

+  An  +  %'  +  2C/>;  +  -IDf  +  2£y  +  F 

=  0, 

welche  die  hauptsächlichste  Grundlage  aller  folgenden  Unter- 
suchungen bildet y  die  lediglich  auf  Transformationen  und  mög- 
lichste Vereinfachungen  dieser  Gleichung  zuriickkomnien. 


§.  2. 

♦ 

Weil  der  Punkt  (/jy)  und  der  Winkel  ^  unserer  freien  Dispo- 
sition anheim  gestellt  sind,  so  wollen  wir  diese  Grössen  so  za  be- 
stimmen Stichen,  dass  diecT|,^|  und  Xiyx  enthaltenden  Glieder  im* 
serer  obigem  Gleichung  verschwinden,  ufid .  daher  aas  der  Glei' 
chung  wegfallfeti.  Dieser  Zweck  wird  erreicht«  wenn  \\%t  f,g^^^ 
den  heiden  Gleichungen: 


" { 
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j/+Qr  +  z>  =  0, 

C/+Äj7  +  £;  =  0; 
den  Winkel  |  mittelst  der  Gleichirag: 

5) 
^sin2(«— ö— ß8in2{-2C8in(«— 2J)  =  0 
bestimnieii. 

Eliminiren  wir  aas  den  beiden  GleichongeD  4)  sberst  g,  dann 
/";  so  erhalten  wir: 

{C^-AB)f+CE''BD=Q, 

woraus  eich: 

.  BD^  CE  AE'-CD 

"^ /  —  C«  —  AB'    ^  ^  C^  -  AB 

ergiebt»  zugleich  aber  auch  erhellet^.* dass  die  Bestimmung  der 
Coordinaten  f,  g  in  endlichen,  völlig  bestimmten  i'eeHen  Wertheo 
nor  dann  möglich  ist,  wenn  der  Nenner  der  beiden  vorstehenden 
Bruche  nicht  verschwindet«  also  nur  dann,  wenn 

ist,  welche   Bedingung  wir  also  für  jetzt  als  erfüllt  voraussetzen 

müssen. 

Die  Gleichung  5)  bringt  man  leicht  auf  die  Form: 
(2dsin2a  — 2Csina)cos2$--(^cos2a~2Ccosa-|-iS)8in2|  =  0, 

woraus  sich: 

7\  #o     Ob  ^        ^sin2a — 2Csinc 

^^ **'"S-^§  -  ^cos2«  -  2Ccos«  \B' 

oder: 

^^ tang2|=^^^g2«-2Ccos«+Ä 

ergiebt,  mittelst  welcher  Formeln  %  immer  bestimmt  werden  kann, 
wenn  nur  Zähler  und  Nenner  der  vorstehenden  Brüche  nicht  beide 
zugleich  verschwinden^  welchen  letzteren  Fall  wir  daher  für  jetzt 
ausschliessen  wollen.  Leicht  erhält  man  hieraus  auch  den  fol* 
genden  Ausdruck: 


>z 
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8*) tang2(«-S)  =  ^_2Ccos«-FJgco82«- 

Bestimmen  wir  6in2£,  eo8  2£  mittelst  der  Gleichung  7)  auf 
bekannte  Weise,  so  erhalten  vrir  mit  Beziehung  der  oberen  und 
unteren  Zeichen  auf  einander  die  folgenden  AusdrGcke: 


«in  25  =  db 


9) 
2lsin2tt — 2Csin<r 


V"(^8in2a— 2Csin«)a  +  (/lco82a  — 2Ccosa  +  Ä)« 


^.         .  ilcos2a  — 2Cco8a+ Ä 

coszt  =  J-      y  » 

V  (^  sin  2«  -  2  Csi«  a)*  +  (il  cos 2«  -  2Ccos  a  +  Ä)* 

oder,  wie  man  mittelst  leichter  Rechnung  findet: 

10) 

2(^cosa — C^sincf 


sin  2S  =  ± 


cos25  =  ± 


\f(A  +  Ä— 2Ccosa)*  +4(C«— ^B)sin«* 
A  cos  2a  —  2C?cos  «  +  Ä 


V(^  +  Ä  — 2Ccosa)«  +  4(C*— ^Ä)sina« 
oder* 

II) 

,  2  {A  cos  tt  —  C)  sin  « 

sin  i  =  ±  V^(^  — Ä)«+4(C--/lcosa)(C— Äcosa)  * 

^        y|  cos  2tt  —  2  CC08  « -t-  g ^ 

cos   g  =  ±  y(^_j^j«^4(^^_^cos«)(C— Äcos«)' 
oder: 

1-2) 
.  2  (/4  cos  g  —  C)  sin  g 

^  cos  2a — 2Cco8a  +  J5 
cos2S  =  ± 


V"(^  — J5)«sina«+{2C— (il  +  J5)co8«}« 
Setzen  wir  der  Kürze  wegen: 

13) 

/>8ina«  =  A  sin  (a  - 1)«  +  J5sin5*+2Csin(a— f)  sin  5, 
Qsina>=  ^co8(c  — 1)«+ ÄcosJ«— 2Cco8(a— ÖcosJ: 
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§0  ist; 
(Pf  Q)sina*  ==  A  +  B^2Ccosa, 

(P-  Q)  810  ««  =  —  ^  co82(a  - 1)  —  i?co8  2^  +  2Cco8  («— 2f) 
=  —  (ilco«2ir— 2Cco8a  +  Ä)co8  2|  — (J8in2a  — 2C8ina)  8in2J 

=  T  V  M  sin 2«— 2C'8in  a)«  +  ( J  cos  2«  ~  2Cco8  a  +  Ä)«; 
folglieh : 

14) 
2P8iDa«  =       J  +  Ä-2Cco8a 

T  VT^  8in  2« — 2C  8in  a)«  hTC^  co8  2«^^Cco8  a  +  if)«, 

3Q8ina*=       ^-|-fi— 2Cco8« 

1:  VM8in2a--2C8iiia)>-h  (^co82a~2r;co8a4-  ff)*; 

MJer: 

15) 

2P8in««=       ^+Ä— 2Cco«a 

T  V(i4  +  i?— 2Cco8a)«  +  4(C«- ilÄ) 8ina«, 

iQsina»  =       A^  fi— 2Cco8« 

±  V(^  +  Ä— 2Cco8a)«+4(C»— ^iS)8in««; 
oder: 

16) 

2P  8in  ««  =       il  +  Ä—  2Cco8  a 

zf  V(^-Ä)«+  4(C— ^co8a)(C— Äco^, 

2Q8iii  a*  =       ^  -h  0~2Cco8flr 


±  V3^fi)*+  4(C— ^co8a)  (C-Äco8a); 
oder: 

17) 

2  P  8111««=       A  +  B—iCeosa 


:j:  V(il-Ä)«8in««+{2f;-(J  +  Ä)co8«j«, 
2Q8ina<  =       i4  -I-  fi— 2Cco0ix 


OitcuKIm  Oer  Gltickwif 
.\m.   Om  UWidluitgtit    15)    erf[iebl    sich    auf  der    Stelle   di« 

i~  .   .     «(»»••= -(C-.1«). 

ir  dl«  AM»driI«ke  6)  von  f,  g  in  die  tirCsse 

r  lM)tit«tk«M.  d4«*  diese  Itrrisse  anf  die  Form 

1«M  Ibann.  wed  ihfcst  navh  4) 

vu  »ir   lät  dt««eUb«  ssittelst  leichter  Rechnung  den 

»•«-je 
t^-j» 

,aj>  tc»-  »"»— «r.  r«— «11,. 
^  i.ii;«+  «u>»  k  J'i'»—  «*r— a-»»: 
,.t  -  «*>■ — D'^f-K  JP'—i/tn 

ivt  'Av^tt  Be^iinMuun^^tir  «rhat: -NB.  lUie 
;, .    -ij^Witatiea  jur  iln^iMdt^  Hirn» 
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oder^  wean  die  GHIsse  Sl  nicht  verschwindet,  die  Form: 

Wir  anterscheiden  nun  die  folgenden  Fälle: 

Es  ist  hier  znvurderst  za  bemerken,  dass  die  Grosse 

in  diesem  Falle  mit  der  Grosse  ^-fi?  immer  gleiches  Vorzeichen 
bat,  was  auf  folgende  Art  bewiesen  werden  kann.     Es  ist: 

also: 

folglich  uro  so  mehr: 

(4  +  Ä)«y4^Äcosa* 

also,  weil  nach  der  Voraussetzung  C*  ^  AB  ist: 

{A  +  Ä)*  >  4C«cos  «« 
oder: 

M  FB)«— 4C«cosa2>  0. 

Daher  ist  der  absolute  Werth  von  A\-B  grosser  als  der  absolute 
Wertb  von  2Ccos€c,  vrora^us  das  zu  Beweisende  unmittelbar  folgt 
Aach  könnte  man  auf  folgende  Art  schliesseo.  Nach  dem  Vor- 
stehenden ist: 

(J  +  i5— 2Ccosa)(i4+Ä  +  2Ccosa)  >  0, 

und  die  beiden  Factoren  dieses  Products  haben  also  gleiche.  Vor- 
zeichen. Ist  nun  A  \-B  positiv  und  2Ccos.a  positiv,  so  ist 
A-\-  B  -\-  2Ccosa  oflfenbar  positiv,  also  auch  A  +  Ä  — 2Ccosa  po- 
sitiv. Ist  -4  +  i^ positiv  und  2Ccosa  negativ,  so  ist  ^  +  Ä  — 2Ccosa 
ofenbar  pqsitiv.  Ist  A^B  negativ  und  2Ccosix  positiv ,;  so  ist 
A-^B  —  2Ccos «  offenbar  negativ.  Ist  J  +  Ä  negativ  und  2Ccos a 
negativ,  so  ist  il -f  B  4- 2Ccos «  offenbar  negativ,  also  auch 
A  +  B  — 2Ccosa  negativ.  Also  hat  A  +  B^2Ccosa  mit  A^B 
immer  gleiches  VorzeicKön.    '     ^  , 


r  //tat miiiam  tier  GUicHung 


<  P,  Q  Rieiehe  Vor- 
1^  lenwr  dm  Grü«««B  A,  B  nicbl  beide 
.  £i««cba  ViHMkhtn,  so  das«   al«D  auch 


t.  SU  iMB^  die  <JrSiMeB  f,  Q  iMcIt  ihiw 
MwÄ  ^-t-A — -2Cca»a  [wMtiv  irt,  alinUi 

k^M   oMtt    die   tileielt«^   ää)    Mtf  £c 

'.)"-(V"^-)"=' 

■i^iC*—AßF—'2CD£  <0 

lAMi  iMOH  <lie  GleielHia^   2£)  bh  auf  die 
raii 


i-rC*-JBF~-2CDE  =  0 
t  di«  tileiühung  21): 

il  P,  Q  glaiehe  Vorzeicheo  habea,  !■ 
tkt  (^i=U,  yi=0),  nümlich  dra  A>- 
^1 ,  oder  den  ditrtb  die  primitiven  Ce«r- 

8o  «ind  die  Grössen  P,  Q  oacb  ihren 
auch  A-t-B—2CeQsa  oegalir  ist,  ofen- 

yFC^—ABF—WDE  >  0 

anii  man  die  Gleichung  22)  nur  suf  die 
lu  bringen: 

)V(V'I  ».)■=-'■ 


tier  Linien  des  zweiten  Gradet.  285 

hi 

und  folglich  A  >  0,  so  kann  man  die  Gleichung  22)  auf  die  fol- 
gende  reelle  Form: 

bringen.     Ist 

A&  +  Bm  +  FC^^  ABF^WDE  =  0 

und  folglich  A  =  0,  so  ist  die  Gleichung  21): 

und  repräsentirt  also^  weil  P^  Q  gleiche  Vorzeichen  hahen,  im 
Allgemeinen  nur  den  Punkt  (Xi  =0»  ^|  =  0)»  nämlich  den  An- 
fang des  Systems  der  oti^i  »  oder  den  durch  die  primitiven  Coor- 
dinaten  f,  ff  bestimmten  Funkt  (fg). 

Anmerkung* 

Die  Bedingung  Ps=  Q  oder  P— Qs=0  ist  nach  17)  nur  er- 
fiillty  wenn 

(A^  ß)^sina*  +  {2C~  (A  +  Ä)cosa}«  =  0, 

also  wenn 

^-.«  =  0,    2C-(^+Ä)cofia=:0; 

oder  wenn 

A=zB,    2C=(^+Ä)cosa; 
oder  wenn 

A=^B,    C=  ^cos«  =  ßcos« 
ist.  

II.    C«-^B>0. 

Nach  18)  haben  wegen  II.  die  Grössen  P,  Q  ungleiche  Vor'* 
zeichen,  und  die  oben  gegebenen  Ausdrucke  liefern  daher  offenbar 
lur  P,  Q  immer  negative,  positive  oder  positive,  negative  Werthe, 
jenachdem  man  in  'denselben  die  oberen  oder  unteren  Zeichen 
nimmt.    Ist 

A&  +  BD^  +  FC* -  ABF-^WDE  >  0, 
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also   •$2>0;   so   kann   man   die   Gleichung    22)  aaf  die  folgeDde 
reelle  Form  bciiigeii: 

oder : 

Ist 

AE^  +  Bmi^FC^-^ABF^WOE  <0, 

also.$2<0;    so    kann    man  die  Gleichung  22)   auf   die  folgende 
reelle  Form  bringen: 

±(V'Il-.)"=f(V^^.„)"=-'. 

oder) 

l8t 

AE'  +  ßD'+FC^-ABF-iCVE^O, 

also  A  =  0,  so  ist  die  Gleichung  21): 

P^i*  +  %i*  =  0, 

und  repräseatirt  also,  weil  P,  Q  angleiche  Vorzeichen  haben,  zwei 
di^cb  die  reelle  Gleichung: 


»i 


=  ±^iV-|. 


wo  keine  Beziehung  der  Vorzeichen  zu  den  früheren  Statt  find^, 
charakterisirte,  durch  den  Punkt  (fg)  gehende«  also  sich  schnei- 
dende Gerade« 

Anmerkung. 

Die  Bedingung  Pzs-^Q  oder  P+Q=0  ist   nach    17)    nur 
erfüllt«  wenn 

Ai-B-^2Cco8azsO 
oder 

A  +  B=z2Ccoaa 
ist« 
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Wir  haben  oben  den  Fall,  wenn  Zähler  und  Nenner  des  Aus- 
drucks 7)  von  tang2^  sugieich  verschwinden«  wenn  nämlich  zugleich 

Jsin'ia— 2r;sina  =  0,     i4co82a— 2Ccosa  + Ä  =  0 

ist,  vorläufig  ausgeschlossen,  und  kommen  jetzt  auf  denselben 
zurück.     Es  ist  aber  klar,  dass  in  diesem  Falle  die  Gleichung 

(jlsin2a— 26Vma)cos2|-(^cos2a  — 2Ccosa  +Ä)sin2|  =  0 

oder : 

.     ^sin2(a- Ö  — Z?sin2S~2Csin(«-2|)  =  0, 

auf  deren  Erfüllung  hier  Alles  ankommt»  ffir  jedes  §,  oder  unab* 
bängig  von  bestimmten  Werthen  von  1,  erfüllt  ist.  Die  Gleichung 
3)  wird  also  für  jedes  £  die  Form 

haben,  so  dass  also  in  diesem  Falle  in  unseren  Schlüssen  nichts 
geändert  wird.    Weil  nach  dem  Obigen  in  diesem  Falle 

2Psina«  =  ^  +  Ä-2Ccosa,    2Qsin««  =  ^  +  ^— 2Ccosa 

ist,  so  ist  die  Gleichung : 

i4  +  Ä  — 2Ccosa,     «  .      «,       ^ 

oder : 

^  _:_2Äsin«« 

V  +  yi'»=-^^£j_2Ccosa- 

ins  den  beiden  Gleichungen: 

^sin2a— 2Csina  =  0,    ^cos2«— 2Ccosa+  Ä  =  0 

Mgt  aber: 

C=  AcoBßt    B  ==  ^ (2 cos a*— cos 2«)  ä  A; 

^  +  Ä-«2Ccos«  =  2^(1  — cosa^  =  2^sin«a, 

il  +  Jg-2Ccosc 

2sin«2  "^^'^ 

wodurch  die  obige  Gleichung  die  Form  s    ' 
oder: 


\' 
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erhält.  Aus  den  obigen  Autfdrilcken  von  0,  C  durch  A  erhellet, 
dass  in  diesem  Falle  die  Grossen  A^  B,  C  nur  zugleich  ver« 
sshwinden  können,  wo  dann  die  Gleichung  I)  die  Form 

erhält,  und  also  eine  gerade  Linie  darstellt. 


Wir  fragen  uns  jetzt  nur  noch ,  was  in  den  im  Vorstehenden 
betrachteten  Fällen  I.  und  II.  der  durch  die  primittvea  Coor- 
dinaten : 

BD^CE  AE'-CD 

''^C^'-AB'    ^'^C^^AB 

bestimmte  Punkt  (fg)  für  eine  geometrische  Bedeutung  hat. 

Unter  dem  Mittelpunkte  der  durch  die  Gleichung 

Ax*  +  By*  +  'lCxy^2Da:  +  ^Ey  +  F  =  0 

charakterisirten  Linie  des  zweiten  Grades  versteht  man  den  Pnnkf, 
welcher  alle  durch  ihn  gelegten  Chorden  dieser  Curve  halbirt, 
insofern  ^s  einen  solchen  Punkt  giebt.  Indem  wir  versuchen, 
diesen. Punkt  zu  bestimmen,  sei  (uv)  ein  ganz  beliebiger  Punkt, 
und 

die  Gleichung  einer  beliebigen,  durch  denselben  gelegten  Ge- 
raden. Fuhren,  wir,  um  die  Durchschnittspunkte  dieser  Geraden 
mit  der  Linie  des  zweiten  Grades  zu  bestimmen,  den  aus  der 
vorstehenden  Gleichung  sich  ergebenden  Ausdruck  von  y  in  die 
Gleichung  1)  ein,  so  erhalten  wir  zur  Bestimmung  von  jp  eine 
Gleichung  des  zweiten  Grades,  und  för  d?  also  im  Allgemeinen 
zwei  (reelle  oder  imaginäre)  Werthe,  denen  dann  auch  zwei  be- 
stimmte Werthe  von  y  entsprechen,  woraus  sich  ergiebt,  dass 
eine  Gerade  eine  Linie  des  zweiten  Grades  höchstens  in  zwei 
Punkten  treffen  kann.  Bezeichnen  wir  daher  die  Durchschnitts- 
punkte unserer  obigen  Geraden  mit  der  Linie  des  zweiten  Grades, 
insofern  es  solche  Durchschnittspunkte  giebt,  durch  (^i^i)  und 
(.Ts^a),  so  haben  wir  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

Ax^^-t-  By^^+iCx^y^  +  )lDx^  +  2%,  +  F  =  0; 
aus  denen  durch  Subtraction  sich  die  Gleichung: 
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oder: 

^(ari-ars)(ari+arJ+Ä(yi-5fa)(yi+yJ+2C(xiyi— ar,y«\ 

+2i>(j?i— ar^       [  =  0 

+2JB(yi  -y«)       ) 

ergiebt    Setzen  wir  nun: 
*  80  ist^  wie  man  leicht  findet: 

^t  —  p—Pis  y%  =  q—qi\ 

und: 

also  die  obige  Gleichung: 

^PP\  +  ^9^9^i  +  C(p^i  +  9J»i)  +  />pi  +£71  =  0. 
Nun  ist  aber  auch: 

also: 

yi  — y«  =  G(ari  — arjt)     oder    q^  =  Cpi ; 

folglich: 

also: 

Ap^BGq-i^  C{q-^Gp)^D'\^EG  =  0 

oder: 

^p  +  Cy+I>+<Cp+Äv+£)  G  =  0, 

wobei  man  zu  bemerken  hat,  dass  offenbar /i|  nicht  verschwinden 
bmo,  weil»  wenn  diei^  der  Fall  wäre,  nach  deqi  Obigen  Xi  —x^  s  0, 
folglich  auch  yi— 5fs=0,  daher  0:1=:^«,  ^1=^1  ^®in  würde,  die 
Punkte  (^1^1)  und  (x^y^)  also  identisch  sein  oder  zusammenfallen 
vi^firden.     Soll  nun  (uv)  der   Mittelpunkt  der    Linie  des  zweiten 

Theü  LL  19 
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tlro^d^^  (^#i»»  $0  muss   unabhängig  von  bestimmten    Wer- 

tk^O   VOR    dl 

unc): 

iL<>ln ;   ea  müsiten  also  abgesondert  die  beiden  Gleichungen : 

i<i«  +  Cp  +  l>  =  0, 

beati^h^ii«    Dte^e  beiden  Gleichungen  sind  aber  identisch  mit  den 
boldeu  Gletobuugeu  4),  nlimlicb  mit  den  beiden  Gieichangen: 

Cr  +  %  +  iSr=0; 

aua  dwew  die  GHteÄ^ent 

BD-CE  AE-^CD 

f^V^^^B'     ^=  C*-^AB 

be^itinuut  wurde»;  ab«  tet 

und  der  durch  die  vi^rstehenden  Formela  bestimmte  PaBkt  (^> 
\ai  folglich  der  MittelpiMikl  der  Linien  des  xwettes  Grades»  den  es 
abt^r»  wie  hieraus  au^teich  erhellet»  aar  ht  den  beides  FalIeD  I. 
uimI  11*.  wenn  uinilich  die  Grusse  C^  —  AB  aickt  Tersckwindet, 

Kivbt. 

Wir  wollen  jetat  au  der  Betia^htuag  des  Falles: 

nL     C*—AB^9 

W^mI  (  "^  =  ^/^  k^  SQ  hahm  in  diesem  Fall«  A^  B,  ns<»lwm 

Uouu  vliiv^.o(  GiOfeäsen  verschwindet»  ^etohe  VoraeinheD,  wid  inr 
.  uu^  it  uiK^  daher  der  Einlachheit  wegen  die  GMchtui^  ft^, 
.  uM^vMi.iliift  durch  Umsetaung  aller  Glieder,  immer  so  darg^steüt 
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deDken,  dass  A,  B  beide  positiv,  also  y/A  and  VB  reelle  GtSs- 
,  was  aber  natürlich  anch  dann  gilt,  tveno  die  Voraus- 
setzung, dass  keine  der  beiden  Grössen  A,  B  verschwindet,  nicht 
erfällt  ist.     Ferner  können  wir 

C=  VA.yB 

setzen,    wenn  wir  uns  nur  im  Folgenden  stets  an  die  Regel  hal- 
ten, dass 

VA    und    VB 

mit  gleichen  oder  ungleichen  Vorzeichen  zu  nehmen  sind,  jenachdem 
Grösse  C  positiv  oder  negativ  ist.  Unter  diesen  Voraus- 
setzungen künnen  wir  also  die  Gleichung 

uuter  der  Form: 

23) 

IxVA  +  ffVB)»  +  ^Dx  +  2£j,  +  F  =  Ü 

darstellen,   was  jedenfalls   aucfi   dann    noch   gilt,    wenn    eine  der 
Grössen  A,  B,  und  demzufolge  auch  die  Grüsse  C,  verschwindet, 
I  man  die  Wurzel  aus   der  anderen    der  beiden  Grössen  A,  B 
mit  beliebigem  Vorzeichen  nehmen  kann. 

Wir  wollen  nun  wieder,  ohne  jedoch  den  Coordinatenanfaug 
I  verändern,  zn  einem  neuen  rechtwinkligen  Coordinatensystem- 
der  Xf  ,  y\    fibergehen,    wo  wir  also  nach  3)  die   folgenden  Glei 
chuDgen  haben: 

i  a:siDii  =  :r,sln(a  — D— j,cos(tt~|), 
t  ys(no=;r,8inH-j,  cos|; 
aus  denen  sich  mldelat  einfacher  Elimioulion  sogleich: 

l  X,  =       3:co8H-3cos(tt— D, 

ly,  =-;rsia|  +  y8in(«-|) 

ergiebt.     Selzen   wir  nun,    wenn    6'   einen    gewissen    Factor    he 
zeichnet : 

26)  .    .    .     sia^=  —  OVA,       sin(o-|)=  6V-ß; 
so    ist: 

27)....^,  =— :tsin|+ysin(<.-S)=G(jrVJ+SV'ß). 
Aus  den  Gleichungen  26)  ergiebt  sich: 


25). 


292  Grüner t!  Allgemeine  Discnssion  der  Gleichung 

— ^^^^|— =  smacot|-cos«=:-:^; 
woraus  man  sogleich: 

2D)...cot§  = ; — -j-i 9     tangg  = -y-z — Tr^ 

'  '  Sinex  V^  ®         costtV-^  —  VB 

erhält;  und  hieraus  ergiebt  sich  mittelst  der  Formeln: 

*'" ^  ~  T+tängp '     cosä=xsin£cot| 
ferner  leicht: 

sinaV^ 


sin  I  =  ± 


29) 


•   •    • 


f  cos  S  =  ± 


V^^— 2cosaV'^.VÄ+Ä* 

cos  «  VA  —  VB 


oder: 


30) 


V^— 2cosaV-4.VÄ  +  Ä' 


.    w       ,  sinaVi^ 

^sm  t  =  4-  ,/.  -  -^  » 

I  ""V^J-2Ccosa+i? 

.       ^       .      cosaV^— VÄ 
cos§  =  4-    r  ? 

""V^il  — 2Ccosa  +  Ä 


wo,  wie  immer,  die  oberen  und  unteren  Zeichen  sich  auf  eioander 
beziehen,  was  auch  für  alles  Folgende  gilt  Weiter  führen  diese 
Formeln  mittelst  der  Gleichungen : 

sin  (ct—i)  =:  sin  acosf — cosasinf, 
cos(a — £)  =  cosocos£ -f  sinasinS 
zu  den  folgenden  Ausdrucken: 

sin  fit  V^ 


isin  (a— J)  =  =F 


VA'-2co8aVA.VB+B 
31) < 

,       ^.        .  VA'-cosaVB 

'cos(«  — £)  =  4-    ^  ; 

^       -  V^^-2cos«V^.VÄ+if 
oder: 

•    /        fx       -i-  sinaVg 

sin  (a--i)=z^  , 

32).  .  .   ; 

I      ,       .V        ,       VA—coaaVB 
cosfcf  -5)  =  4-     ^  ^  =» 

^        ^       "^  V^.l-2Ccos«  +  Ä 
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Endlich  erhält  man  mittelst  der  Formeln  26)  und  der  vorherge- 
henden Ausdrucke: 

33).   .    .   .     G=.T  "'"" 


V^— 2cos«v'-4.Vß+i?' 
oder: 

34) «  =  T  ^*"'' 


V^  — 2Ccosa  +  Ä* 

Sollte    der    Nenner   dieser  Briidie   verschwinden    können,   sollte 
nämlich 

^  — 2cosa1/^.V£^  +  Ä  =  0 

sein;  so    wäre: 

A^B—  2co8aVA.VB, 
also : 

(A  +  ß)*  =  4i<Äcosa«  =:4i4Ä— 4^Äsina«, 

folglich : 

(.4  +  B)«— 4^Ä  =  — 4^Äsina«=:  — 4C«sioa« 

oder: 

(.4  — Ä)«=:— 4C«sina«, 

was  offenbar  nnr  dann  Statt  finden  könnte,  wenn  C=0  und  dem- 
zufolge auch  A  —  i?  =  0,  also  A=^B  wäre;  verschwänden  dann 
aber  die  einander  gleichen  Grössen  A  und  B  nicht,  so  würde 
wegen  der  Gleichung  C^  z=z  AB  auch  C  nicht  verschwinden,  wie 
doch  vorausgesetzt  wurde.  Daher  könnte  die  obige  Gleichung 
nor  dann  Statt  finden,  wenn  gleichzeitig  /l  =  0,  SssO,  C=:0 
'  wäre.     Dann  hätte  aber  die  Gleichung  ])  die  Form 

35) 2Z>a:+2%  +  F=0, 

und  wurde  also  eine  Gerade  repräsentiren.  Wenn  wir  diesen 
Fall  ausschliessen,  so  hat  nach  dem  Obigen  G  immer  einen  end- 
lichen, völlig  bestimmten,  nicht  verschwindenden  reellen  Werth. 

Nach  24)  und  27)  hat  nun  die  Gleichung  23)  die  Form: 

^  4  2P^'^'"^"^^^-^'^^^^^'"^^  4  2£;"^*^'"^+3^>^^^^  ^Fz=:0 
u*  sina  '  sin«  ' 

und  wird,  wenn  wir  die  ans  dem  Obigen  sich  von  selbst  er^ 
gebenden  Ausdrücke: 
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sin  («— {)  =  GVB,    co8(a  -f)  =  —  6r  — 


«Ingss— GV^*    co6S  =  — G 


sina 
cosaVA-^VB 


sina 

einführen,  ferner  leicht  auf  die  folgende  Form  gebracht: 

36) 

G*  '  sioo* 

— 2£:C^'  sing  V  J  +  ^t  (cosaV^I— yg) 

sino* 


+  f=a 


oder: 


37) 

V+ iir:: 'i 


Sin« 

'W^\D{VA-e^uVß)^E(Vß^f:o9aVA)\ 
+  sin«*  ^* 

+  G*1'=0, 

oder: 

3i^ 

3f|*-|"  : X. 

2G^{(i>yj4i:v^~(^vg^irvi^c#sg} 

^  sin«*  3ri 

+  G*F;=0. 

Setze«  wir  der  Kür^e  weg«»: 

39) 

€P(DVB-^£VA) 


Br  = 


sina 
G^{{DVA  ^  Evß)--(DVB  +  EVA)ei^m] 


sina* 
Fl  =  G«F; 

so  wird  die  vorstehende  C^etchun^: 

40) ^,»42^1*1 +2i?i:5^  +  Ft=0. 

Wir  wollen  nun  das  Coordinatensystem  der  ^t ^i   fmnülel  mit 
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sieb  selbst  verschieben,  dabei  seinen  Anfangspunkt  in  einen  ge- 
Ibissen  Punkt  (/j^i)  verlegen ^  und  die  Coordinaten  in  diesem 
neuen  Systeme  durch  x^,  y^  bezeichnen,  wo  wir  also  die  Glei- 
chungen : 

^*) ^i=A+^«*    f\^9i'\ry% 

haben,  und  durch  Substitution  dieser  Grossen  in  die  Gleichung 
40)  leicht  die  Gleichung: 

erhalten,  in  welcher  wir  nun  über  die  Coordinaten  des  neuen  An- 
fangspunkts (/i^i)  so  disponiren,  dass: 

42).    .    .^,  +  ^^=0,    ^,*+2J,A+2/?,5ri  +  Fi=0 

ist.  Lösen  wir  diese  Gleichungen  auf,  was  nicht  der  geringsten 
Schwierigkeit  unterliegt,  so  erhalten  wir: 

43) f^  =  ^^-'    ffi  =  -Br, 

woraus,  weil 

ist,  nach  40)  zugleich  erhellet,  dass  der  Punkt  (fiffi)  ein  Punkt 
unserer  Linie  des  zweiten  Grades  ist.  Auf  <)iese  Weise  ist  nun 
die  Gleichung  41)  auf  die  Form: 

44).   .    . y^^^^2AiX^ 

gebracht. 

Wenn  aber  ^,  =0  ist,  so  ist  fi  mittelst  der  ersten  der  beiden 
Fornielo  43)  nicht  zu  bestimmen,  und  dieser  Fall  muss  daher  nun 
noch  besonders  betrachtet  werden.  Die  Grösse  Ai  kann,  wie  aus 
ihrem  Ausdrucke  in  3§)  unmittelbar  hervorgeht  und  vorher  auch 
schon  bemerkt  worden  ist,  weil  nach  33)  oder  34)  offenbar  G 
nicht  verschwindet,  nur  verschwinden,  wenn 

DVß—EVA=0 

ist.  Da  wir  nun  den  Fall,  wenn  A  =zO,  ß  =  0  ist,  schon  oben 
erledigt  haben,  so  sind  wir  hier  vorauszusetzen  berechtigt,  dass 
eine  der  beiden  Grössen  A,  B  nicht  verschwindet. 

Wenn  nun  A  nicht  verschwindet,  also  i4>0  ist,  so  wollen  wir 
setzen;  dann  ist,  wegen  unserer  vorausgesetzten  Gleichung: 


-:M 
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DVB  -  EVA  =  (^VB  -  £)  Vi!  =  0, 
also,  weil  A  nicht  verschwindet: 

fiViK— E  =  0,    £=f*VÄ; 
und  die  Gleichung  23)  hat  also  die  Form: 

45) {xVA  +  yVB)^  +  2f*(jrVil  +  y  VÄ)  +  F  =  0. 

Löst  man  diese  Gleichung  in  Bezug  auf 

xVA  i-yVB 
als  unbekannte  Grosse  auf,  so  erhält  man: 

xVA  +  yVB  =  —  f*±  Vii^--F, 
also,  weil 

D 

^^VA 

ist: 

46) a?i/.4  +  2^VÄ  = ~^^  ■ ' 

und,  jenachdem 

ist,  repräsentirt  diese  Gleichung  zwei  einander  parallele  Gerade, 
eine  Gerade,  oder  ist  imaginär;  wenn  B  =:  0  ist,  sind  die  durch 
unsere  Gleichung  repräsentirten  Geraden  der  Axe  der  y  parallel. 

Wenn  B  nicht  verschwindet,  also  B>0  ist,  können  wir  in 
gleicher  Weise 

«  F 

setzen;  dann  ist  wegen  unserer  vorausgesetzten  Gleichung: 

DVB — EVA  =  (Z>  —  iiVA)  VÄ  =  0, 
also,  weil  B  nicht  verschwindet, 

D-^VAzizO,    D  =  fjiVA; 
und  die  Gleichung  23)  hat  also  ivieder  die  Form: 

45*)....  (a:VA+yVB)^  +  2(i(xVA  +  yVB)-i-F  =  0, 
woraus  sich  durch  Auflösung  in  Bezug  auf 

xVA  +  yVB 
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als  unbekanDte  Grwsse  wie  obeo: 

also,  weil 

_    E 
^^  VB 

ist: 

47) xVA^yVB^  \/b 

ergiebt;  jenachdem 

ist,  repräsentirt  diese  Gleichung  zwei  einander  parallele-  Gerade, 
eine  Gerade,  oder  ist  imaginär;  wenn  ^1  =  0  ist,  %o  sind  die 
durch  unsere  Gleichungen  reprasentirten  Geraden  der  Axe  der  x 
parallel. 

Zo  bemerken  ist  nun  noch,  dass  die  Gleichung 

iromer  durch  eine  der  beiden  Gleichungen: 

AE—CD  =  0,    BD^CE^O 

vollständig  ersetzt  werden  kann. 

Aus 

DVB—EVA  =5: 0 

folgt  durch  Multiplication : 

DVB.VA'-'EVA.VA^O,    DVB.vB^EVA.VB  =^0; 

also,  weil 

VA.VA=zA,    VB.VB=zB,    VA.VBz=:C 

ist: 

DC-'EA^O,    DB-EC^O 
oder: 

AE'-CD:=0,    ÄZ>— CiB  =  0. 

Umgekehrt  folgt  aus 

AE—CD-0    oder    BD-CE  =  0  ^ 

durch  Zerlegung  der  Grossen  A,  B,  C  in  Factoren : 


■  V- 
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EVA.VA  —  DVA.VB  =0  oder   DVB.VB-^EVA.VB  =0, 

also,  vrenn  A  oder  B  nicht  verschwindet,  beziehungsweise: 

EVA'-DVB^O    oder     DVB-^EVA  —  0, 

folglich  in  jedieni  Falle: 

DVB--EVA:=i). 

Wenn  A,  B  beide  verschwinden,  und  folglich  auch  C  verschwin- 
det, bestehen  natürlich  die  drei  Gleichungen: 

DVB-EVA  =  0,    AE-'CDz=0,     BD-^CE=0 

immer  zusammen,  und   es  ergiebt  sich  also   aus  dem  Vorherge- 
henden Folgendes: 

Wenn  A  nicht  verschwindet,  kann  die  Gleichung 

DVB-^EVA  =  0 

* 

durch  die  Gleichung 

AE-CDr=0 
vollständig  ersetzt  werden. 

Wenn  B  nicht  verschwindet,  kann  die  Gleichung 

DVB  —  EVA  =  0 
durch  die  Gleichung 

BD'-CE^rO 
vollständig  ersetzt  werden. 

Wenn  A,  B  beide  verschwinden,  oder  beide  nicht  verschwin- 
den, kann  die  Gleichung 

DVB'-EVA^O 

durch  jede  der  beiden  Gleichungen 

AE-CD^O,    BD^CE^O 

vollständig  ersetzt  werden. 

Es  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  in  dem  Falle,  wepn  A^  B  beide 
nicht  verschwinden,  sowohl  die  Grossen: 

V7 ""^     VF ' 
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als  auch  die  Bedingungen: 

and  beziehungsiveise 

E^-^BF^O,    E^-BF^O,    £a-.ÄF<0 
identisch  sind. 

Ffir  Ai  erhält  man  nach  34)  und  39)  leicht  den  folgenden  voll- 
ständig entivickelten  Ausdruck: 


^1=  + 


48) 
(DvB—EVA)8\na^ 


(A -20008 a  +  B}VA-2Cco8a  +  B' 
und  für  fi,  ffi  ergehen  sich  die  folgenden  AusdrScke: 

49) 

_  {(bvAi-EVB)-(DVß-{-EVA)cosal^-F(A-2C<^osai-B)^ 
'^~'*~2(DVB'^EVA)(A'-2Ccosa+B)VA  -2Ccos«  +  Ä' 

_      {jDVA  +  EVB)  —  (DVB  +  EVA)  COR  cc]8ina 
^^~—         (A  —2  Ccos  a  +  B)  VA-2Ccosa  +  B 

Zur  Berechnung  der  primitiven  Coordinaten  f,  g  des  Punktes 
(fiffi)  hat  man  aber  nach  24)  die  folgenden  Formeln: 

fsin <x  = /*!  sin (a — I)— 5^|C0s(a — £), 

gsinof  = /*,  sin£  +  (7iCos|; 

also  nach  dem  Obigen: 

fsina=        G(fiVB+gi -r^ ), 

r^r/'^/A          VB-cosaVA 
gsina  =  —  G(fiVA-gx ZTTZ ); 


sina 


oder: 


f  = 


/,  sin « Vi?  +  (7i  (V^  — •  cosoV^) 


sina^ 


^/isinaV^--f7i(VÄ-cosaVi4)-. 
g  =  -^  G — - — — ' 


dno^ 


folglich  nach  34): 
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50) 

""  8111  o  \^i4— 2Ccosa  +  Ä 

__  .  fi  sin  c  V/l  — j^i  (Vig— cos  g  V^ff) 
^""  sinaV^^  — 2Ccosa  +  Ä 

Mittelst  der  Formeln  49)  und  50)  kann  man  f»  g  unmittelbar 
aus  d«o  Coeffictenten  der  Gleichung  1)  berechnen,  eben  so  wie 
Ai  mittelst  der  Formel  48). 


§.4. 

Aus  den  im  Vorhergehenden  angestellten  Untersuchungen   er- 
giebt  sich  das  wichtige  Resultat,  dass  durch  die  Gleichung 

ifla:*  +  iBfy«+2Gry  +  2Z>a:  +  2£y+F=  0 

im  Allgemeinen  nur  drei  wesentlich  von    einander  verschiedene, 
durch  Gleichungen  von  den  allgemeinen  Formen: 

welche  den  drei  Fällen: 

C«-il/?<0,    C«— i4i5>0,    C«-^fi  =  0 

entsprechen,  charakterisirte  Gurven  repräsentirt  werden.  Nur  in 
einigen  besonderen  Fällen,  die  als  Ausnahmefälle  zu  betrachten 
sind,  degeneriren  diese  Gurven  in  gerade  Linien,  Systeme  von 
geraden  Linien,  in  Punkte,  oder  werden  imaginär,  so  dass  durch 
die  obige  allgemeine  Gleichung  des  zweiten  Grades  zwischen  zwei 
veränderlichen  Grössen  gar  kein  geometrisjches  Gebilde  repräsen» 
tirt  wird.  Was  uns  in  dieser  Beziehung  die  im  Obigen  ange« 
stellte  Untersuchung  ergeben  hat,  wollen  wir  jetzt  in  der  Körze 
zusammenstellen,  indem  wir  bemerken,  dass  die  drei  im  Vorher- 
gehenden näher  bezeichneten  Gurven  beziehungsweise 

Ellipse,    Hyperbel,    Parabel 

genannt  werden. 

Bei  der  folgenden  Zusammenstellung  wollen  wir  der  Kfirze 
wegen  fOr's  Erste  den  Goefficienten  A  als  positiv  annehmen,  wozu 
wir  offenbar  berechtigt  sind^  weil  in  der  Gleichung 

i^a:«  +  Äy*  +  2Ca:y +2Z>jr  +  2%  +  F  =  0 


[ 
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der  Coefficient  A  entweder  schon  positiv  ist»  oder  dieser  Glei- 
choDg»  indem  man  alle  ihre  Glieder  mit  entgegengesetzten  Vor- 
zeichen auf  die  andere  Seite  des  Gleichheitszeichens  bringt,  so- 
gleich eine  solche  Form  gegeben  werden  kann,  dass  der  in  Rede 
stehende  Goef6cient  positiv  ist.  In  dem  Falle«  C*^~AB  <  0,  — 
und  natfirlich  auch  in  dem  Falle  C — Aß  =  0,  worauf  es  aber 
hier  weiter  nicht  ankommt,  —  wo  A,  B  gleiche  Voi'zeichen  haben, 
ist  dann  auch  A-y-B  positiv,  und  eine  Betrachtung  eines  anderen 
Falls  nicht  weiter  nöthig.  Unter  diesen  Voraussetzungen  sind  nun 
die  folgenden  Fälle  zu  unterscheiden : 

I.    C«— ilÄ<0. 

Ellipse. 

Imaginär. 
3.  .  .  .  AE^  +  BD^  +  FC*'^ABF'^2CDE  =iO 

Ein  Punkt. 

II.    C«— ilÄ>0. 

1..  .   .     AE*+Bl^  +  FC*-ABF--2CDE^0 

Hyperbel. 
2..  .   ...!£«  + Äi!>«+ FC*- ilÄF-2CZ>F==0. 

Zwei  sich  schneidende  Gerade. 

III.    C«— ^Ä  =  0. 

Parabel 
im  Allgemeinen, 

mit  den  folgenden  AnsnahmeßUleni  die  in  allen  Fällen  zuerst 
untersucht  werden  müssen,  indem  nur  erst  dann,  wenn  keiner 
dieser  AusnahmefiUle  Statt  findet,  sicher  auf  eine  Parabel  ge- 
schlossen werden  kann. 

1.  A  und  B  verschwinden  beide. 

Eine  Gerade. 

2.  A   und  B   verschwinden   nicht    beide  und    es   findet   die 
Gleichung 


L 
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DVB—EVA=:0      . 

Statt,  welche  ersetzt  wird  durch  die  Gleichung 

^£-^CI>  =  0    oder    ÄI>-C£=nO, 

jenachdeni  A  oder  B  nicht  verschwindet,  oder  durch  diese  beiden 
Gleichungen,  wenn  A  und  B  beide  nicht  verschwinden. 

a A>0,    D^^AF^a 

Zwei  einander  parallele  Gerade. 

b 4>0,    D^-AFzzzO 

Eine  Gerade. 

^  - 

c A>0,    I>2-ilF<0 

Imaginär. 
Wenn  £  =  0  ist,  sind  die  Geraden  der  Axe  der  y  parallel. 

d A-0,    Ä>0,    JB*-ÄF>0 

Zwei  einander  parallele  Gerade. 

e A^O,    Ä>0,    JE*— ÄF=0 

Eine  Gerade. 

f ^=0,    B>0,    ie*-ÄF<0 

Imaginär. 

Die  Geraden  sind  der  Axe  der  x  parallel. 

Wenn  man  nun  aber  nur  überlegt,  dass  bei  der  Umstellung 
aller  Glieder  einer  Gleichung,  wenn  man  nämlich  alle  Glieder  mit 
entgegengesetzten  Vorzeichen  auf  die  andere  Seite  des  Gleich- 
heitszeichens bringt,  oder  auch,  was  dasselbe  ist,  wenn  man  die 
Gleichung  mit  — 1  multiplicirt,  alle  CoefQcienten  der  Gleichung  ihre 
Vorzeichen  mit  den  entgegengesetzten  v^rtauscbefi;  so  überzeugt 
man  sich  sehr  leicht,  dass  man  bei  der  Aufstellung  der'  obigen 
Bedingungen  von  der  bis  jetzt  festgehaltenen  einschrönkenden 
Bedingung,  dass  A  positiv  sein  soll,  sich  auch  ganz  unabhängig 
machen  und  die  obigen  Bedingungen  in  völliger  Allgemeinheit 
auch  auf  folgende  Art  aufstellen  kann: 

I.    C«-^Ä<0. 
1 A>0,    B>0 
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a.  .   .   .  AE^  +  Bm  +  FC*--ABF--2Cl)E>0 

Ellipse. 

b.  .   .   .    AE^  +  BD^+FC^-ABF--'2CDE<,0 

ImagiDär. 

c.  .    .   .  AE^+BD^+FC^'-ABF—^CDE-O 

Ein  Punkt. 
2.  .    . .  A<:0,    B<,0 

a.  .   .   .  AE^  +  BD^  +  FC^^ABF^2CDE<,0 

Ellipse. 

b.  .   .   .  AE^+BD^  +  FC^--ABF--2CDE>0 

Imaginär. 

c.  .   .  .  AE^^BD^^FC^^ABF'-WDE  =  0 

Ein  Punkt. 

1 AE^  +  BD^i^FC^^ABF^-WDE^Q 

Hyperbel. 
2 A&  +  BD^  +  FC^'-ABF'^2CDE  =  0 

Zwei  sich  scbneidende  Gerade. 

in.    C^^AB  =  0. 

Parabel 
im  Allgemeinen, 

mit  den  folgenden  Ausnahmefällen ,  die  in  allen  Fällen  zuerst 
untersucht  werden  müssen ,  indem  nur  erst  dann,  wenn  keiner 
dieser  Ausnah meßill«  .  Statt  findet »  sicher  auf  eine  Parabel  ge- 
schlossen werden  kann. 

1.  A  und  B  verschwinden  beide. 

Eine  Gerade. 

2.  A  und  B  verschwinden  nicht  beide. 

a .-4^0,    AE-'CD=^0. 


L 
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aa i!>«-i4F>0 

Zwei  einander  parallele  Gerade. 

bb />•— ilF  =  0 

Eine  Gerade. 

cc Z>«-ilF<0 

Imaginär. 
Wenn  i?=0  ist,  eind  die  Geraden  der  Axe  der  y  parallel. 

b il  =  0,    Ä^O,    BD^CE=:0. 

aa £«  — ÄF>0 

Zwei  einander  parallele  Gerade. 

bb £;«-ÄF  =  0 

Eine  Gerade. 

cc £^—BF<,0 

Imaginär. 
Üle  Geraden  sind  der  Axe  der  x  parallel. 

Wenn   nun  aber  ^  =:  0,  B  ^0  ist,  so  wird  die  Gleich  un|( 

weil  auch  C  =  0  ist»  nur  erffillt  für  DssO»  und  man  kaon  also 
endlich  die  obigen  Bedingungen  auch  auf  folgenden  Ausdruck 
bringen : 

1.    C*-AB<0. 
1 A>0,    B>0 

a.  .   .   .  il£«  +  ÄZ>«  +  FC«— ^J?F— 2CÖJS>0 

Ellipse. 

b.  .   .  .  AE*  +  ßD^  +  FC*'-'ABF'-2CDE<0 

Imaginär. 

c.  .  .   .   AE*  +  BD*+FC*-^ABF-^2CDE=:0 

Ein  Punkt. 


der  Linien  äet  zweiten  Grades.  305 

2 j  <  a,  Ä  <  0 

a..   .   .  AE^-tBD^  +  FC^-^ABF'-^iCDE  <:0 

Ellipse. 

b.  .   .   .  AE^+  BIP  +  FC^'^ABF'-'WDE  >  0 

Imaginär. 

c.  .   .    .  AE^  +  B£P  +  FC«—  ABF'-WDE  =  0 

Ein  Punkt 
II.    C«— ilÄ>0. 

I ^£;« +  «/>*  + FC«— .ilJ»F-2C/>£^ü 

Hyperbel. 
2..   .    .    .AE^  +  BlP-tFC*'-ABF^2CDE=^0 

Zwei  sich  schneidende  Gerade. 

ill.    C*— i<J»  =  0. 

Parabel 
im  Allgemeinen, 

mit  den  folgenden  Ausnahmeßilleny  die  in  allen  Fällen  zuerst  unter- 
sacht werden  müssen^  indem  nur  erst  dann,  wenn  keiner  dieser 
AosDahmefalle  Statt  findet,  sicher  auf  eine  Parabel  geschlossen 
werden  kann. 

1.  A  und  B  verschwinden  beide. 

Eine  Gerade. 

2.  A  and  B  verschwinden  nicht  beide. 

a A^O,   J£— C/>  =  0. 

aa />«— /4F>0 

Zwei  einander  parallele  Gerade. 

bb />«-i4F=0 

Eine  Gerade, 

cc D^-'AF  <  0 

[Imaginär. 
Theil  LI.  20         ' 


306  Grüner t:  Ailgemeine  Diicussien  der  Gleichung 

Wenn  J9  =  0  ist,  sind  die  Geraden  det  Axe  der  ^  parallel. 

b ^  =  0,    J»^  0,    Z>  =  0. 

aa iE«— ÄF>0 

Zwei  einander  parallele  Gerade. 

bb E«— ÄF=0 

Eine  Gerade. 

cc E^-BF<,Q 

Imaginär. 
Die  Geraden  sind  der  Axe  der  x  parallel. 

Man  kann  noch  nach  den  Bedingungen  fragen  >  welche  erfüllt 
sein  müssen,  wenn  In  den  Fällen,  wo  die  Curve  eine  Ellipse  oder 
eine  Hyperbel  ist,  die  erstere  In  einen  Kreis,  die  letztere  in  eine 
gleichseitige  Hyperbel  übergehen  soll. 

Wenn  die  Curve  eine  Ellipse  ist,  und  also  die  Bedingungen 
I.  1.  a.  oder  I.  2.  a.  erfüllt  sind,  so  ist,  ivegen  der  In  $.  2.  aus 
der  Gleichung  22)  in  dem  Falle  1.,  wenn  nämlich 

ist,  abgeleiteten  Gleichnngen,  die  Bedingung,  dass  die  Ellipse  in 
einen  Kreis  fibergeht,  offenbar 

P=e    oder    P-e  =  0, 

also  nach  17): 

V(^— Ä)«8lno«+{2C— (^  +  i?)cos«}*  =  0, 
oder: 

(J  — iK)«sina«+{2C— (2l  +  Ä)cosa}«  =  0, 
welche  Gleichung  nothwendig  in  die  beiden  Gleichungen: 

A^B=iQ,    2C— (^  +  i3)coso=:0; 
oder  : 

A=^Bt    C=  ^cosa  =  £coso 

zerßillt.     Ffir    das    rechtwinklige   Goordiuatensystem    sind    diese 
Gleichungen: 

(il— Ä)«  +  4Ca  =  0, 
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oder,  in  iwei  GleichoDgeo  serlegt; 

Es  igt  in  diesem  Falle: 

C^-^AB  p  -  ^ein««£=  —  JS^sina«; 
for  das  rechtwinklige  Coordinatensysteni  Ist  ako: 

Sogleich  fiberaieht  man,  dasa  hier: 

=s  A(D*+E^—AF8\ntfl^2DE€08a) 

ist,  imd  sich  also  die  den  beiden  Fällen 

A>0,    Ä  >  0     und     il  <  0,    ß  <  0 

nach  dem  Obigen  entsprechenden  Bedingungen 

AE^i^BD^  +  FC^'^AßF'-^CDE^O 
und 

AE^  +  BZ>«+  FC*--  ABF^2CD£  <  0, 

.aof  die  eine  Bedingung  ' 

J!)*  +  JE«-2lFsino«— 2Z>£coso  >  0, 

io  dem   Falle  des  rechtwinkligen   CoordinaUnsysteros  daher  auf 
die  eine  Bedingung 

/>«  +  £;«— ^F>0 

redaciren. 

Wenn  die  Curve  eine  Hyperbel  ist,  und  also  die  Bedingung 
II.  I.  erfüllt  ist,  so  ist,  wegen  der  in  §.  2.  aus  der  Gleichung  22) 
io  dem  Falle  II.,  wenn  nämlich 

c^-AByo 

ist,  abgeleiteten  Gleichungen,  die  Bedingung,  dass  die  Hyperbel 
eine  gleichseitige  Hyperbel  ist,  offenbar 

P=^<?    oder     P+Qa^O, 

also  nach  17): 

J-l-fi— 2Ccosa=sO 

oder 

20» 
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folglich  för  das  rechtwinklige  Goordinatensysteiu : 

A^B  —  Q    oder    J»  =  - /l. 

NatOrlich  wird  hierbei  vorausgesetzt,  dass  die  Bedingungen, 
welche  nach  dem  Obigen  erfüllt  sein  müssen,  wenn  die  Cnrve 
eine  H3rperbel  überhaupt  sein  soll,  erffillt  sind. 

§.  ß. 

Wir  wenden  diese  Bedingungen  auf  eine  grSssere  Anzahl  von 
Beispielen  an,  indem  wir  der  Kürze  wegen 

S  =  AE*+BD*i-FC*—ABF—2CDE 

setzen. 

(1) —  ar»— y>  +  2a;y— 2a;+2y  =  0. 

A  =  -2,    Ä  =  — 1,    C=l,    Dz=—\.    E=\,    F=0; 

C*—AB=—\.     ©  =  —  1; 
^<0.    J?<0,    C«— ^Ä<0,     8<0; 

Ellipse. 

(2) — 2a:«— y«+2a;y+ar  =  0. 

A  =  -%    Ä=  — 1,     C=l,    D  =  l,     £=0.     F=0; 

C*  —  AB  —  —  \.     ©  =  —  1; 

A<,0,    B<0,    C*—AB<,0,     «<0; 

Ellipse. 

(3) —  2:r"— y«+2a:y-a:— %— 3  =  0. 

^  =  -2.    B=-\,     C=l,    /)  =  — i.    E  —  -\.    F=_3; 

C*-AB=:  —  \,     «  =  — i; 

il<0,    i?<0,    C*— ^Ä<0,     ö<0; 

Ellipse. 

(4) a:»+y>  +  a;y+ia;  +  y+l  =  0. 

4  =  1,     Ä  =  l,    C=4.    Z)  =  i,    £  =  i    F=I; 

4>0,    Ä>0,     C*—AB<,Q,     ©<0; 

Iniaginir. 
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(S) «•+3,'  +  2i  +  2  =  0. 

A=\,     B  =  \,     0  =  0,     D=l,    E=0,     F  = 

C—Jß=-I.    8=»— 1; 

/4>0,    B>0,    C—AB^O,    «<0; 

Imaginär. 

Hätte  msD  diese  GieicbuDg  geschrieben: 

iIm: 

i=-l,    fi  =  — 1,    C=0,    B  =  — i.    £  =  0,    F 
M  wSre : 

C—AB  =  —  l,    e  =  li 

ImaginSr. 

(«) iH»'-2»+l=0- 

,(  =  1,    fi=l,    C=0.    0=  — 1,    «  =  0,    F  = 
C'—AB  =  —  l,    e  =  Oi 
^>0,    B>0,    C'—AB<.<),    e  =  0; 
Ein  Paukt. 

(7) —3^-^^—^y-^^  —  ^-^i=a. 

il=-l,    ß  =  l,    C=  — 1,    B=I,    £  =  —  1,    1 
C—AB  =  i.    e  =  4i 
C«-/<B>0,    e>Oi 
Hyperliel. 

(8) »«— y«— 2a:s-2«-2y  +  l  =0. 

i  =  l,    B  =  — 1,    C=-l,    0  =  — 1,     E=-l, 
C— ^ß  =  2.    6  =  4; 

Hy|ierl)el. 
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m -»•  +  s"-!Us  +  !!  =  0. 

A  =  —i,     B  =  l,    C  =  -l.    B=0,    £  =  0,    F  =  4; 
C*-AU  =  %    »  =  *; 

C—JB>a,     e>0; 
Hypeibal. 

.   .  .    »•-j«-2«  +  2,_l=0. 
'  =  -1,    C=0,    fl  =  — 1,    £  =  1.    F=  — 1 
C— ^«=1.    «  =  — I: 
C«— <4ß>0,    e<0! 
Hyperbel. 
.   .   .— 2»'+y»+6»— 2»-3  =  0. 

c  =  i,    c=o,   o=a,   E=-l,   F=  — 3 

C»— .^ß  =  2.    e  =  1 ; 
C»— d«>0,     S>0; 
Hyperbel. 
—*'  +  »'— 2a«— 2  =  0. 
ß=l,     C=  — I,    0  =  0.    E  =  0,    F=— 2; 
C"— J«  =  2.    a  =  —  i; 
C*—AB>0,    »<0; 
Hyperbel. 
....  — 2*'+5«+2j,+  l=0. 
2.    fl=l,    C=0,    £  =  0,    £=l,    F=l; 
C"— ^«  =  2,    e  =  Oi 
C»-<<ß>0,    «  =  0} 
Zwei  sieb  HcfaneideDde  tierade. 

-a:«+S«  =  0 

I.    B  =  l,    C  =  0,    fl  =  0.    £  =  0,    F  =  «: 
C'-^B=1,    8=0; 
C  — rfe>0,    8  =  0; 
Zwei  sieb  scbneidende  Gersde. 
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(IB) S»«-j"-*Sr— ac  +  i=o. 

i  =  S,    «=-1,    C=-»,    B  =  -!.    £  =  0, 

c—ÄB  =  i,  e=0! 

C—AB'><>,    8  =  0; 
Zwei  sich  scIiaeideDde  Gerade. 

(16) «•— s«-2«s— 2ar— 2ji  +  l  =0. 

,«  =  1,    B  =  -l.    C  =  -l,    fl  =  -l,    E  =  -l 
C"— ^B  =  2,    «  =  4; 
C—AB'X),    e>Oi 
Hyperbel. 

(17) »•— j"+2:Ey  +  ir  +  ü  =  0. 

^=1,    B=-l,    C=l,    D=\,    £  =  0,    . 
C— ,1B  =  2,     e=3; 
C*~AB'>Ü,    «>0; 
Hyperbel. 

(18) _^-S«  +  2»S,— 2»-l  =  l». 

J  =  _l.    B=-l,    C=l,    B  =  0,    E  =  -i. 
C— <<B  =  0; 
^  =  —  1.    ÄE—CD=\; 
Parabel. 

(W) -S»-«  +  2)r  =  0. 

^  =  0,    B  =  -I.    C=0,    B=-J.    £=l, 
C— .JB  =  Oi 

4  =  0,    B=-l,    fl=-»i 
Parabel. 

(20) «•  +  j«-2«  +  l=0. 

/1  =  1.    B  =  I,    C  =  0.    0  =  — I,    «  =  0. 
C-AB=-1,    9  =  0i 
^>0.    B>0.    C"-4B<0,    e  =  Oi 
Ein  Paakl. 


312  Grün  er  t:    Allgemeine  Discusslon  der  Gleichung 

(21).    .   .    S0x^  +  4y*''32xy  +  4Oa:—i4yi^S6  =  0, 
A=2m,    Ä=4,     C=  — 16,     Z>=20,    £  =  ~12,    F=85; 

^>0,    Ä>0,    C2-2lÄ<0,     e=0; 

Ein  Punkt. 

(22) 13a;* -f29*-fiar^ -1-1=0. 

^  =  13,    Ä=s2,     C=5,     D=0,    £=0,     F=l;! 

A^O,    fi>0,     C«-ilB<0,    ©<0; 

ImaginSr. 

(23) ar«  +  y»+2:ry  +  l  =  0. 

A=:l.    Bssl,     C=l,     Z>=0,     £=0,    F=I; 

/1  =  1,     ilE  — CZ)=0,    />«— .4F=  — I; 
A>0,    AE—CD=0,    D*-'AF<,0; 

Imaginär. 

(24) 2a!«-5ya— 2y— 1=0. 

^=2.    Ä=-l.    C=0,    />=0,    £?=-!,    F=— 1; 

C*—AB=i.     e=0; 

C"— .4Ä>0,     «=0; 

Zwei  sich  schneidende  Gerade. 

(25) a;«+y«-2a;y  — 2a;  +  2y-|-l=0. 

^  =  1,    Ä=l,     C=— 1,    /)=— 1,    E  =  I,    F=l: 

C»  — /4Ä=0; 
.4=1,    AE—CD=p.    D»-AFssO; 
A^O.    AE—CD:=zO,    D^—AFsiO; 

Eine  Gerade. 


der  ttttien  des  »teeiteti  erades.  3t8 

fJ6) — «»— j«+2j^-f  IssO. 

A-  —  \,    Ä=— 1,    C=l,    Z)=0,  .£=0,    -Fsl; 

C*-AB=Q% 
A=—\.    AE—CDs=0.    JDß—AF=l; 

A<^0,    AE—CD=0.    D'—AF>0; 

Zwei  einander  parallele  Gerade. 

(27) —  4a;»  — iy*— 4j?y  +  4=0. 

A=z—i,    B=—l,     C=— 2,    />=0,    E=0,     F=4. 

C*—AB=0. 

Ass—4,    AE—CD=:0,    D»-AF=\6; 

A<,0,    AE  —  CD=0,    D'—AF^O. 

Zwei  einander  parallele  Gerade. 

(28) 4r»+y«-4ary=0. 

A=4,    Ä=J,    C=— 2,    /)=0,    JE=0,    F=0; 

C*—AB=Oi 

Assi.    AE—CD=0,    D»-AF=Oi 

^>0,     AE—CD=:0,    m—AF=0; 
Eine  Gerade. 

(29) y*+»+I=0. 

^=0,    Ä=l.    C=0,    D=0,    £=i,    F=:l; 

C«-^B=0; 

^=0,    B=l,    D=0,    £*-fiF=-|, 

^=0,    Ä>0,    D=0,    E^—BF<0; 

Imaginär. 

(30) a!»+y»— 2a:y+a:=0. 

A=l,     »=1,    C=— 1,    /)  =  i,    £=0.     F=0; 

i4=l,    ^£— C/)=4; 

Parabel. 
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(31) «•+»»-ary+2y=a 

^=1,    Ä  =  l,     C=-I,    Z)=0,    JB=l,    F=0; 

J=l,    i«;~C/>=l; 
Parabel. 

(32) a:*+y«-5Lry-2y-l=0. 

i<=l,    Ä=l.     C=  — I,     Z)=0,    £=—1,     F=— 1; 

J  =  l,    ^£— «)=— 1; 

Parabel. 

(33) x«+y«-^ary--2ar— 2y=0. 

A=z\,    Bz=h    C=— I.     Z)=— 1,     £=-1.    F=0; 

il=l,    J£— CZ>=-2; 
Parabel. 


$.  6. 

Wir  müssen  nun  noch  einmal  su  den  in  $.  2.  in  den  IfäUen 
1.  IL,  in  §.  3.  in  dem  Falle  111.  gegebenen  allgemeinen  Entwicke- 
langen  zurückkehren,  um  feste  und  sichere  Bestimmungen  zu 
geben,  wie  in  den  dort  entwickelten  allgemeinen  Formeln  die  in 
denselben  Torkomnienden  doppelten  Vorzeichen  zu  nehmen  sind, 
wobei  wir  kaum  noch  wiederholt  darauf  besonders  aufmerksam  sn 
machen  brauchen,  dass  in  allen  dortigen  Formeln,  wenn  nicht 
etwas  Anderes  als  eine  Ausnahme  besonders  bemerkt  worden 
Ist,  die  oberen  und  unteren  Vorzeichen  in  bestimmter  Beziehung 
zu  einander  stehen. 

In  den  Fällen  L  11.  haben  wir  nach  8)  und  10)  die  folgenden 
Formeln  gefunden: 

-fv  4       at  2(ilcosa  — C)sina 


der  Linien  de$  tweitem  ürndei,                        S15 
ok  —  ■ 2(ilcostt — C)sip« 

9«^  •  •  •    X 

C08  2§  Ä  +      ■/■    '         '    •  "  '  ■        '  '        ^    '  » 

* 

Qod  SU  den,  sich  selbst  auf  einander  beziehenden,  oberen  und 
uuteren  Vorzeichen  stehen  die  oberen  und  unteren  Vorzeichen  in 
allen  io  §.2.  entvrickelten  Formeln»  wenn  nicht  etwa  etwas  An- 
deres besonders  bemerkt  worden  ist,  in  fesler  und  unveriinder- 
licber  Beziehung. 

Weil  bekaontlieb 

0<|<27r 
ist,  so  ist 

0  <  2|<  An. 

Bezeichnen  wir  nun  den  zwischen  0  und  n  liegenden  Werth  von 
2|,  welchen  die  Formel  51)  allemal  liefert,  durch  co,  wo  also 

ist;  so  l^ann  offenbar  2|  die  vier  folgenden,  4ic  nicht  überstei* 
genden  positiven  Werthe: 

(0 

HO  "f-  ^ 

«  +  2« 

also  i  die  vfer  folgenden,  wie  es  erforderlich  Ist,  ^In  nicht  über- 
steigenden positiven  Werthe: 


£ 


\fo-{-\n 


haben.    Jedenfalls  reicht  es  aber  hin : 


ZU  setzen,  weil,  wenn  man  r^ 
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l 


setzte,  dies  bloss  hcissen  wurde,  dass  der  positiv«  Tbell  der  Axe 
der  a?|  deu  darch  die  beiden  ersten  Werthe  von  §  bestimmten 
Lagen  des  positiven  Tbeils  der  Axe  der  Xi  direet  entgegengesetzt 
angenommen  worden  sei,  was  einen  wesentlicben  Unterschied 
natürlicb  nicbt  bedingen  kann,  weil  dadurch  nur  die  positiven  uod 
negativen  Coordinaten  gegen  einander  vertauscht  werden  wurden. 

Wenn  die  Grossen 

oleosa — C,     ilcos2a — 2Ccosa-f-^ 

gleiche  Vorzeichen  haben,  so  ist  tang2|  positiv,  und  sin2£»  co82^ 
haben  gleiche  Vorzeichen.    Es  ist  also: 

0  <  «  <  l^r, 

JT  <  w  +  Jt  <  |jr. 

Setzt  man  £  =  4(0,  2|=(ii>,  so  sind  sin2|,  cos2|  respective  po- 
sitiv, positiv,  und  man  muss  also  die  oberen  oder  unteren  Zeichen 
nehmen,  jenachdem 

^  cos  a  —  C,     /l  cos  2a — 2Ccosa-|-^ 

positiv  oder  negativ  sind.  Setzt  mau  |  =  ^cn  4-  \^  2|  =  oo  -|-  ^>  so 
sind  sin2|,  cos2|  respective  negativ,  negativ,  und  man  muss  also 
die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nehmen,  jenachdem 

* 

oleosa— -C,     /l  cos  2a — 2Ccoso-|-A 
negativ  oder  positiv  sind. 

Wenn  die  Grossen 

^cosa — C,     2lcos2a  — 2Ccosa  +  Ä 

ungleiche  Vorzeichen  haben,  so  Ist  tang2|  negativ,  und  '8in2|, 
cos2|  haben  ungleiche  Vorzeichen.     Es  ist  also: 

i«  <  W   <  JT, 

\n  <  CO  -f  ^  <  ^^' 

Setzt  man  |=:j^(o,  2|:=io,  so  sind  sin2£,  cos2|  respective  po- 
sitiv, negativ,  und  man  muss  also  die  oberen  oder  unteren  Zeichen 
nehmen,  jenachdem 

ilcos  a—C,    ilcos2a  —  2Ccosa4-^ 
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respective  positiv,  negativ  oder  negativ,  positiv  sind.  Setst  maa- 
\z^\m-\-\n,  2|=  (o-f-9r,  so  sind  sin2&  cos2|  respective  negativ, 
positiv,  und  man  moss  also  die  oberen  oder  unteren  Vorzeichen 
nehmen,  jenachdem 

oleosa — C»      ilcos2a — 2Cco6a-f  ^ 

respective  negativ,  positiv  oder  positiv,  negativ  sind.- 

Die  reciproken  Werthe  von 


v^ 


±l. 


also  die  Grössen: 


v^^ 


wo  eine  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander 
jetzt  nielit  Statt  finden  soll,  sondern  die  Zeichen  nur  so  genom- 
men werden  sollen,  dass  die  Grössen  unter  den  Wurzelzeichen 
positiv  werden,  heissen  die  beiden  Halbaxen  der  Ellipse  und 
Hyperbel  In  den  Fällen  dieser  Curven,  und  mögen  hier  beziehungs- 
weise die  erste  und  zweite  Halbaxe  genannt  werden.  Aus  den 
io  §.  2.  gegebenen  Ausdrücken  14),  15),  16),  17)  von  P,  Q,  mit 
Berficksichtigung  des  Ausdrucks  19)  von  Sl^  erhellet  nun  rOck- 
sicbdich  der  Grosse  der  beiden  Halbaxen  unmittelbar  Folgendes: 

Weon    man    in    den  Formeln  des  §.  2.    die   oberen  Zeichen 
nehmen  muss,  so  ist  die 

erste  Halbaxe  zweite  Halbaxe 

die 

{grössere    \  (   kleinere     ) 

kleinere     )  \  grössere    ) 

wenn  die  Grösse  ^l-l-B— 2Ccosa 

{positiv    \ 
negativ  ) 
ist. 

Wenn    man  in   den  Formeln  des    §.  2.    die  unteren  Zeicheb 
nehmen  muss,  so  ist  die 

erste  Halbaxe  zweite  Halbaxe 

die  , 

(   kleinere     )  (   grössere    \ 

\  grössere    )  \   kleinere     ) 


--^ 
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weon  die  Grösse  A  -f-  S— '2Cco8o 


ist. 


{positiv    V 
negativ  / 


In  dem  Falte  III.  haben  wir  nach  28)  nnd  30)  die  folgenden 
Fonneln  gefunden: 

nnd: 

.    „       .  ßinaV-4 

V^^-2Ccos«+i? 

54)  . 

cos  S  ==  +  -7:r===^=^ ; 


bei  denen  man  sich  zu  erinnern  hat,  dass  VA,  VB  nacb  §.3. 
gleiche  und  ungleiche  Vorzeichen  haben  können»  und  rflcksieht* 
lieh  der  Vorzeichen  ganz  Dasselbe  gilt,  was  vorher  bei  den  Fällen 
I.,  11.  bemerkt  worden  ist. 

Bekanntlich  ist  wie  froher  auch  hier 

0  <  |<  2^, 

nnd  bezeichnen  wir  nun  den  zwischen  0  und  n  liegenden  Werth 
von  &  welchen  die  Formel  53)  allemal  liefert,  durch  o,  so  dass  also 

0<  ID   <  9K 

Ist;  so  kann  offenbar  £  nur  die  zwei  folgenden,  29k  nicht  über- 
steigenden positiven  Wertbe  haben: 


wo  es  aber  offenbar  genügt, 

1=« 

zu  setzen,  weil,  wenn  map  |=  id-|-^  setzen  wollte,  dies  nur  eine 
Verlegung  Aes  positiven  Theils  der  Axe  der  Xi  in  eine  direct  ent- 
gegengesetzte Lage,  also  nur  eine  Vertauschung  der  positiven 
und  negativen  Coordinaten  mit  einander  bedeuten  würde. 

Wenn  die  Grössen 

VA,    cosoV^  — VÄ 
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gleiche  Vorzeichen  haben,  so  ist  tang^l  positlr,  und  einl,  ces{ 
haben  gleiche  Vorzeichen.    Es  ist  also 

und  sin|,  cos|  sind  respective  positiv^  positiv;  also  moss  man 
die  oberen  oder  unteren  Vorzeichen  nehmen,  jenachdem 

VA,    cosaVA  —  VB 
positiv  oder  negativ  sind. 
Wenn  die  Grossen 

VA,    cosaVA  —  Vß 

uDgleicbe  Vorzeichen  haben»  so  ist  tang|  negativ,  und  sin^  ros| 
haben  angleiche  Vorzeichen«    Es  ist  also 

^n  ^  CO  <  TS 

and  sin£,  cos|  sind  respective  positiv,  negativ;  also  muss  man 
die  oberen  oder  unteren  Vorzeichen  nehmen,  jenachdem 

VA,    cosaVA-'VB 

respective  positiv,  negativ  oder  negativ  positiv  sind. 

In  dem  Falle  der  Parabel  heisst  der  absolute  Werth  der  Grösse 
Ai  in  48)  der  halbe  Parameter^  also  der  absolute  Werth  der 
Grosse  2Ai  der  Parameter  der  Parabel.*). 

Mittelst  der  obigen  Regeln  wird  man  immer  sicher  eotschei- 
deo  können,  wie  in  §.  2.  und  §.  3.  die  Vorzeiehen  in  den  dortigen 
Formeln  zu  nehmen  sind. 


§.  7. 

Um  die  sehr  leichte  Anwendung  der  in  dieser  Abhandlung 
entwickelten  ganz  allgemeinen  Formeln  noch  an  einem  Beispiele 
SQ  zeigen,  wollen  wir  mit  Hälfe  derselben  eine  Stelle  erläutern» 


*)  Hiebei  bemerke  ich  jedoch,  das«  mit  Röcksidit  auf  die  6lei- 
chong  44),  wo  das  Coordinatcnsjstem  der  ;r„  Jf,  eben  so  wie  das  Coor- 
dinatensjstem  der  ^Tj,  ^|,  welchem  jenes  parallel  ist,  ein  rechtwinkliges 
Coordinatens^rstem  ist;  daher  ist  in  dem  Obigen  eigentlich  nur  von  dem  J 

Parameter  der  Parabel  in  Bezng  anf  ihre  Axe  die  Rede,  welchen  ich  :K 

hier  schlechthin  den   Parameter  der  Parabel  genannt  habe,   indem   das 
Weitere  hierüber  jetzt  nicht  hierher  gehört. 


v'i 
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wtlohe  sich  in  den  „ Werken  von  Gauss,  ThI.  IL  S.  278/' 
ttndet.    Gauss  sagt  an  dieser  Stelle: 

iiCurva  per  aequationem  inter  coordinatas  orthogonales  p,  g 
hanoce 

app  -^  2bpq  +  cgq  =  1 

expressa»  est  sectio  conica,  et  quidem  ellipsis^  si  a,  c  atqae 
ac — 66  sunt  quantitates  positivae:  area  hae  ellipsi  circumscripta 

Invenitur  =  wv — Z"AiS\*    Valor  quantitatls  app-t-2öpq  +  cgq  extra 

tlllpsem  ubiqus  fit  malor  quam  1,  intra  ellipsem  minor  quam  1, 
negativus  nuliibi/* 

Es  Ist  also  die  an  discntireode  Gleichiuig: 

««>+36xy  +  cy>=l, 

unter  der  Voraossetaung,  dass  c,  c  «od  «e— 6*  positive  Grossen 
sind,  «robei  wir  ibrigens  nicht  nnbediagt  voranssetzeo  wolleo, 
dass  die  Coordinaten  x,  jf  rechtwiakllge 


In  unseren  im  Obigen  Qberall  gehmnehten  Zeichen  ist: 
A^m,    Ä=c^    C  =  »,    i>  =  a    E  =  Q,   F=—l; 
und  weil  nnler  der  Ten  Gauss  gemachten  Yetanssetoing 

«>0L    c>OL    «e-6*>0 
l$l»  se  Ist  in  mweten  Zeiche«: 

A>$,    Ä>lt    C^—AB<9. 

AE^^BBß^FC^—ABF—9CiMS^AE-C^. 

«et  dnsst  abn 


unm  w^fweSi  in^  (  «hr%  amts  oesi  m  ^  - 


Ä  = ^t-t^:ijr 

Wu  w^»Me«i  nwn  «in^  TMHiim  elpnne^  niter 
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Die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  sind  nach  den  für  dieselben 
iro  Obigen  gegebenen  allgemeinen  Formeln  in  diesem  Falle: 

BD-^CE  _^E'-CD      ^ 

so  dass   also  der  Anfang  der  Coordinaten    der   Mittelpunkt   der 
Ellipse  ist. 

Nach  8)  ist: 

tane2J  =     -(«costt~6)8intt    ^ 
^  ^       aco8!2a — 26cosa  +  c' 

und  nach  16)  bat  man  die  Formeln: 

2Psina*=:       a-irC' — 2^cosa 

T  ▼  (a  —  c)*  +  4  (6  —  a  cos  ct){b  —  c  cos  a), 

2Q  sin  a*  ;=       a  +  c  —  26  cos  a 

+  V  (a  —  c)^  +  4(6  —  acosa)  (6  — ccoscf). 

Wie  man  sich  bei  der  Bestimmung  des  Winkels  |  zu  verbalten, 
und  ivelcbe  Regeln  man  bei  der  Bestimmung  der  Vorzeichen  zu 
befolgen  hat,  ist  in  §.  6.  ausführlich  gezeigt  worden. 

Weil 

A^  B>  0, 

AE^+  ßD^  +  FC^—ABF'^2CDE  >  0 

uod  i^  =  —  1  ist,  so  sind  nach  §.  2.  I.  die  beiden  Halbaxen  der 
Ellipse  offenbar: 

Vi.  Vr 

also  nach  dem  Obigen: 

sinaV2 


I       V{a+  c  —  26cosaT  V^(a  —  c)*  +  4(6 — acosce)  (6  — ccoscf)} 

I  s\na\^2 

I       V{a  +  c  — 26cosa+ V^(flf — c)*  +  4(/>  —  crcosa)  (6 — ccosa)} 

Das  Product  der  beiden  Halbaxen  ist: 

1 

also,  weil  nach  18): 
Thcil  LI.  21 
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ist: 

sino 


und  folglich  nach  einem  allgemein  bekannten  Satze  der  Flachen- 
inhalt der  Ellipse: 

Ttsina 

also  für  rechtwinklige  Coordinaten  oder  a  =  90^: 


V^üc-^b*' 
gani  so  wie  Gauss  a.  a.  O.  angiebt 

Wenn  jetst  (x^)  ein  ganz  beliebiger  Punkt  in  der  Ebene  un- 
serer Ellipse  ist»  so  wollen  wir  Ton  dem  Mittelpunkte  der  Ellipse 
aus»  der  nach  dem  Obigen  zugleich  der  Anfang  der  Coordinaten 
ist»  durch  diesen  Punkt  (jry)  eine  Crerade  ziehen^  and  deren 
Unrchschnittspunkt  mit  der  Ellipse  dnrh  0^)  bezeichnen;  dann 
ist  offentiar  in  völliger  Allgemeinheit: 

Weil  der  Punkt  {s^)  in  der  Ellipse  ieg«»  «•  ist: 
nach  dem  Vorhergehendea  ist  aber: 


also  ist: 


und  foigli^A: 


=  («j(>+»ary  +  c9*)^; 


(«x><|^2ix3r^cy^^=K 


«^4^üi3r4c9>^^  =  ^> 


woraus  zunächst  erMlet^  dass 


der  Unten  det  neHlen  Grades. 
Jenachdem  der  Punkt  {ley) 

anssethalb,    in,    innerli&l] 
der  Ellipse  liegt,  ist  ofenbat: 

X*  >  rt      x*  =  i*,      «»  <  r^ 


alsn: 


s! 


folglich  nach  dem  Obigen: 

(tE*+26:iy+cy*>l,     ax'+2bxy  +  cif*=i,     ax*+ibxy- 

ganz  so  nie  Gaoea  angiebt. 

Dass  nnter  den  gemachten  Voraussetzangen  die  Gri 

ax*  +  Ibxy  +  cy* 

stets  positiv  ist.  kann  man,  ganz  nnabhSngig  von  geon 
Betracbtangen,  auch  anf  folgende  Art  beweisen. 

Weil  nach  der  VoTanssetznng  a,  c  positiv  sind,  so  I 
setzen : 

as^  +  Ibxy  •^cy*=  {xVa)*  +  ^bxy  +  (y  Vc)« 

=  (a:Vo)2±2ary  Wc  +  (yVc)"T2a:»V^ac  +  26ai 

=  (ÄVfl±9Vc)»T2{VTcTft)^. 

Da  nach  der  Voransaetznng  ac  —  6'>0  ist,  so  ist  yTt 

als  der  absolute  Wertfa  tod  b,  und  Tolglich  offenbar  V~«c 

positiv.    Haben  nun  x,  y  gleiche  Vorzeichen,  so  ist  offi 

(arV'a  — sVc)»  +  2(V"öc  +  b)xy 

positiv,  and  nenn  x,  y  angleiche  Vorzeichen  haben,  so  i 
schein  lieh 

(«Vo  +yVc)»— 2(Väc  —  h)xy 
positiv ;  also  ist  offenbar  nach  dem  Obigen 
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immer  positiv^  wie  behauptet  wurde. 

Die  ganz  allgemeine  Discussion  der  Gleichung 

ax^i^1bxy^cy^—\ 

nach  den  in  dieser  Abhandlung  entwickelten  Formeln  und  Prin- 
cipien  empfehlen  wir  dem  Leser  recht  sehr  zur  Uebung;  uns  ge- 
nügt es  hier^  die  vorhergehende  Entwickelung  an  eine  Stelle  in 
einem  der  berühmtesten  und  wichtigsten  Werke  der  neueren  Zeit 
angeschlossen  und  zu  deren  Erläuterung  benutzt  zu  haben. 


A  n  li  a  n  i;. 

Wenn  man  für  den  Kegelschnitt  der  neun  Punkte,  für  welchen 
in  Bezug  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  die  Werthe 
der  Coefficienten 

A,    B,    C,    />,    E,    F 

in  der  Abhandlung  Theil  XLIII.  Nr.  VI.  §.  8.  27),  auf  welche 
hier  überhaupt  verwiesen  wird,  sich  angegeben  finden,  die  Lage 
und  Grosse  der  Axen  durch  allgemeine  Formeln  bestimmen  will; 
so  kommt  es,  wie  aus  den  in  der  vorliegenden  Abhandlung  ent- 
wickelten Formeln,  in  denen  überall  a  =  90^  zu  setzen  ist,  un- 
mittelbar erhellet,  auf  die  folgenden  Grossen  an,  deren  nach- 
stehende Werthe  aus  den  in  Rede  stehenden  Werthen  der 
CoefGcienten  A,  B,  C,  A  ^>  F  leicht  abgeleitet  werden : 

A-'Bz=-  —  2{9i  sin  («2  —  «3)  cos  2«!  +  ^2  sin  («3  —  «j)  cos  2^2 

+  ^3  sin  («1  —  02)008203} ; 

A+B=     2{^isin(o2— a3)+92S>n(«Ä  — ai)  +  ^38»nK  — «2)}» 

C=— {^isin(o2  —  cK3)sin2cr|  -|-^2sin(o3  ~ai)sin2tt2 

+  ^3  sin  («1  —  02)  sin  2a^}, 

(^-•^)2+4C2==:4{e|2sinK-«3)*+^^«"K«3---«i)*+^s*sin(«i--««)*l 

+  2ßi^2Cos2(ai — a2)s\xk(a2 — cif3)sin(o3  — «i) 

+  2p293sin(ofi — O2)cos2(a2— a3)sin(o3— Ä|)r  * 

+  2^3^i8in(oi  —02)8«n(«2— «3)0082(03— ff|) 
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^.    ^|Sin(cea~<y3)sin2ttt-f  pg8in(og3~ai)8in2ag-^g3sin(i){|  ~C2)8in2«3, 
**"^'^~  PiSiii(a2-a3)cos2cfi+928in(a3-a,)co82aa+(>3siii(cfi-a2)<^os2a3' 


Q  = 


2 


C«-^i5=  — 48in  («1  —  04)8111  («a— «3)  Sin  («3  — «i) 

X {^i^2sin («1  — oj)  +  Q^Q^ «in (0»- «3)  +  ^^i  »»"(«s  -«i)l ; 

/=      J  (^,  cos  a,  +  ^2  cos  02  +  93  ^^^  ^3)> 
g-=.     tC^iSidoi  +  9a  sin  «a +  98^10  «3); 

Ä=    Af^+Bg^+2Cfg+2Dfh2Eg  +  F 

=     jg  il  (9i  cos  «1  +  ^a  c<>8  «2  +  93  c<>s  %)* 

+  Tg  ß  (^1  sin  Ol  +  9a  sin  ^  -''  93  s'*"  ^s)* 

+  5  C(9icosoi  +  ^acosoa  +  9300803)  (pi  sino,  +  9asinaa  +  93sino3) 

+  2  ö  (91  cos  Ol  +  ^acos  Oa  +  93  cos  «s) 

+  n  ^  (9i  sin  Ol  +  ^2  sin  «a  +  93  sin  03) 

+  /^, 
AE^  +  BD^  +  FC^  -  AßF --2CDE  ==  (C^''Aß)Sl, 

Für  o  =  900  ist 
/Icoso  — C=  —  C,     ^cos2a  — 2Ccoso+ß=  — (^  — ß). 

In  den   obigen   Ausdruck    von  Sl   wurden  noch   die  a.  a.  O. 
angegebenen  Werthe  von 

A,    B,    a    A    E,    F; 

die  deshalb  hier  nicht  wiederholt  werden,  noch  einzuführen  sein. 
Allen  hier  gegebenen  Formeln  gebührt,  ungeachtet  ihrer  von  der 
Natur  der  Sache  unzertrennlichen  Weitläufigkeit,  der  Vorzug  grosser 
Allgemeinheit  und  völliger  Symmetrie. 


i'^ij^ 
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Allgemeine  Discussion  der  Gleichang  des  zweiten 

Grades 

zwischen  Dreilinien  *  Coordinaten  oder  sogenannten 

trimetrischen  Coordinaten. 

Von 

dem  Heraasgeber. 


(Figuren  s.  Tafl  VIL) 


§.  1. 


Jeder  Kegelschnitt  mit  Einschluss  des  Kreises  wird  in  Drei- 
linleD  •  Coordinaten  oder  sogenannten  trimetrischen  Coordinaten 
bekanntlich  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

Apo*  +  Bpi^+Cp^*  +  Dpopi  +  Ep^p^  +  Fp^^=.0 

obarakterisirt  (M.  s.  die  Abhandlung  Nr.  XXVII.).  Umgekehrt 
iHast  sich  nun  aber  auch  fragen,  welche  Curven  überhaupt  durch 
dl«  In  Drellinien-Coordinaten  oder  sogenannten  trimetrischen  Coor- 
dinaten ausgedrückte  Gleichung 

\va  A,  Bt  C,  D,  E,  F  als  beliebig  gegebene  Grossen  zu  be- 
trachten   sind,    charakterisirt  werden.     Die  Beantwortung   dieser 
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Frage  ist  schon  mehrfach  rersacbt  worden*);  aber  Ich  glaube 
nicht«  dass  dieselbe  schon  vollständig  erledigt  sei»  und  bin  selbst 
derMeinang,  dass  manche  der  angegebenen  Kriterien  nicht  allgemein 
^enog,  ja  in  einzelnen  Fällen  selbst  nicht  ganz  richtig  sind ;  auch 
sind  die  gegebenen  Formeln  nicht  immer  so  vollständig  entwickelt 
and  durch  die  ursprünglich  gegebenen  Coefficienten  A,  B^  C,  D, 
£,  F  dargestellt  worden,  dass  sie  eine  unmittelbare  Anwendung  ge- 
statten, indem  sie  gewöhnlich  die  vorhergehende  Berechnung  nicht 
weniger  Huifsgrussen  erfordern.  Ich  habe  daher  diesen  Gegenstand 
einer  neuen  Untersuchung  unterworfen,  deren  Ergebnisse  ich  im 
Folgenden  mittheiien  werde,  indem  ich  mir  über  die  bei  dieser 
Untersuchung  angewandte  Methode  die  folgenden  Vorbemerkungen 
erlaube«  Man  bat  die  Discussion  der  in  Rede  stehenden  Glei- 
chung nach  verschiedenen  Methoden  anzustellen  versucht;  mir 
aber  hat  es  immer  am  Zweckmässigsten  geschienen,  dieselbe 
ohne  Weiteres  auf  die  Discussion  der  Gleichung  des  zweiten 
Grades  zwischen  zwei  veränderlichen  Grössen  in  cartesischen 
Coordinaten  zurückzuführen  und  an  dieselbe  unmittelbar  anzu- 
schliessen ;  dies  ist  denn  auch  die  von  mir  in  dieser  Abhandlung 
angewandte  Methode,  wobei  ich  mir  zugleich  ausdrücklieh  zu  be- 
merken erlaube,  dass  ich  für  jetzt  hier  auch  durchaus  nur  die 
Dach  dieser  Methode  sich  ergebenden  Resultate  mitzutbeilen 
beabsichtige,  vorläuflg  ganz  unbekümmert  um  Das,  was  sich  durch 
die  Anwendung  anderer  Methoden  ergeben  hat.  Auch  betrachte 
ich  diese  Untersuchung  noch  keineswegs  als  abgeschlossen,  be- 
halte mir  vielmehr  vor,  noch  öfter  auf  weitere  Folgerungen  zu- 
rückzukommen, welche  sich  aus  den  hier  gewonnenen  Resultaten 
ziehen  lassen.  Dass  die  hier  entwickelten  Kriterien  ganz  sicher 
und  nntrügerisch  sind,  auch  den  Gegenstand  vollständig  erschöpfen, 
scheint  mir  keinem  Zweifel  zu  unterliegen;  ob  dieselben  aber 
nicht  noch  mannigfacher  Vereinfachung  fähig  sind  und  durch  an- 
dere Kriterien  ersetzt  werden  können,  lasse  ich  für  jetzt  ganz 
dabin  gestellt,  und  muss  mir  schliesslich  erlauben  den  Wunsch 
auszusprechen,  dass  die  hier  gelieferte  Untersuchung  auch  durch- 
aus nur  aus  dem  vorher  angegebenen  Gesichtspunkte  betrachtet 
und  beurtheilt  werde,  indem  ich  weitere  Mittheilungen  mir  vor- 
behalte. —  Den  Inhalt  meiner  Abhandlung:   „Das  System  der 


*)  U.  A.  s.  m.  ausser  den  betreifenden  Stellen  in  ,,  Anal  jti sehe 
Geometrie  der  Kegelschnitte  von  G.  Sahnen,  übersetzt  von 
^•Fiedler.  Leipzig.  1860.''  eine  Abhandlung  Ton  O.  Stolz  in 
<Ien  „Sitzungsberichten  der  kaiserlichen.  Akademie  der  Wis- 
senschaften in  Wien.    LV.  Band.    II.  Heft.    Wien.     1867.    S.  280. 
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DreiiiDien  •  Coordioaten  in  allgemeiner  analytischer 
EntWickelung"  in  Tbl.  XXXVIII.  Nr.  ÄXXVI.  setze  ich  als 
vollständig  bekannt  voraus,  und  werde  mich  öfters  auf  diese  Ab- 
handlung zu  beziehen  genothigt  sein,  indem  ich  auch  die  dort 
gebrauchten  Zeichen  hier  meistens  ohne  alle  weitere  £rläuteruDg 
anwenden  werde. 


§.  2. 
Nach  Tbl  XXXVIII.  S.  404.  ist  allgemein: 

??o=  öo  +  ycosoo  — a:cos/5o* 

Pl  =  Ö|  +y  cos  Ui'-X  cosj^i, 

wo  Oo,  €5|,  c5.2  die  trilinearen  Coordinaten  des  Anfangspunkts  des 
rechtwinkligen  Systems  der  xy  bezeichnen.  Nehmen  wir  uud 
den  positiven  Theil  der  Axe  der  x  gleich  gerichtet  an  mit  der 
positiven  Richtung  der  ersten  Axe  des  trilinearen  Systems,  so 
ist  offenbar  Oq  ==  0>  1^0  =  90^  und  folglich  coswo  =  J*  cos/J^  =  0; 
also  sind  die  obigen  Gleichungen: 

Pi  =  5j  -\-y  COS «1  —  arcos  ßi , 
p^i  =  Q^-\-ycos€i^ — :rcosj32* 

Bezeichnen  wir  in  den  Figuren  durch  OO  und  Ol  die  positiven 
Richtungen  der  ersten  und  zweiten  Axe  des  trilinearen  Systems, 
so  ist  offenbar: 

in  Fig.  I.:  «^  ==  ^oi,     ft  =  90<>  -  ito,  ; 

coscTi  =  costf7oi>  cosßi  =  sintooi; 
in  Fig.  IL:         «4  =  -  u^ou    A  =  270*>-(-ti?oi)  =  270«>+Woi; 

cosai  =  costi^oi,  cosj?|  =  sinfo^^; 
in  Fig.  in. :         «,  =  ti7o„    ft  =  ito,  —90«; 

(■osfiTj  =  coswqi,  ^osßi  =  sintr^i ; 
in  Fig    IV. :        a^  =  —  w^i,    ßi  =  90«  +  (—fOoi)  =  90«-Woi ; 

costtj  =:  cos  Wqi,  cosßi  =  sinu^oi  5 
also  ist  in  allen  Fällen: 
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C05tt|  =  costcoi»     co8j?|  =  sintoo,. 
Auf  ganz  ähnliche  Art  ist  allgemein : 

cos  «2  =  cos  «0o2>      CO^  h  ^  ^1"  ^02 ' 

weil  aber  w^^  =  —  t02o  '^^^»  ^^  i^^  • 

cos  «2  =  cos  ( —  tr^o),    cos  jJ^  =  sio  ( —  Wf  o)  > 
folglich  allgemein: 

cos  02  =  cos  €020  9     cosj?2  ==  —  stntr2o< 
Daher  werden  nun  die  obigen  Gleichungen: 

Pi  =  öl  -f-^costToi  — -^sinu^oi, 

P2  =  Ö2+ y  cos  11720+^  sin  ti?2o; 
und  die  Gleichung 

2<Po*  +  */^i*  +  Cpa*  +  ^/'oPi  +  ^/'iPa  +  ^iP«Po  =  0 
in  Dreilinien  Coordinaten  wird  also  in  rechtwinkligen  Coordinaten: 

+  ^  («i  +  y  cos  fi?oi  —  ^  sin  fToi  )* 

+  ^(02  +  y  cos  w^  +  X  sin  tr2o)* 

+  /)(öo  +  ^)(5i  +ycosti?oi--a:sintroi) 

+  E(5i  -f  ^cos  Woi — XGinwQi)  (02  -|-^costi72o  +irsinti?2o) 

+  ^(öo + y)  («2  +  y  cos  wao  +  ^  sin  W20) 

Entwickelt  man  diese  Gleichung^  so  findet  man  Folgendes: 

Der  Coefficieot  von  x'^  ist: 

Bsiuwqi^  +  Csin  Wjo*  —  £sin  ii?oi  sin  m?20' 
Der  Coefficient  von  y^  ist: 

-4+  ßcOStToi^  +  CCOS  W20*+  ^  COSfToi  +  EcQ&ÜDqi  COSW20  +  iF'cos«i;20' 

Der  Coefficient  von  xy  ist: 

-"2ß6in  fToi  coswoi  +  2Csinti72oCosti?2o  —  DsinwQi  +  £sin(ti72o — «^01) 

+  Fsin  ^20« 

Der  Coefficient  von  x  ist: 


A^i 
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+  E  (5|  sin  WfQ — S«  sin  Woi)  +  F^o  ß'"  *<^«o* 
Der  Coefficient  von  y  ist: 
^Aoq  +  2^0i  cosiToi  +2CöaC06u?2o  +  D{Oi  +  Qo^^^sitoi) 

+  £  (öl  cos  t020  +  öl  cos  Woi )  +  -^(02  +  Öo  COS  toao)- 

Der  von  x  und  ^  unabhängige  Theil  ist: 

Legen  wir  nun  aber  den  Anfang  des  rechtwinkligen  Coordi- 
uatensystems  der  x,  y  in  den  Durchschnittspunkt  der  ersten  und 
dritten  Axe  des  Dreilinien-Coordinatensystems  der  ^o>  Z'i»  P^^  so 
Ist  öo  =  0^  Ö2  =  0  zu  setzen,  und  die  Gleichung 

^/?o*  +  fiPi*+Cp«*  +  ^/'oPi+^PiP2  +  ^P«Po  =  0, 

auf  die  rechtwinkligen  Coordinaten  x»  y  bezogen,  wird  also,  weon 
wir  der  Kfirze  wegen: 

V  =  Ä'\-BcoswQi^^^Ccosvo^'{-DcQBWQi-\-EeoBWQiCostD^-\-FcoBV)^, 

2C'  :s  —  2j&sinti7oi  co6froi-|-2Csiotr2QC08tr2o — Dsintcoi 

+  E  sin  (w?jQ  — tt^i )  +  /^sin  w^, 

2Z>'  =       (— 2^sintOoi  -f  £8intO{o)öi» 
2E' =i      (    2ßcostOoi  +  ^  +  £costOio)ö,, 

setzen : 

il'a:«  +  Ä'^«  +  2C';ry  +  2Z>'a:  +  2i:'y  +  F' =  0, 

welche  Gleichung  wir  nun  nach  den  aus  der  Abhandlung  Nr. 
XXVIII.  §.  4.  bekannten  Regeln  discutiren  müssen. 

§.3. 

Bei  der  Discussion  der  Gleichung 

A'x^  +  By^  +  2C'xy  +  2tyx  +  2E'y  +  F'  =  0 

kommen  bekanntlich  hauptsächlich  gewisse  Grossen  in  Betracht, 
zu  d«ren  Entwickelung  wir  jetzt  übergehen  wollen.  Bei  allen 
diesen  Eutwickelungen  hat  mau  besonders  die  aus  der  Abhand- 
lung Thl.XXXVlll.  Nr.  XXXVI.  6.403.  bekannten  Formeln: 


.j 
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cos  t©oi  =       cos  (W|a  +  w^) , 
cos  Wi9  =        cos  (fC^o  +  Woi)  , 

costr^Q  =       cos  (u^oi  "f  <<'ia) 

und 

sio  tf?oi  =  —  siD  (tTia  +  tc^ , 
siou^i,  =  —  «in  (w«o  +  ««'Ol) » 
sin  t0^  =  —  sin  (woi  +  fi^t) 
zu  beachten;  ausserdem  hat  man  stets 

sin  (lOjo  -"  «'oi )  ==  s'n  W20  cos  Woi  —  cos  to^o  «'^  •«'oi 
xtt  setzen. 

Die  erste  der  zu  entwickelnden  Grossen  ist  die  Grösse 

Weil  aber 

4(C'«— J'Ä')  ==  (2C')*— 4.4'Ä' 

ist,  so  wollen  wir  diese  letztere  Grosse  entwickeln. 

Zuerst  findet  man  sehr  leicht«  dass  die  Coefficienten  von 
^,    C«,    BD,    BE,    CE,    CF 
simmtlich  verschwinden. 

Für  den  Coefficienten  von  D^  erhält  man: 

sinii?oi* 
Für  den  Coefficienten  von  E^  erhält  man: 

(sin  1^20  cos  tToi  +  cos  w^o  ßin  t©oi  )*  ==  «'"  («^20  +  ^o\  )* = s'"  '«'i  2*« 
Für  den  Coefficienten  von  F^  erhält  man: 

siuti^so^* 
Für  den  Coefficienten  von  ßC  erhält  man: 

— 4(sinw2oCOStt?oi  +costOaosinti7oi)*  =  — 4sin(a?2o+Woi)* 

==  — 4sinti>ia*. 

Für  den  Coefficienten  von  BF  erhält  man: 

■*4sln  Woi  (sinti72o  coswqi  +  cos«i?2o  **w^oi)  == — 4sina>oi  sin  (m?2o+w^oi) 

=:      4  sin  tüoi  sin  t(7|2' 


f : 


1J 
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Für  den  CoefBcienten  vod  CD  erhält  mao: 

Für  den  Coefficienten  von  DE  erhält  man: 

28in  ti^oi  (siniTso  ^^^  ^oi  ~f  ^^^  ^so  ^^^ ^oi)  ==     2siutooi  ^^^  (^2o~i~ t^'oi ) 

= — 2  sin  Wqi  sin  ttoj  2* 

Für  den  Coefficienten  von  DF  erhält  man: 

— 2  sin  fCoi  sin  tr^o* 
Für  den  Coefficienten  von  EF  erhält  man: 

2sin«(;£o  (sintrso  cosu^qi  "f  costoso  ^>i^^oi)  =     ^  '^"^  ^to  ^>i^  (^''so  "t* <^oi ) 

=r — 2sintr2osintri2. 

Für  die  Coefficienten  von 

AB,    AQ    AE 

erhält  man  respective: 

—  4  sin  tCoi*»    —  ^  s*"^  Wjo*»    4  sin  troi  sin  «c^o« 

Also  ist: 

4(C'*-^'^') 

=:      />•  sin  Woi*  +  £*  sin  Wi^  +  F*sin  Wjo* 

— 4A  (B  sin  iroi*+  Csin  tt?20* — ^sin  itqi  sin  «720) 
— 4^Csin  W12*  -f  4^Fsiniroi  sin  tri^  +  ^CDsin  ti^issin  ti72o 
— 2DE  sintToi  s'"  ^1«  —  2Z>i^sin  Wqi  sintrso — 2jEFsin  to^sSii^  «^> 
oder^  ivle  man  sogleich  übersieht: 

i(C'*-A'B')  =      (/>a-4JÄ)sintroi* 

+  (£a~4ÄC)siniCia* 
+  (F*— 4CJ)sin«72o* 
-  2  (DE  -  2ÄF)  sin  troi  sin  toi  j 

— 2(EF — 2C/>)sintri2siniC2o 
^2(FD — 2^£)  sin  11720  sin  tooi. 

Weil    es    aber  bei  der  Discussion    unserer    Gleichung  blos$ 
dArttuf  ankommt»  ob  die  Grosse 
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kleiner  als  Null,  gleich  der  Null  oder  grosser  als  Null  ist,  so  kann 
man  bei    dieser  Discussion    statt    der   vorstehenden   Grosse    die 

Grusse 

(D«— 4^ß)  sin  fToi*  +  (^— 4£^C)sin  w^a^^.  (i^_4C^)85n  ^^2 

— 2(Z)£;— 2ßF)sinfroisinw,a 
— 2(£;F— 2CZ)) sin  tcia  sin  fc^o 

—  2(F/> — ^AE)s\Tkw^QsmWfxi 

setzen. 

§.  4. 
Wir  müssen  ferner  die  Grosse 

entwickeln.     Weil  aber 

ist,  80  werden  wir  diese  letztere  Grosse  entwickeln,  indem  wir  hier  zu- 
gleich bemerken,  dass  bei  dieser  Entwickelung  im  Folgenden  der  in 
allen  Gliedern  vorkommende  stets  positive  und  offenbar  nTlcht  ver- 
schwindende Factor  5i*  weggelassen  worden  ist,  welches  deshalb 
^erstattet  ist,  weil  es  bloss  daraufankommt,  zu  wissen,  ob  die  Grösse 

kleiner  als  Null,  gleich  der  Null  oder  grOsser  als  Null  ist. 

Man   findet  leicht,    dass  die  CoefBcienten    von   B'^  und  BE 
verschwinden,  und  dass  die  Coefficienten  von 

F^,    BC 

fespective 

sin  w^y    —  4  sin  tügo* 

sind;  also  ist  mit  Weglassung  des  Factors  Oj^: 

4  (/>'*— ^'FO  =  (F2i~4ßC')sinw?2o*. 

^eil  es  aber  bloss  darauf  ankommt,  zu  wissen,  ob  die  Grösse 

lileiiier  als   Null,   gleich   der    Null   oder  grösser  als  Null  ist,  so 


-  -i 
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kann  man  für  diese  Grosse,  da  offenbar  sin  tc^o  nicht  rerschwinden 
kann,  die  Grosse 

setzen. 

§.  5. 
Ferner  ist  jetzt  die  Grosse 

zn  entwickeln,  statt  welcher  wir  die  Grosse 

4(JB'«—  Ä'F')  =  (2JS0'-4Ä'F' 

entwickeln,  und  dabei  wieder  aus  denselben  Gründen  wie  im  vor- 
hergehenden Parapraphen  den  in  allen  Gliedern  vorkommeoden 
Factor  €5|*  weglassen. 

Leicht  finden  wir,  dass  die  Factoren  von  jB^,  ßD,  BE  sämrot- 
lich  verschwinden  nnd  dass  die  CoefBcienten  von 

D\    £«,    DJB,    AB,    SC,    BF 

respective 

1,      C0Sf020^,      2c0Sf(720>      ~"4,      4cOStO^^,      —4  cos  «720 

sind.     Also  ist  mit  Weglassong  des  Factors  »i*: 

4(£'«— Ä'FO 

=,  />«— 424Ä  +  2(Z)E— aBF)costr|M)  +  (£)*— 4ÄC)cosfi>to*, 
wo  man  aber  Im  Folgenden  für  die  Grosse 

E'^-^B'F 
aus  bekannten  Gründen  die  Grosse 

D«— 4.4^+2  (Z>iE—2ÄF)  costf^M  +  {E^—iBC)  costr«)* 
setzen  kann. 

§.6. 
Wir  gehen  zur  Entwickeinng  der  Grösse 

über,  statt  welcher  wir  aber  die  Grosse 

4  (ii'fi' —  C'Z>')  =  2.4' .  2iE' — 2C '.  2ß' 
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entwickeln^  indem  wir  dabei  den  in  allen  Gliedern  vorkommenden 
nicht  verschwindenden  Factor  Oj  weglassen«  welches  deshalb  ver- 
stattet ist  4  weil  es  hier  bloss  darauf  ankommt,  zu  wissen,  ob  die 
Griisse 

verschwindet   oder  nicht  verschwindet. 

Leicht  finden  wir,  dass  die  Goefficienten  von  B*,  BD,  BE, 
C£,  DE  sSmmtlich  verschwinden. 

Als  Goefficienten  von  BC  erhalten  wir: 

4sin  to^o  (sio  ^20  ^^^  ^01  ~f  ^^^  ^20  s'tn  ^01)  =     ^  ^^^  ^20  ^^^  (^20  "f  ^01) 

=: — 4  sin  u)2o  siD  ^it* 

Der  Goefficient  von  CD  ist 

2sintr2o^* 
Der  Goefficient  von  BF  ist 

2sinti;oisintr2o- 

Der  Goefficient  von  EF  ist 

— sinti^so^. 

Der  Goefficient  von  E^  ist 

-  sin  W20  (si  n  w^  cos  ti^oi  "f  cos  w^o  sin  t^oi  =  —  sin  w^  sin  (wqq  -{■  w^^^ ) 

=:     sint92oSint47|2. 

Mit  Weglassnng  des  Factors   c5|   und  des  in  allen  Gliedern 
vorkommenden  nicht  verschwindenden  Factors  sintr^o  ist  also: 

^Ä'E'-C'D') 

=  2ÄFsiniroi  +  (£*  -  4ÄC)  sin  w^^  -  (EF— 2C/>)8intUjo, 

wo  wir  aber  im  Folgenden  fär  die  Grosse 

A'E'  —  C'D' 

aas  bekannten  Gründen  die  Grosse 

2ßFsin  iToi  +  (E« — 4ÄC)  sin  tria— (FF—  2C/>)  sin  wjo 

setzen. 

§.  7. 
Endlich  kommt  es  nun  noch  auf  die  Entwickelung  der  Grösse 


1  i 
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au,  statt  welcher  wir  die  Grosse 

=  A\(2E')^  +  B' .  (2Z)')*  +  F' .  (2C')^—4A'B'F' 

— 2C'.2/>'/2£:' 

entwickeln  werden,  wobei  wir  den  in  allen  Gliedern  vorkommenden 
positiven  und  nicht  verschwindenden  Factor  o^^  weglassen,  wozu 
wir  berechtigt  sind^  da  es  nur  darauf  ankommt,  zu  wissen,  ob  die 
Grösse 

A'E'^  +  Ä'Z>'2  +  F'C'^^A'BF'  -  2C'Z>'£' 

kleiner  als  Null,  gleich  der  Null  oder  grosser  als  Null  ist. 

Durch  eine  zwar  weitläufige,  sonst  aber  nicht  der  geringsten 
Schwierigkeit  unterliegende  Rechnung  finden  wir,  dass,  mit  Aus- 
nahme der 

AE^    BF^,    CD\    ABC,    DEF 

enthaltenden  Glieder,  deren  Coefficienten  respective 

sin  «1720^»    sinii?2o*,    sintc^^o^»    — Asmw^o^^    — sinwjo^ 

sind,  die  Coefficienten  sämmtlicher  Glieder  der  Entwickelung  ver- 
schwinden, und  dass  also,  mit  Weglassung  des  Factors  Oi^: 

4 (A'E'^  +  B'D'^  +  F'C«  -  A'B'F'  --^CD'E') 
=  (^£;«+i?F2  +  CZ>2— 4^i?C— Z)F/')sin«r2o* 

ist,  so  dass  man  also  aus  bekanT)ten  Gründen  im  Folgenden  für 
die  Grösse 

^'F'«  +  Ä'Z>'2  +  F'C'«  — ^'Ä'F'— 2C'/>'F' 

die  Grösse 

AE^^BF^  +  CD^-^iABC'-DEF 

setzen  kann. 

§.8. 
Wir  wollen  die  folgenden  Bezeichnungen  einführen: 
A  =  i^  sin  Wqi^  +  Csin «?2o*  +  Fsin  Wqi  sin  Wio,    * 
B  =  A  ■\-Bco6WQi^^Cco8W2o^+Bcoswoi+EcoBWQiCosw2o-i-FcostßiOf 

D  =  2B ein  Wqi  —  Fsimu^oi 
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G  =  (Z)«—  AäB)  sinwoi*  +  {E^r-^^C)  sinwiaH  (F2-4C^;8inw«o* 

~2(Z>£J — 2J^F)siDtroisiDtri2 
— 2  {EF — 2  CD)  sin  voi^  sin  ti?2o 
—  2  {FD  —  ''2AE)  sin  wjo  «i»  «^oi  > 

H  =  AE^^  BF^  +  CD^--4ABC'-DEF; 

L  =  WFsin  woi  +  (E^  -  4ßC)  sin  tcia  —  (£F—  2C/>)sin'w2o, 

N  =  Z)«— 4i<Ä  +  2(Z>£;— 2ÄF)  C08  w,o  +  (E^—^BC)  cos  tcjo*. 
Dann  erhalten  wir  zur  Discussion  der  Gleichung 

uch  der  Abhandlung  Nr.  XXVIII.  §.  4.  die  folgenden  Kriterien : 

I.  G<0. 

1 A  >  0,    B  >  0 

a H  >  0 

Ellipse. 

b H<0 

Imaginär. 

c H  =  0 

ein  Punkt. 

2. ..A<0,    B<0 

a..v H<0 

Ellipse. 

b e  >  0 

Imaginär. 

c H  =  0 

Ein  Punkt. 

II.  G  >  0 

1 H^O 

Hyperbel. 
Theil  LI.  22 
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2.  .   .   ., U  =  0 

Zwei  sich  schneidende  Gerade. 
III.    G  =  0 

Parabel 
im  AligemeiDeD, 

mit  den  rolgenden  Ausnahmefällen,  die  in  allen  Fällen  zuerst  unter- 
sucht werden  mfissen,  indem  nur  erst  dann,  wenn  keiner  dieser 
Ausnahmefölle  Statt  findet,  sicher  auf  eine  Parabel  gesehlosseD 
werden  kann. 

1.  A  und  B  verschwinden  beide. 

Eine  Gerade. 

2.  A  und  B  verschwinden  nicht  beide. 

a A  ^  0,    L  =  0 

aa M>0 

Zwei  einander  parallele  Gerade. 

bb M  =  0  ^ 

Eine  Gerade. 

cc ar  <  0 

Imaginär. 

Wenn  B  =  0  ist,  stehen  die  Geraden  auf  der  ersten  Axe  de^ 
trilinearen  Systems  senkrecht. 


A  =  0,    B^O,    D  =  0 


aa N  >  0 

Zwei  einander  parallele  Gerade. 

bb N  =  0 

Eine  Gerade. 

cc N  <  0 

Imaginär. 
Die  Geraden  sind  der  ersten  Axe  des  trilinearen  Systems  paraiiel« 


> 


Grades  zwischen  trimetrischen  Coordinaten.  339 

Anmerkang. 

Es  ist  hier  för  jetzt  keineswegs  meine  Absiebt,  diesen  Ge- 
;;eD8taod  weiter  aaszafÜbren ,  viel  weniger  denselbeb  vollständig 
zu  erschöpfen;  jedocb  will  icb  nicbt  unterlassen,  zu  bemerken, 
dass  verschiedene  der  obigen  Bedingungen  sieb  auf  andere  Aus- 
drucke bringen  lassen,  was  nur  durcb  das  folgende  Beispiel  er- 
läutert werden  mag. 

Wenn 

G  =  4(C'«— ^'i?')  =  4(C'«— AB) 
<0 

ist,  so  kann  nur  entweder 

A  >  0,    B  >  0     oder    A  <  0,    B  <  0 
sein.    Wenn  nun 

A  >  0,    B  >  0    oder    A  <  0,    B  <  0 
ist,  so  ist  beziehungsweise 

A+B>0    oder    A  +  B<0; 
and  weil  in  diesem  Falle  nur 

A  >  0,    B  >  0    oder    A  <  0,    B  <  0 
seJD  kann,  so  ist  auch  umgekehrt,  wenn 

A  +  B  >  0    oder    A  +  B  <  0 
ist,  beziehungsweise 

A  >  0,     B  >  0    oder    A  <  0,    B  <  0.! 
l^aher  kann  man  die  obigen  Bedingungen : 

Li G  <  0,    A  >  0,    B  >  0; 

I.   2 G  <  0,    A  <  0,    B  <  0 

auch  beziehungsweise  auf  folgende  Art  ausdrücken : 

I.    1 G<0,    A  +  B>0; 

I.    2. G  <0,    A  +  B  <0; 

^0,  wie  man  leicht  findet: 

A-f  B  =  A  +  Ä+C+I>cosiroi  +£costi;i2  +  /'^costi?2o 

ist. 

22* 
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Statt  der  Winkel  ztoi  »  tc^is»  ^20  kann  man  auch  andere  Ele- 
mente des  dem  Coordinatensysteme  zu  Grunde  gelegten  Dreiecks*) 
einfuhren;  jedoch  scheint  mir  der  Gebrauch  dieser  Winkel»  auch 
der  in  den  folgenden  Paragraphen  noch  zu  entwickelnden  Formeln 
wegen,  sich  besonders  zu  empfehlen. 

Die  weitere  Ausfuhrung  dieses  Gegenstandes  behalte  ich  mir 
für  spätere  Abhandlungen  vor. 


§.9. 

Nehmen  wir,  um  ein  Beispiel  zu  betrachten,  an,  dass 

i?==0,    Z>  =  0,    E  =  0,    F  =  0 

sei,  so  ist  nach  dem  Obigen: 

A  =  Csinwao*, 

B  =  J  +  Ccoswao^, 

D=:0; 

G  =:  —  4C^sin«02o^,  j 

H  =  0;  ^ 

L  =  0,     M  =  0,    N==0. 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  A  und  C  nicht  verschwioden  und  . 
entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  so  ist  j 

G  >  0. 

Also  haben  wir  den  Fall 

G>0,    H=0, 

nämlich  den  Fall  11.  2.,  und  nach  dem  Obigen  stellt  also  die  Glei*  | 
chung 

Apo^  +  Bpi^+Cp^'^  +  Dpopi+Epip^  +  Fp^o  =  0 

zwei  sich  schneidende  Gerade  dar. 

Unter    den    gemachten    Voraussetzungen    wird     aber    diese 
Gleichung: 


*)  Triangle  of  reference.  —  Triaogle  de  r^f^rence. 
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und  da  nan  A  und  C  nicht  Terschivinden,  so  können  wir  setzen  : 

P^  =  —  cPi?f 

also: 

P2*—-c'Po*    ^^^^    P'^  —  Z~c^^ 


2 


V-i4  ,  VA 

P2  =  ±    y£  Po    oder    p^  =  +  ^^=^/?o» 

V— il.poTVC.pa  =  0     oder     V^.;?oT  V  —  C.;>a  =  0, 

jenacbdem  ^  oder  C  negativ  ist,  welche  Gleichungen  in  beiden 
Fällen  zwei  sich  schneidenden  Geraden  entsprechen,  wie  wir 
,oben  aus  unseren  allgemeinen  Kriterien  ableiteten. 

Um  einen  anderen  besonderen   Fall  zu  betrachten,  wollen  wir 
aonehmen,  dass 

^  =  0,    ^  =  0,    C=ü,    Z)  =  0 

sei.    Dann  ist  nach  dem  Obigen: 

A  =  —  £sintrQisintr2o> 
B  =  (EcostToi  +  ZOcosm^o; 
G  =  (fJsintTis  —  FsintTao)*, 
H  =  0; 
L  =  E{E&mwi%  —  Fsiniüjo)» 

M  =  £:^ 

N  =  -E^cosu^'. 

Wenn  nun  die  Grosse 

E  sin  M>i2  —  Fsin  trjo 

nicht  verschwindet,  so  ist: 

G>0,    H  =  0 

und  wir  haben  also  wieder  den  Fall  IL  2.,  nämlich  den  Fall  zweier 
sich  schneidender  Geraden.  Weil  in  diesem  Falle  die  gegebene 
Gleichung  die  Form 

^Pi  Pi  +  ^P^Pq  =  0    oder    {Ep^  +  Fpo)P2  =  0 
erhält,  so  stellt  dieselbe  wirklich  die  beiden  durch  die  Gleichungen 


i 
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FpQ  +  £pi  =  0    und    P2  =  0 

charakterisirteD  Geraden  vor. 

Weno  die  Grosse 

EsiDWii  —  FsintTjo 

verschwindet  und  E  als  nicht  verschwindend  angenommen  wird, 
so  ist  nach  dem  Obigen  offenbar: 


G 


=  0,    A^O,    L  =  0,    M>0; 


welches  der  Fall  III.  2.  a.  aa.  ist,  so  dass  also  unsere  Gleichung 

zwei  einander  parallele  Gerade  darstellt»  welche  durch  die  Glei-  j 

chungen 

Fpo  +  Ep^=0,    ;>,  =  0 


■o' 


charakterisirt  %v erden,  wo  sich  nun  fragt,  ob  diese  beiden  Geraden 
einander  wirklich  parallel  sind.     Weil  aber 

E  sin  tri2 — Fsin  w^o  =  0 

ist,  so  wird  die  erste  der  beiden  vorstehenden  Gleichungen»  weil 
hieraus 

sm  tc^o 
folgt  und  nach  der  Voraussetzung  E  nicht  verschwindet,  offenbar: 

sin  U7|2 

siniojo 
also: 


Po+Pi  =0, 


PoSinwi^  +  pi  s\ntD^  =  0; 
und  da  nun  bekanntlich  (Tbl.  XXXVllI.  S.  406.) : 

PQSintOi^  +Pi  s'mwff^  -i- p^sinwoi  =  / 

ist,  so  wird  die  Gleichung  der  ersten  Geraden: 

p^smwoi  =  J,    also     p^  =    .  > 

Olli  woi 

Daher  sind  die  Gleichungen  unserer  beiden  Geraden: 

und  diese  Geraden  sind  folglich  beide  mit  der  dritten  Axe  des 
trilinearen  Systems,  also  auch  in  der  That  einander  selbst  pa- 
rallel, wie  wir  oben  schon  fanden.  Die  zweite  dieser  beiden  Pa- 
rc^llelen  ist  natürlich  die  dritte  Axe  des  trilinearen  Systems  selbst 
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In  Sholicher  Weise  wird  mao  mittelst  unserer  obigen  Kriterien 
immer  ganz  sicher  entscheiden  können,  welches  die  geometrische 
Bedeutung  der  Gleichung 

Apo'^+Bpi^  +  Cp^^-^Dp^Pi  +  Ep^p2+Fp^po  =  0 

ist. 

§.  10. 

Aus  §.  2.  erhält  man  auf  der  Stelle,  wie  auch  schon  in  §.  8. 
Anmerkung,  bemerkt  worden  ist: 

A'  +  B'  =  A  +  B  -{-  C+Dcoswqi  +Eco8ivigi+Fcosw^ 

und: 

A'  —  Ä'  =  r-  A  —  j&cos2f&oi  —  Ccob2w^^Dcoswqi 

—  £Jcos  (w^ — ttV)i)  —  Fcos  tl?2o» 

Besonders  wollen  wir  nun  die  Grösse 

entwickeln,  und  hier  von  dieser  Entwickelung  so  viel  angeben,  als 
erforderlich  ist,  um  dieselbe  leicht  wiederholen  und  sich  von  ihrer 
Richtigkeit  überzeugen  zu  können. 

Der  CoefBcient  von  A^  ist  L 

Der  Coefficient^von  B^  ist: 

cos2«<;oi^  +  4sintroi*coswoi*  =  cos2woi*  +  sin2«Coi*  =  '• 
Der  Coefficient  von  C*  ist: 

cos2«720^  +  4sintrso*costr2o^  =  cos2eo2o^  -|-  sint^so^  =  1. 
Der  CoefBcient  von  D^  Ist: 

costToi*  +  sintOoi*  =  1. 
Der  Coefficient  von  E^  ist: 

cos  (11720  —  «?0l)*  +  8»"  («?20  — «<?0l)*  =  '• 

Der  Coefßcient  von  F^  ist: 

> 
cos  ti?2o*  +  siw  ^«o*  =  ^  • 

Die  Goefficienten  von 

2Aß,    2AQ    2AD,    2AE,    2AF 
sind  beziehungsweise: 
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cos2ii7oi»     cos2u?2o»     cos  «Toi,     cos(«r2o— «<?oi)5    cos  «720- 
Der  Coefficient  von  1BC  ist: 
cos  2m?oi  <^ös  -ti?2o — 4  sin  Wqi  cos  w?oi  sin  Wf^  cos  «020 
=  cos  2tr2o  ^^^  ^^01  —  ^^^  -^20  siD  2ii?oi 

=  C0S2  («720  +  «'Ol)  =  cos  («720  +  W?Ol)*~ ^itt  («720  +  ««'Ol  )* 

=  cos«7ia2 — sin«7|a^  =  cos2«7i2. 

Der  Coefficient  von  ^BD  ist: 
cos2troicos«7oi +2sinM7oi*cQs«7oi  =cos«7oi  (cos«?oi*  +  siaM7oi)* 

=  COS«7oi. 

Der  Coefficient  von  2BE  ist: 

COS  2m?oi  cos  (tc72o — ^01 )  — 2  sin  «7oi  cos «7oi  sin  («720  —  Wqi) 
=  cos2«7oi  cos  («720  ~  "'oi)  —  siu  2«7oi  sin  («720  ""^01) 

=  cos  («720  +  *^0l)  =  C0S««7i2' 

Der  Coefficient  von  ^BF  ist: 

cos  2m?oi  cos  «720  — 2  sin  «7oi  cos  «7oi  sin  «720 
=  cos  2«7oi  cos  11720  —  ^io  2ti7oi  sin  «720  =  cos  («?2o  f-  2«7oi) 

=  cos  («720  +  W?01 )  cos  M7oi  —  sio  («730  +  «?0l)  «'"  «'Ol 

« 

=  COS«7oi  cos  t<7|2  +  sin  M7o|  sin  «7i2  =  cos  («7oi  — M?1'2)' 

Der  Coefficient  von  2C/>  ist- 

cos  2««72o  cos  Wqi  —  2  sin  Wqi  sin  «<72o  cos  «7^0 
=  cos  2«72o  cos  «7oi  —  sin  2«72o  s*'*  ^01 

=  COS(2m72o +W01)  =  COS«72oCOS(M720  +  ^Ol)~sin«72oSin(«72o+«7o|) 
=  COS«72oCOSM7|a!+sin«72oSin«7i2  =  cos(«7i2  —  ^20)- 

Der  Coefficient  von  2CE  ist: 
cos  2«?2o  cos  («720  "~  ^o\)  +  ^  sin  «720  cos  «720  sin  («©20  —  tt'oi) 
=  cos  2  ti72o  c  OS  («720 — «?oi )  +  sin  2  ti72o  si  n  («720  —  Woi ) 

=  C0S(t<720  +  W'oi)  =  C0S«7j2. 
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Der  Coefficient  voo  WF  ist: 
cos  221^20  COS  tr2o  +  2  sin  ti?2o*  cos  w^q  =  (cos  tcjo*  +  ^^^  ^20*)  cos  w^q 

=  cos  tl?20' 

Der  Coefficient  von  2DE  ist: 
cos  Wqi  cos  (lügo — Woi )  ~"  8""  «<^oi  sin  (wjo  ~  ^01)  =  ^os  W20' 

Der  Coefficient  von  2/)F  ist: 
cos Wqi  cos  tt?20 — sin  t^oi  sin  Wqq  =  cos  (w^o  +  w'oi )  =^  ^os  ti?i2. 

Der  Coefficient  von  2EF  ist: 
costf72ocos(2i^ — Wqi)  +  Sin  tr2osin  («^20  ""  ^oi)  =  cost«?oi» 

Also  ist: 
+  2^^cos2u?Q|  -|-2^Ccos2tr2o  +  22l/>costf?oi  -f-2^£Jcos(tr2o — «'oi) 

+  22i/''c0S  M>20 

+  2^Ccos2ti7,a  +  2iB/)coswoi+2£?£cost(?i2+2^Fcos(woi— W12) 

+ 2C/>  cos  (ti?i2 — W20) + 2CE  cps  W12+2  CFCOSW20 

+ 2DE  COS  «020  +  2DF  cos  Wi^ 

+  2EFcoswqi 
oder: 

=       ^*  +  Ä2-fC2+Z)a  +  £24.F2 

+  2{iA  +  ß)D  +  EF]coswoi  +  2{(Ä  +C)E  +  FZ)}costr,a 

+  2{(C+  2i)F+/>JE:}  coswao 

+  2  Aß  cos  2woi  +  2ßCcos  2wi2  +  2  CA  cos  2w2o 

+  2ßFcOS(WQi — M7i2)  +  2C/>C0S(tt?i2 — tl72o)  +2-^FcOS(ll720— W'oi)- 


§11. 

In  der  Abhandlung  Nr.  XXVIII.  §.  4.  ist  gezeigt  worden^  dass 
in  den  Fällen,  wo  die  Curve  eine  £Ilipse  ist  (m.  s.  §.  8.),  die  Be- 
dingungsgleichung, dass  dieselbe  in  einen  Kreis  übergeht,  die 
folgende  ist: 

(^'  — äO^  +  4C'2  =  0, 
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welche  Gleichung  man  auch  in  die  beiden  Bediogangsglei- 
cbungen : 

zerlegen  kann.  Also  ist  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 
die  Bedingnngsgleichung»  dass  die  Ellipse  in  einen  Kreis  ober- 
geht, im  trilinearen  Coordinatensysteme  die  folgende: 

+  mA  +  B)D  +  EF}coswoi  +  2{{B  +C)E  +  FD]  cost«;,» 

+  2{(C+A)F+DE\co8w^ 

-f  2  Jl^  cos  2troi  +  2j&Ccos  2toi2  +  2CA  cos  2w^ 

-i-ÜBFcosiwoi — Wi^  +  2CDcos(tri^~'W^)'t-2AEcos(w2o-^^oi) 

=  0, 

welche  eine  Gleichang  auch  darch  die  beiden  Bedingangsglei- 
chungen : 


A^  £co$2ic\4 + Coos^w^+Dcoswqi  +  £cos(tOio — »oi) + ^costcjo =0, 

fisinäw^  —  Csin2ic!ijo  +  DsintPot""^8"o(io^ — Wqi) — Fslnto^=0 

«r«etat  werden  kann. 

Ferner  Ist  in  der  Abhandlung  Nr.  XXVlll.  §.  4.  gezeigt  wor- 
den, dass  in  den  Fällen«  wo  die  Curve  eine  Hyperbel  ist  (m.  & 
§,  8k),  die  Bediogungsgleichung,  dass  diese  Hyperbel  eine  gleich- 
seitige Hyperbel  ist,  die  folgende  ist: 

A'+B'=0, 

und  diese  Bedingungsgleichnng  ist  also  im  trilinearen  Coordinaten- 
systeme nach  dem  vorhergehenden  Paragraph«»  die  folgende: 


§.12. 

Kür  deu  Fall  der  Ellipse  und  H3^perbel  wollen  wir  nun  die 
(  oortUnuteu  des  Mittelpunkts  dieser  Curren  entwickeln. 

/.u  dem  Ende  entwickeln  wir  die  Grusse: 

Ol  .  0|  »t 

'fA  wie  rollendes  indes. 
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Die  Coefficieoten  von  B^,  BD,  BE,  CE  siDd  sämmtlicb  Nail. 

Der  Coef6cient  voo  ABC  ist: 
cos  Wqi  sin  tr2o*-|~  sio  to^i  sin  W20  ^os  W20 
=  sin  «020  (sin  ^20  ^^^  ^01  ~l-  <^os  trjo  sio  tOoi) 
=  810 1^20  sin  (1^20  "f  ^01)  =  '~  sinti7i2sincr2o- 

Der  Coefficient  von  2BF  ist: 

.  sin  «Toi  sin  «1^20*  * 
Der  Coefficient  von  2CD  ist: 

sintc^so^. 
Der  Coefficient  von  DE  ist: 

—  sin  Wqi  sin  w^o» 
Der  Coefficient  von  JE*  ist: 
—2  sin  tCoi  sin  w^cosw^o — 8*d  fc^osin  («020 — ^oi) 
=  — sin  W20  (s>n  w^o  cos  Wqi  +  cos  IÜ20  sin  Wqi) 
=  —  sintr2osin(fi;2o  +  Woi)  =  sinfi7i2sinw20" 

Der  Coefficient  von  EF  ist: 

—  sinti72o^. 

Also  ist: 

ijA'E'  --  CD') 
öl 

={(2ÄF-l>jB)sinti?oi+(iB*-4BC)sinti?i2+(2Cl>~£:F)sintr2o}sint02o 
und  folglich: 

^\&BF'^DE)8inwoiHE^-iBQ8mwi2^(2CD-'EF)sinw2o]'Oi8\mo2o, 

also,  weil    unter  den    gemachten  Voraussetzungen,    nach  denen 
^0  =  0  und  ^2  =  0  ist : 

.  1/=:  c5|  sintf72o 

ist: 

=  {(2ÄF—  DE)  sinwoi  +(£:«  -  iBC)  sinw^a  +  (2CJ!>  -  £;F)sinw2o}-'^- 
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Beaekbatti*  wir  h^ubl  dl«  efsle  Dreilinien^Coordinate  des  Mittel- 
puukU  der  Etlipt^  oder  Hyperbel  durch  Pq,  so  ist  obeo  nach 
§.  ±  uud  der  Abbaudiuu^  >>.  XXVUl.  §.  2.  offenbar: 

uud  folglich,  \veil   nach  ^  3.  uud  ^.  8.: 
ixc^  uach  dem  Obl^eu  offeobor: 

Be^elchueu  aber  f\,  P^  die  beidea  anderem  Dreüimoi-Coor- 

diauteu  de^  Mittelpuukt;^^  der  Ellipse  oder  Hyperbel,  so  erhaU  man 
durch  bloc>{>e  Vercauscbuug  der  BochstabcB  ufcLifcMtyt'  &»  feigen- 

deu  merkvvurdtgt^u  bormelu; 

ü/^,>=:  \^'lBE—DE)^^w^^{E^ — iBOsksm^^ 
iU\  —  \i^:CD-EF)>m(cx^~l^iF^~iCJf^hLm» 

o.ler; 

UI\,       \i>BF-DD^atc^+^E^—tBC)shurj^ 

V . i  \        W'^AL  —  FD)  siu  iCo4  +  \tCD—EF) sia  «r« 

\l>—\AB)^nw^^s^P—DE)skMmi^ 

+  (±AE—FD)smm^.J^ 


woü 


§-13. 

vMuaJlun^   Nr.  XXVUL  $.  6l  sibd  in  den  dort  ge« 
.ioii  die  ahsohitea  Werlhe  tau 
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P     und     ^ 

die  Quadrate  der  Halbaxen  der  Ellipse  und  Hyperbel.  Nach  den 
Formelo  19)  and  17)  in  §.  2.  der  genannten  Abhandlung  ist  in 
unseren  hiesigen  Zeichen: 

und  für  das  rechtwinklige  Coordinatensystem,  also  für  a=:90^  a.  a.O. 

2P  =  ^'  f  B'  T  V^(^'  -  £?')*  +  46"«, 
2Q=:^'  +  Ä'+V^(^'  — i?0^  +  4C'«; 

daher  nach  §.3.,  §.  7.  und  §.8.  in  den  oben  eingeführten  Zeichen: 
_  4(/l^£^g+ Jg^Z)^«  +  FC^g>- J^^^F^—  IC'D'E') 

=  ^öi«;8intr2o*  =  Q^, 

weil  bekanntlich  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 

J  =  (dl  sin  «020 
ist;  and  wenn  wir  jetzt  der  Kurze  wegen  noch: 
V  =      A'  +  B' 

,     =         -4  +  Ä+  C  +  D  cos  Woi+ iE  cos  tO|2+FcOSM>20» 

W2=      (A'-^B')^+iC'^ 

=      A^  +  B^  +  C^  +  D^  +  E^+F* 

+  2{(A+B)D't^EF}coswoi+2{(B+C)E+FD\co8Wi2 

+  2{(C+A)F  +  DE]co8w^o 
+  2 AB  cos  2fi?oi  +  2BC cos  2wi2  +  ^CJ  cos  'Iw^o 

+  2ÄFcos(troi — M?i  2)+2C/>cos(W|2—  W2o)+2-4i5Jcos(w2o—  «<^0l) 

setzen: 

2P=VTW,    2Q  =  V±W. 

Also  sind  die  Quadrate  der  beiden  Halbaxen  die  absoluten  Werthe 
von: 

2HJg  2HJg 

G(ViFW)'     G(V±W)l 
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und  man  kann  also  offenbar  sagen ^  dass  die  Quadrate  der  Halb- 
axen  überhaupt  die  absoluten  Werthe  der  beiden  durch  den  Aus- 
druck 

G  (V  +  W) 

dargestellten  Grössen  sind^  wo  man  för 

G,    H,    J,    V,    W 

ihre  aus  unseren  früheren  Entwickelungen  vollständig  bekannten 
Ausdrücke  zu  setzen  hat. 

Das  Product  der  Quadrate  der  beiden  Halbaxen   ist  hiernach 
der  absolute  Werth  von 

2HJ«  2HJ«  4HV* 


I 


G  (V  -  W) '  G  (V  +  W)  —  G*(V2—  W«)' 

Nun  ist  aber  nach  dem  Obigen: 

V«  -  W«  =  {A'  +  iß')*—  {(^'  —  BT  +  4C'2}  =  4  {A'ß'  —  C'2) 

=  -G; 

also  ist  das  Product  der  Quadrate  der  beiden  Halbaxen  der  ab- 
solute Werth  der  Grösse 

4H2J*  I 

Im  Falle  der  Ellipse  haben  nach  der  Abhandlung  Nr.  XXVllI. 
§.  2.  1.  die  Grössen  P^  Qy  und   nach   dem  Obigen  folglich  auch     i 
die  Grössen  V  ^  W,  gleiche  Vorzeichen ;   also   haben    auch   die     | 
beiden  Grössen 

2HJ^ 
G(VTW) 

gleiche  Vorzeichen^  und  es  ist  folglich  offienbar  die  Summe  der  Qua- 
drate, der  beiden  Hattiaxen  der  absolute  Werth  der  Summe: 

2HJ«  2HJg      _     4HVJ« 

G(V— W)+  G(V  +  W)""G(Va-W«)' 

also  nach  dem  Obigen  der  absolute  Werth  der  Grösse: 

4HVJ2. 
G«     ' 

der  absolute  Werth  der  Differenz  der  Quadrate  der  beiden  Halb- 
axen ist  der  absolute  Werth  der  Differenz: 
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2H  J*  2HJ«      _     4HWja 

G(V  — W)       G(V  +  W)"-G(V«— W«)' 

also  nach  dem  Obigen  der  absolute  Werth  der  Grösse: 

4HWJg 

Im  Falle  der  Hyperbel  haben  nach  der  Abhandlung  Nr.  XXVIU. 
§.  2.  11.  die  Grössen  Py  Q,  und  nach  dem  Obigen  folglich  auch 
die  Grössen  Vf  W,  ungleiche  Vorzeichen;  also  haben  auch  die 
beiden  Grössen 

2HJg 

G(VTW) 

uogleiche  Vorzeichen,  und  es  ist  folglich  offenbar  die  Summe  der 
Quadrate  der  beiden  Halbaxen  der  absolute  Werth  der  Differenz: 

2HJ«  2HJ*  4HWJ2 


G  (V  -  VV)       G  (V  +  W)  ""  G  (V^—W«) ' 
also  nach  dem  Obigen  der  absolute  Werth  der  Grösse: 

4HWJ«, 

G*      ' 

der  absolute  Werth  der  Differenz  der  Quadrate  der  beiden  Halb- 
ixeo  ist  der  absolute  Werth  der  Summe: 

2HJ2  2HJ2  4HVJ« 


G(V^W)  ^  G(V  +  W)"-G(V«~W«)' 
also  nach  dem  Obigen  der  absolute  Werth  der  Grösse: 

4HVJg 

Ich  will  diese  Entwickeinngen,  welche  zu  .den  obigen  bemer- 
kenswerthen  Ergebnissen  gefuhrt  haben  ^  jetzt  um  so  weniger 
weiter  verfolgen,  weil  in  der  vorliegenden  Abhandlung  und  in  der 
Abhandlung  Nr.  XXVIIl.  Alles  enthalten  und  gegeben  ist,  was 
zur  vollständigen  Erledigung  jeder  hier  zur  Sprache  kommen  kön- 
nenden Frage  nur  irgend  nothwendig  sein  durfte.  Später  hoffe 
ich  jedoch  auf  diesen  Gegenstand  noch  zurückzukommen.  Handelt 
es  sich  —  um  hier  nur  noch  eines  Falles  kurz  zu  gedenken  — 
etwa  im  Falle  der  Parabel  um  deren  Parameter*),  so  ist  nach 


*)  Ich  meine  hier  den  eigentlichen  Parameter  der  Parabel,  näm- 
lich den  Parameter  in  Bezug  auf  ihre  Axe, 
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der  genannten  Abhandlnng  §.  6.,  mit  Rücksicht  auf  die  Formel 
48)  für  a  =  90^  —  wie  es  hier  erforderlich  ist  —  der  halbe 
Parameter  in  unseren  obigen  Zeichen  der  absolute  Werth  der 
Grosse: 

D'VB'—EfVA' 


{A' ^  B')yf  Ä' ^  ß' 


oder  der  Grosse: 


Zy VB  -  JEVA , 
(A  +  B)V^Ä+B  ' 

wo  es  im  vorliegenden  Falle,  in  welchem  A\  Bf  oder  A,  B  notb- 
wendig  gleiche  Vorzeichen  haben,  offenbar  immer  ^erstattet  ist, 
anzunehmen,  dass  diese  Grossen  beide  positiv  sind,  wie  aus  den 
Ausdrücken  von  A\  B'  in  §.  2.  oder  von  A,  B  in  §.  8.,  mit  Ruck- 
sicht auf  die  Gleichung 

sogleich  erhellet.     Bekanntlich  ist 

^'  +  iß'  =  A  +  B 

=  -4  +  -ß  +  C+Dcostüoi  +£Jcosti?i2-F^cosw72o- 

Ich  habe  dies  hier  nur  noch  bemerkt,  um  recht  deutlich  zu  zei- 
gen, dass  in  der  That  die  genannte  Abhandlung  Alles  enthält, 
was  zur  vollständigen  Erledigung  dieses  Gegenstandes  nur  irgend 
erforderlich  sein  mochte. 
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Theorie  des  Tetraeders  aus  den  sechs  Kanten. 

Von 

Herrn  franz.  Ünferdingerj 

Lehrer  der  Mathematik   an  der  öffentlichen  OberreaUchole  am  hohen 

Markt  in  Wien. 


(Fig.  ß.  Taf.  VI.) 


Der  von  L abränge  entwickelte  Ausdruck  fiiir  das  Volumen 
.  ^es  Tetraeders  durch  die  sechs  Kanten,  jener  von  Carnot  fSr 
^selbe  Volumen  durch  zwei  Gegenkanten,  ihren  kleinsten  Ab- 
stand und  Kreuzungswinkel  und  die  von  Grelle  gegebene  Dar- 
stellung des  Radius  der  umschriebenen  Kugel,  gehören  vermöge 
ihrer  symmetrischen  Form  oder  der  Klarheit  ihres  Beziehungs- 
gesetzes zu  den  schönsten  Relationen  der  räumlichen  Geometrie. 

Diese  auf  sehr  verschiedenen  nicht  kurzen  Wegen  erlangten 
Resultate  aus  wenigen  Betrachtungen  abzuleiten  und  auch  die 
übrii^en  Elemente  des  Tetraeders  durch  Gleichungen  von  derselben 
Einfachheit  darzustellen  ist  der  Zweck  der  folgenden  Untersuchung. 
Dieser  Z^eck  wurde  erreicht  durch  die  Einführung  der  Winkel, 
unter  welchen  sich  die  den  Seitenflächen  umschriebenen  Kreise 
schoeiden    und    durch    Anwendung    des    Parällelopipeds ,  dessen 

Parallelebenen  durch  die  Gegenkanten  des  Tetraeders  geben. 

<j    .'    ' 

ETierbei  Ergaben  sibb  einige  neue  räumliche  Gesetze  unter  den 
Elementen  der  dreiseitigen  Pyramide ,  welche  för  die  Kenntniss 
dieses  Korpers  von  Wichtigkeit  sind. 


Theil  LI.  2d 


'St      «r^-r 


(^ 


JMifiSitftir  i34 


jr^^jbA» 


^  A.L:14*. 


=— -k.-W       C*  =  -i^^Ai- 


clMtr  -HM  *-«■  iM^  ^dB  L  all*  «& 

\^      litt    ^^UMBCtMEflCCP    U  !IBi£    llcStt    AbHOB  «IKfS 


K«gt;  m  jedem  Falle  wt 
w0im  T  den  RMmffilMUt  der  Pyramide 


sr 


TsiAf /li>««SDil    oder    »inil  ===-— 


2As   . 


ist,    so     kai 


tk^W  bIm  die  H0be  de«  Dreiecks  Ai  gleich    ^ 

flHMi  auch  sebrelbeii: 

3a     «, 

vvodmdk   dar   FIflehenwInkel  A  au«  den  Hetftiniinungfir«tficken 
tNrraiBfiie  dar|f§«tlilU  wird.    Da«  In  dieser  Formel  ausgesproch« 

Abb«ngl«k«U  de«  FJÄchenwlnkels  A  von  jenen  " 
^,_lck«n  g^Alallit  nun   auch    die    Aufstellung    der 
pffrfctfüwlnfcelft  ent«prechenden  Ausdrücke: 


3a 
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itileraas  folgt  onmitteHiar : 

»inAa\nA*  _  BiaBainB' sin  Csia C flf 

Kbe  GieichuDgen    dem   Sinussatze  des  planen  Dreieckes  ent- 


E  Ist  O  der  Mlltelponkt  der  dem  Tetraeder  umschriebenen 
l^el  ?om  Radius  R,  also 

Ol  =  02:=  03=  01=  A, 

sind  die  FuaspnDlcte  O,,  O^  der  aus  demselben  auf  die  Seiten- 
Aen  A|,  ^2  geffillten  Senkrechten  die  Mittelpunkte  der  den 
iteren  umschriebenen  Kreise.     0|4=ri,     Os4  =  r,. 

Die  ztrSir  Neigungswinkel  der  vier  Radien  Ol,  02,  03,  04 
den  Seitenflächen  sind  je  drei  einander  gleich,  so  wie  sie  zu 
^Iben  Seitenfläche  gehOren,  und  wir  bezeichnen  sie  in  der 
[fiung  der  letzteren  durch  loi,  tog,  isg,  m^. 

Die  durch  OO,,    OO,  geffibrte  Ebene   OOiO^A  steht  senk- 
auf  der  Kante  a,  gebt   durch   die  Mitte   derselben  und  der 
<*    nkel  bei  A  ist  dem  Flächenwinkel  dieser  Kante  gleich. 

Die  bei  Oi  und  0%  entstandenen  Winkel  x'  und  x"  sind  den 
rieckswinkeln  bei.  2  und  I  gleich. 

Legen  wir  im  Punkte  4  an  die  Kugel  eine  langirende  Ebene 
id  bestimmen  die  Durchschnitte  4i,  4i' derselben  mit  den  Ebenen 
i,  ^2,  so  ist  offenbar 

4iX^Oj.  4t'140j 

■d  u,  bezeichnet  den  Winkel,  anter  welchem  sich  die  den  Drei- 
kben  An  Aa  umschriebenen  Kreise  Nchneiden.  Die  senkrechteo 
an  4i,  4!'  liegen  in  den  Ebenen  Ai>  As  mit  jenen  OiA, 
luf  derselben  Seite  von  40,  und  40^,  wenn  der  Mittelpunkt 
erhalb  der  Pyramide  liegt.  Liegt  O  ausserhalb  und 
Wtenfläche  Ai  Igegenüber,  so  liegt  der  Strahl  4/  auf  dei"« 
Bgen gesetzten  Seite  von  40)  in  Bezug  auf  O^A. 

Alsdann  ist  in  der  körperlichen  Ecke  zwischen  a,  4i,  4l' 
iCanten  der  Flächenwinkel  an  a  gleich  A ,  ferner  ^  3  4i  = 
^34i'  SS  3^';  da  ferner 

OOi±pl.(3ix),  00,1p/. (34:'). 

SD  ist  "imr  FlSehenwinkel  an   der  Kante  iz  gleich    dem    Win 
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O,OO,  =  90<>— o>i,  oder  90^-f  a>i  jenachdein  der  IMittelpiiiM  O 
innerhalb  des  Tetraeders  liegt  oder  ansserbalb  und  der  Seite  Ai 
gegenüber;  man  hat  daher  in  jedem  Falle: 

[costC|  =  cosj:'cos:p"4-sinar'sin;r"cos  J, 

(3)  .    .   .   .  ^  jjjn  ^  g|„  j/^ 

cos  Ol  =  1 ■• 

'  SIDtt 

Bezeichnen  wir  die  Kantenwinkel  142,  243,  143  is  der 
Elcke  4  des  Tetraeders  T  mit  x,  Xi,  x^  i»o  i:»t  nach  der  bekauntee 
Formel  des  Albategnins: 

cos  X — cos  Xx  cos  x^ 

cos  A   =    ; ; *  9 

sinjTiSinjT^ 
folglich : 

sin  ^ir' sin  jr'' 

COSIfi  ^  COSX'COS  JP"  +  -5 1 (C08X—  COSOTi  cosdr«). 

*  sinaTisrnj:«  '  *^ 

Die  Seitenflächen  des  Tetraeders  geben  nun  unmittelbar  nach 
der  Formel  von  Carnot: 

cosor'  = 2Ä^ ,     cosjT,  = ^^^ . 


cosjr  = 26V '     ^®*^*  ~ Ud '■ 


and  aoch 


6*  +  c'*— a**       sinx'       a       sin  :c''        a 


cos  x  =  cnr~i »       • =  i  • 


/» 


26c'  sinj;|       c       sinar^        b 

durch  Substitution  dieser  Werthe  erhält  der  vorige  Ausdruck  die 
folgende  Gestalt: 

co«iii= TbbT^'  ' 

der  Zähler  dieses  Bruches  reducirt  si<ih  nach  einiger  Rechnung 
auf  2^*6'*  + c*c'*  —  a*a''),  so  dass  endlich: 

W «^«1  = ü¥^' • 

Diese  Gleichung  bestimmt  den  V^inkel,  unter  welchem  sich 
die  den  Seitenflächen  z^i«  Aa  <^  ^^'  Kante  a  umschriebenen 
Kreise  in  den  Punkten  3  und  4  durchschneiden.  Wollte  man  hier- 
nach den  Winkel  bestimmen«  unter  welchem  sich  die  den  Seiten* 
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flächen  ^^  ^4  an  der  Gegenkante  a'  umschriebenen  Kreise 
scboeiden,  so  sind  in  der  Formel  (4),  me  der  Anblick  der  Figcnr 
lebrt,  die  Kanten  /?,  6,  c,  6',  </  mit  jenen  a',  6',  c,  6,  c'  zu  ver- 
tanschen.  Da  hierdurch  die  Formel  (4)  unverändert  bleibt,  so 
folgt  hieraus  der  Satz: 

Die     zw.ei     Gegehkanten     entsprechenden     Kreise 
schneiden   sich    unter    gleichen   Winkeln. 

Bezeichnet  man  die  den  drei   Paar  Gegenkanten  a,  a',  6,  6', 
c,  c'  entsprechenden  Winkel  mit  tig,  u^,  «3,  so  folgt: 

^°*  "»  = 266^^? -' 

^^^ ^COStl,=^,; 2^^r^^? , 

_  {aa')*  +  (660*  —  (cc')« 
Sttbstituirt  man  diese  W.efthe  in  den  Ausdruck: 

1  —  COS*t<i  —  C0S*tl2  —  C0S%8  "~  2C0S  «j  COS  U^  COS  t^  , 

80  wird  derselbe  Identisch  gleich  Null;  hieraus  folgt: 

(6) M,+iia  +  ti3  =  180^ 

d.h.  die  Summe  der  drei  den  Gegenkanten  entsprechen- 
denWinkely  unter  weichen  sich  die  den  Seitenflachen 
des  Tetraeders  umschriebenen  Kreise  schneiden, 
deren  Schenkel  vom  Mittelpunkte  der  Kugel  aus  ge- 
sehen auf  einerlei  Seite  liegen,  ist  gleich  180^. 

Die  vorhergehenden  Formeln  (5)  entsprechen  ganz  dem  Car- 
not'schen  Satze  für  das  ebene  Dreieck,  nur  stehen  an  der  Stelle 
der  drei  Seiten  die  Producte  der  Gegenkanten.  Es  ist  daher 
auch: 


•  *)  IHe  Winkel  »1,  U^yU^  kann  man  auch  durch  die  Flächenwinkel 

^^  Tetraeders  darstellen   mit  Anwendung  der  Gleichungen  (2);  so  ist 
I.  B. 

_  (stngsingQ«  >f  (sin  Cmt^C'Y  —  (sin  A %\nA')* 
CO««i—  2sinÄ8inÄ'sln{7sinl7' 
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Uiuifr 


(7) 


i  ,           W^{nü^^bb'\cc*){bb'^cc'--tta'){aa*^cc*-bb%aa*^bb'—c&) 
l^iaic,^— ^^^^^, , 

Eraetatman  Inder  Gleichung  (S^sin^l  durch  seinen Werth aus 

(1)«  aln  Hl   durch  seinen  Werth   aus  (7),  indem  man  kurz  Z  für 

2A 
dieWiirae)  «ebreibt»  und  sin  x"  durch  Tr7>  «o  folgt: 

%ube      24r|  -, 

und  ferner; 

COSfl»! 

/ 

•  24r 

24r 


34T 


24r y 

Da  nun  oacrK  d«r  r%t«r  r^  :=£  1^09» oi^»  sa  wird: 

(9)*)A*= 5jy — 


In  der  dreikantig««  IBok»  3es^4  (flg.  l.) »  welefte  u» 
niss  von  cosu^  itu4    e^s^»^  geMJbsfc  kat>  siod  jK»  :b^»  %  die  Ka»* 


•?^^ 
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tenvriokel  and  90^ — lOi  oder  90^-|-oi>i  >fl(t  jener  Flächenwinkel, 
welcher  ad'  gegenüberliegt»  jenachdem  der  Kagelmittelpunkt  in- 
oerhalb  des  Tetraeders  liegt  oder  ausserhalb  und  der  Seitenfläche 
^  gegenüber;  daher  ist  auch: 

cos  x" — cos  x'  cos  t<i 

sin  fi>]  = ; T~i • 

*■  sina?'sinui 

Ersetzt  man  hierin  cos^r^  tosaf'  durch  die  oben  aufgestellten 
Werthe>  cos«|,  sintti  durch  jene  aus  (5)  und  (7),  endlich  sinj?' 

durch  ö'  ,  so  folgt  unmittelbar: 

sino,  =  ±{a*«'*(Ä*  +  d^-a^  +  6«6'2(a«  +c*— 6«) 

+  c«c'«(a«  +  Ä«— c«)  — 2a«Ä«c«}  j~-^, 


wenn  die  Wurzel  in  (7)  wieder  kurz  mit  Z  bezeichnet  wird.    Um 
die  Winkel  m^,  co^,  co^  ebenso  darzustellen,  treten  an  die  Stelle 

von 

a  b  c  a'  b'  c\ 

a  b'  c'  a*  b  c  9 

a'  b  c'  a  b'  c , 

a'  b'  c  a  b  c' 
man  hat: 

sincoi  =±{aV«(6*  f  c*— a«)+6«6'«(a*+ c«— 6*) 

+  c'^c'^  (a«  +  6«  —  c«) — 2a«6*c«}  j^-^» 
sin  cö«  =  J:  {aV2(6'a  +  c'a— a«)  +6«6'«(a*+c'*— *'«) 

+  cV«(aa  +  Ä'«  -  c'«)--2a«6' V«}  j^-^. 
Isinws  =  +  {aV*(6«  +  c'«-a'*)  +  626'«(a'«  +  c'«— 6«) 

+ c V«  (a« + 6«  -  c«)  —  2o'»Ä  V« }  3^^' 
sin  »4  =  ±  I  rt"«'*  (*'* + c'  -  a'*)  +  ä**"  (<»'*  +  c"  -  6") 
\  +  cV«  (a'«  +  6'»  -  c«)  —  2o'«6'»c«}  ^^; 

und  hierin  sind   die  Vorzeichen   so  zu  wählen,    dass  die  Sinus 
positiv  werden. 

Sind  pn  p^f  p^,  P4  die  Abstände  des  Mittelpunktes  O  der 


(10) 


h.. ^•- 


360    Vnferdinger:  Theorie  des  Tetraeders  a.  d.  sechs  Kanten, 

umschriebenen  Kugel  von  den  vier  Seitenflächen  des  Tetraeders, 
80  ist: 

Pi  =  /2 sin  09^,    i^a  =  RBinto^,    p^  =±:  R^xwio^,    p4=  ReXnoi^  ' 

oder  mit  Anwendung  der  vorhergehenden  Gleichungen: 

*  I 


***-*  96A47'  ~ 

und  die  Vorzeichen  sind  in  jedem  besonderen  Falle  so  zu  wählen, 
dass  die  Ausdrücke  positiv  werden. 

Legt  man  durch  je  zwei  Gegenkanten  a  a',  5  6',  c  c'  eines 
Tetraeders  12  34  ,iß\^-  2.)  die  ihrem  kleinsten  Abstand  ent- 
sprechenden Parallelebenen,  so  formiren  diese  sechs  Ebenen  ein 
Parallelopiped  1  1'  3  2'  3  3'  4  4',  dessen  Seitenflächen  [23J,  [13], 
[12]  die  Gegenkanten  zu  Diagonalen  haben  und  dessen  Kanten 
kif  k^y  k^  gleich  sind  den  Verbindungsstrecken  der  Mittelpunkte 
je  zweier.  Gegenkanten.,  (Diese  Verbindungsstrecken  schneiden 
sich  belcanntlich  im  Schwerpunkte  des  Tetraeders,  welcher  auch 
der  Durchschnitt  der  Diagonalen  des  Parallelopipeds  ist.).  Sind 
fi»  Hi  ^3  ^**®  Winkel  unter  welchen  die  Gegenkanten  a  a',  i)  b\ 
ö\c*  sich  kreuzen,  anderseits  a^,  «2,  «3  die  Kantenwinkel  einer 
Ecke  4  des  Parallelopipeds,  so  wie  sie  den  Kanten  Äj,  ^,  k^ 
gegenüber  lingen,  so  gibt  die  Figur  unmittelbar: 

f  [23] = .^na^  si n  f i  ^=  k^k^  sin  a, , 

(12) A  [13]  =  46Ä'«in'C2  =  X'i^ssinoa, 

- '    .'  ^  [J2]  =4cc'sin€8  ==  Ä'iÄ'2siniXs. 

Aus  der  Seitenfläche  l^  2^  3  4,  welche  den  Gegenkanten  a  af 
entsprich!,  folgt:  . 

A:3*  =  irt«  + Ja'*— ifla'cosfj, 

k^^rz  Ja*  +  Ja'*  +  iaa' cqs€| 
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nntt  durch  Addition : 

fV  +  V  =  *('»»  +  ''''). 

(f3) j  V  +  V  =  i(6'  +  *'^. 

(  V+V^JCc^  +  e"); 

d.b.  die  Summe  der  Quadrate  der  Mittelpunct«itr«ckeii 
vsD  Ewei  Paar  Gegeiikant«n  ist  immer  gleich  der  hal- 
ben Quadratsamme  des  dritten  Paares  der  Gegen- 
kauten. 

.ins  den  Gleichungen  (13)  erhSIt  man  aacb: 
(H).  .   .*,«  +  *«»+*»»  =  !(«•  +  *• +  c*  +  «'« +  6«  + c-*); 

1Ä,«  =  i(Ä*  +  c»— a«  +  A"  +  c«— «'S), 
V  =  i(a*  +  c« - *»  f  o«  ■»'C'»—  Ä'»), 
4,»=  J(a»  +  6*— c'  +  fl^  +  ÄO-c'«), 

nodarcb  die  tVlittelpunblstrecken  der  Gegenkanten  durch  die  sechs 
Kanten  des  Tetraeders  bestimmt  werden. 


I   für  k^  der  eben  gefundene  Werth  substituiTt  \ 
c»  — A*  +  c'«— ft*" 


(16). 


2«a' 

a' 

-c«+o'' 

-c" 

264' 

' 

o»- 

-js  +  o" 

-S'« 

2c»j' 


hierin  bezeichnen  e,,  Cg,  fg  die  spitzen  oder  stump 
nater  welchen  die  Gegenkanten  sich  kreuz«h,  je  ii 
ZSfaler  der  Brüche  positiv  oder  negativ  sind.  Da  f, 
im  Dreieckes  ist,  dessen  Seiten  \a,  \a',  k^  und  1 
Winkel  des  Dreiekes  ist,  dessen  Seiten  |a,  {a',  k^  sir 
jedem  Falle: 
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sine,  =2^,V^(fl+a'+-2A3)(a+a'-2A,)(a— a'+2^)(«'-a+2i,) 

Mn«t=5Aj\^(6+6'+2A3)(6+6'-2Ä3)(6-&'+2*3)(6'-6+'2A,) 

(.I7)*)<  j ^ I 


•^cc 


womit  die  Kreuzungswinkel   der  Gegeokanten    durch    die    sechs   j 
Kanten  des  Tetraeders  dargestellt   werden.    UiermU  findet   man 
nun  naeii  den  Gleichungen  (12):  | 

8in«,=jp^V(fl+a'+2^)(«+«'-2A,)(a-a'+2Äii)(a'-a+2i^) 
=U^\^(a+a'+2Aa)(a+o'-2A:ji)(o-a'+2Äj)(a'i-a+2j6y, 

8lna,=7TV^(*+*'+2As)(*+6'-2*s)(A-Ä'+2A3)(&'-6+2*i)     V 

(i8)<!      ^*p  • 

=4;i;;;5V"(6+6'+2A,)(6+6'-2Ä,)(6-6'+2ifci)(&'-*+2it,), 

8in«s=4;grV(c+c'+2A,)(c+c'-2A,)(c-c'+2Ai)(c'-c+2iti)     ' 
\         =j^>^(i+c'+2Ä,)(c+c'-2Ä^(c-c'+2*a)(c'-c+2iti). 

» 

Aus  dem  Dreieck  1^2' 4  erhält  man  aber: 

a"  =  Äa*  +  ^s* — 2Ä2Ä3  cos  «i 
oder  mit  Anwendung  der  Gleichungen  (15):^ 

(r9)  .    .    .  cos«,  =  -j^.      €«««,=  ^j^,      COSOi,  =  -jjg^, 

♦)  Der  Aufdruck  (fl+d+£?)  (d+C—ö)  («+r—^);(ö+*— 4  bleibt  ißinom 
Vferth  nach  ungeändert,  wenn  man  atatt  c  «et^t: 


^?~^ 
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dabßi  bezeichof  0  a| ,  oj»  03  die  Winlcel   unter  welchen  sich  die 
'Veibiodqogssteckea  der  Mittelpunkte  der  Gegenkanten 

h    b',        c    & 


a  a^ 


a  a% 


c    c' 
b    b' 


[ier  Ordnung  nach  schneiden. 


Ist  X|  der  Winkd,  welchen  in  der  Ecke  4  die  Kante  Arg  mit 
ier  gegenüberliegenden  Seitenfläche  cr|  einschliesst ,  so  ist  be- 
kanntlich: 

^        sin  crg 
eon  der  KOrze  halber  gesetzt  wird; 

(20)  

t 

«Dd  wenn  ei  den  Abstand  der  parallelen  Ebenen  I'  2'  3  4,  1  2  3'  4' 
[bezeichnet,  so  ist  ei  =A'|Sinxi  oder 

'     *ina 

»i  ist  ei  auch  der  kleinste  Abstand  der  sich  kreuzenden  Kanten 
o'.     Haben  e^,  e^  dieselbe  Bedeutung  für  die  Kanten  b  b'  und 
Ite',  so  folgt: 


«3  = 


2/CnH 


*       Sinai'  sin«^'       •       sio  09 

und  wenn  P  den  Inhalt  des  dem  Tetraeder  umschriebenen 
Parallelopipeds  1  1^  2  2^  3  3^  44^  bezeichnet,  nach  Anwendung  der 
Gleichungen  (12): 


(22) 


SS  iaafei  sin €1  =;  i66V2sin«2.  ^^  icc'^a^sincs  =  iHkik%k^» 


Das  Parallelopiped  11'  2  2'  3  3'  4  4'  kann  aufgefasst  werden 
als  die  Summe  aus  dem  Tetraeder  12  3  4  und  vier  Pyramiden 
^1»  P29  ^8>  Pa9  welche  die  Seitenflächen  ^i,  ^j,  As»  A4  ^®8 
Tetraeders  zu  Grundflächen  haben  und  deren  Spitzen  in  den  Ecken 
V»  2',  3',  4'  des  Parallelopipeds  liegen: 
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Um  deo  Inhalt  P^  der  Pyramide  2  3  4  1'  zu  berechnen,  neh- 
men wir  ^{VZ4t):=z\k^k^k\fia^  ilFs  Grundfläche,  dann  ist ^i  deren 
Höhe,  folglich: 

Pi  =  ff ^aA^s sin  «i . ^i  =^  Ikik^k^H^-^  \P), 

und  da  dieser  Ausdruck  nach  den  in  ihm  enthaltenen  Stücken  sym- 
metrisch ist,  so  muss  .  . 

(23).   .   ...   .P^^P^^P^z=P^t:z\k^kJc^H 

sein,  d.h.  vier  Seitenpyramiden  des  Tetraeders  7^  haben 
gleichen  Inhalt,  wodurch 

P=  T  +  4Pi 

oder 


'  t 


(24) T=:Uik^hH  =  iP 

wird.    Demnach  beträgt  das  Tetraeder  dei^  dritten  Theil  ■ 
des  umschriebenen  Parallelopipeds. 

Ferner  ist  Pi  =  P^  =  ^»  =  ^4  =  IT,  und  da  diese  Seiten-   : 
Pyramiden  mit  dem  Tetraeder  T  je  eine  Seitenfläche  geroeinscbaft- 
lich    haben,    so    verhalten   sich    die    hierauf   bezogenen 
Hoben  wie  1  zu  2.     Durch  Anwendung  der  Gleichung  (22)   er- 
hält man  auch  aus  (24): 

(25)  .   .    Tz=  laa'ei  sin Si  =£  Ibh^ezSin  «a  =  Icc'e^ sin  Cg,  I 

der   Inhalt^  des    Tetraeders   ist    gleich    dem    sechsten    | 
Theil  desProductes  zweier  Gegenkanten,  ihres  klein- 
sten   Abstandes   und    des    Sinus   ihres  Kreuzungswio- 
kels*). 

Um    die   Distanzen    Ci ,  ^a»  ^3  ^^^  ^^^  Volumina   P  und     T    i 
direct  durch  die  Kanten  darzustellen,  ist  nur  noch  nothwendig  H 
in   eine  Function  der  Kanten    zu  verwandeln.     Es    ist  auch  be- 
kanntlich: .  ^ 

jSf ?  >== '  1  —  cos^ffi  -^  cos^flfa — CO  s^oa  -f  2  cos  «i  cos  «ajcos  e% } 

ersetzt  man  hierin  die  Cosinus  durch  ihre  Werthe  aus  (19),  stellt 
auf  gljeicben  Nenner,  verrichtet  die  angezeigten  Multiplicationeii 
and  reducirt,  so  zeigt  sjc|i :  . 


I         I   ! 


*)  Carnot,  Memoire  aiir  la  r^lation  qoi  exii 
ectives  de  cinq  point«  0)rb  dans  f^esp&ce. 


existe  entre  leg  diataneet 
respectives  de  cinq  point«  p^i^  dans  Tespace. 


J 


«=v 
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(26) 

8^]  k^k^ 


Das  Volumen  des  Tetraeders  wird  endlich   durch  die  Formel 
dargestetltr  welche  schon  Lägrange  entwickelt  hat: 

(^)*) 

hierin  sind  Ar^*,  i^^^,  ^-3^  durch  die  Werthe  aus  (15)  zu  ertsetzen. 

Von  nun  an   können  auch   die  Flächenwiokel  A,  A',  B^  B\ 

C.  O  in  (1),  die  Winkel    Wi,   ca^,   «03,  0)4  in  (8),  (10)  und  der 

Radius  H  in  (9)  als  reine  Functionen  der  Kanten  betrachtet 
werden. 

« 

'  Ads  den  Gleichungen  (13)  folgt: 

a'«  =  2V+2V-a*» 

c'«  =  2Ai«  +  2V— c«; 

nd  durch  Substitution  dieser  Werthe  in  dem  Ausdruck  für  T 
Ferwandelt  sich  die  Grösse  unter  dem  Wurzelzeichen  in  folgende : 

f  46«V(2^i*+2A3«-62)  --62(2V+2*3*-«^)(2Ai^  h2A'/-c«) 
+ 4c« V(2>tiH2.^ .2*-c«)-c«(2*a*+2A-32-.a2)(2Ai 2+2Ä-3«-6«)  ; 

werden  in  der  mittleren  Gruppe  die  Multiplicationen  verrichtet^ 
uBd  die  Ijilieder  mit  den  übrigen  vier  entsprechend  vereiniget,  so 
zeigt  sich  als  Resultat: 

4  j  6«V(a«4^ca-6«+Ai«+V--^2^-a*V,'3* 

nnd  der  Factor  von  4  unterscheidet  sich  vpn  jenem.  Ausdruck  in 
7  nur  darin,  dass  ] beziehungsweise  ki^  k^y  k^  an  der  Stelle  vpn> 
fl'}  6'  c'  steht»  und  da  diese  Kanten  sich  auf  die  Pyramide  P| 


*)  Memoiren  der  Berliner  Akademie  1773. 
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beliehen»  so  wird  hiermit  die  schon  oben  auf  ganz  anderem  Weg 
ermiUeite  Gleiehung 

bestätiget. 

8in«l  A| »  Atf  A3»  A4  die  Tier  Hoben  des   Tetraeders  T  in   Be- 
zug auf  die  Seitenflächen  ^>  ^^  ^3»  ^4»  so  ist  z.B.  7^=iAiAi, 

3?' 
A|  =s  -.  -,  oder  mit  (24) : 

«Ja 

CiH)    ,   .   .   .     " 

worin»  um  alle«  durch  die  Kanten  auszudrücken»  ffir  A|»  A^  A3,  H 
die  Werthe  aus  (15)  und  (26)  zu  setzen  sind. 


Aue  den  CkMchungen  (12)  erhält  man  nach  Anwendung  der 
Formeln  (19): 

i      A|«V  +  W  +  W 

»Uei  wenn  man  ttr  *|*»  A^*,  Aj*  die  Werthe  aus  (15)  substituirt» 
I««  sutge4i'igteu  Muttit>Kcatlonen  ▼errichtet  und  reducirt: 

a«H«   +2aV  +26«c«  — a«— &♦— c* 
+2«^«  +2aV*  +26'V*--a*-6'^ 


iMlWI^fl«]*       , 

'  +2«^«  +2tt'V«+26V«  —o'^A^-e'* 

+2«^«  f  2«*^  +2A'V  — a'^-A'*— c* 


rt 


:  »i|«+  tW]*-K23]«=:  A»«+ A.*+ At*  +  A4*. 

"i^mme   der    zweiten    Potenzen    der   Seiten- 
.^s>  l^arallelopipeds  Ist  doppelt  so  gross   ala 
-.1^«  Laders» 

^  ^.  e»>  9«  <^io  Radien  der  fünf  Berfihmngskogeln 

-b.  ^    *   aud  bricht  sich  ^  auf  die  innere  Berührnngs- 
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r  =  4pi(A8+A8  +  A4-Ai). 

(30)») {  2'  =  iP8(Ai  +  A8  +  A4-A*). 

y  =  ift»(Äi  +  A*  +  A4-A8). 
T  =  i94(Äi + A* + A.  -  A4) ; 

hieraus  folgt: 

3r 

*  ~  Ai  +  A*  +  As>A4' 

_iT 

''-Aa  +  A8  +  A4-Ai' 

l'") i  •^*  -  Ai  +  As  +  A4-  A*' 

___^ ZT 

*»~Ai+Aa+A4- A«* 

ZT 

'*~Ai+A«  ^As— A4' 

»odurch  ersichtlich  wird ,  dass  auch  die  Radien  der  Tünf  Hanpt- 
ketflhrangskngeln  des  Tetraeders  als  reine  FmictioiicD  der  Kanten 
dargestellt  werden  können,  denn  die  Lagrange'sche  Formel  ('27) 
gibtr  und  die  Formel  der  drei  Brflder  bestimmt  A,,  ^j,  A».  A4' 


♦)  S.  GrBDert'»  Archiv,  ThI.  XXTIII,  p.  9T. 


«        » 
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Losung  einiger  im  Archiv  gestellter  Aufgaben. 


Von 


Herrn  P.  Nippert^ 

Stadirendem  der  Technik  in  Berlin. 


(Figuren  8.  Tafel  VII.) 


I. 


Aafl^lHß*  Von  den  Ecken  eines  Dreiecks  ABC 
(Pig.  .1.)  werden  Transversalen  nach  den  gegenüberlie- 
genden Seiten  gezogen,  so  dass  jede  derselben  in 
einem  anderen  Verhältnisse  getheilt  wird.  Es  solider 
Inhalt  des  Dreiecks  ^^^s^s  ^^''^^h'^et  werden,  welches 
die  Transversalen  einschliessen,  der  Inhalt'^es  Drei' 
ecks  ABC  als  Einheit  genommen.  Taylor. 

Auflosung.    Es  sei 

ACiiBCi^  piq,     BAitCAi  =:pi:qi,    CBi'.ABi  :=z  p^iq^; 

dann  ist,  wenn  CCi   als  Tranßv'efsale  von  AB,  AC,  BBi  ange« 
sehen  wird, 

BA^.A(\.CB^  =  B^A^.B(\.Aa 

Ferner 

B(\iACx  =g:p 
und 

AC  iCBi=zpt  +  gt:p^. 

Durch  Multiplication  findet  sich :  BA^iBiA^  =^  9  (Pi  -f  Va)  *PPr 
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Daher  aach 

und  folglich 

A  BA^C:  /^BBi  C=^g(p^  +  g^) :  gp^ + gg^  +  pp^. 

Da  aber  feroer 

\BßiC:^ABC  =P9:p2+gt 

ist,  80  ergibt   sich  durch  Multiplication  der  beiden   letzten  Pro- 
portionen, and  indem  man  ABC  =:  1  setzt: 

^BA^C:= ^^* 


gp2+gg2+ppt 

1  ' 

l  +  9^  +  s' 
P2     g 


In  derselben  Weise  findet  sich 

^AB^C=z ^ , 

p    gi 

^ABCj  = 

1+  ^  +  — 

Pl  92 

Da  nun 

^A^B^C^  =  ABC—iBA^Ci^AB^C^ABC^) 
ist,  so  findet  man  durch  Substitution  der  Werthe  für  diese  Dreiecke 

tiÄ^B^c^ =1-  r ^ + ^ + ^ 1. 

*-       P^      9  P      9i  Pl       92-' 

Die  weitere  Reduction  dieser  Formel  liefert  schliesslich : 

P  Pl  P^  *9    91    2«_2 
^A,B,C  = y>»'9^      P'Pi'P^ 

/?2     9^      P      91         Pl      92 

Sollen  die  Transversalen  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  so 
nnss  ^A^B^C^^O  werden^  d.  h.  es  muss  die  Gleichung  stattfinden: 

?.?!.??  j.?.?I. 2?— 2  =  0 
9    9i    92      p'pi    P2 

Theil  LI.  2i 
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HteraoB  isdeC  sieb 

Um  iMiast 

•der 

PP\P%  _  I 

Dies  gibt  den  bekannten  Satz :  Werden  auf  den  Seiten  eines 
Dreieeks  drei  Punkte  so  angenommen»  dass  das  Product  dreier 
dadurcb  entstehender  Abscbnitte,  welche  mit  ibren  Endpunkten 
nacht  ausammenstossen,  gleich  ist  dem  Producte  der  drei  aaderen, 
so  schneiden  sich  die  Verbindungslinien  jener  Punkte  mit  den 
gegenüberliegenden  Ecken  ä^B  Dreiecks  in  einem  Punkte. 

Elinige  besondere  Fälle  dieser  Art  sind  die,  wo  die  Trans- 
versalen SU  Mittellinien,  Halbirungslinien  der  Winkel  oder  zo 
Hohen  werden.  Dass  fär  diese  Linien  ebenfalls  geroeinschafUicbe 
Durchschnittspunkte  Torhanden  sind»  ergibt  sich  aus  der  oben 
gefundenen  allgemeinen  Formel.    Man  hat  nur  für  die  MittelliDieo 

SU  setaeii^  Rlr  die  Wiukelhalbirungslinlen 

q       a*     qi       b*     q^       c* 

wo  a,  6  und  c  die  Dreiecksseiten  bezeichnen.    Für   die  Hüben 
findet  sich  das  Verhältniss  wie  folgt    Es  Ut  (Fig.  2.) : 


oder 


oder 


mithin 


'•-0-5-,')'= --(Ä')'- 

P        ^    c«  —  —  a*  -I-  6* 


^-1 


-a«+6* 


«  +  1 
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folgiieb: 


ebenso  findet  eich 


und 


94*"  — a*  +  Ä*  +  c*' 


Id  jedem  dieser  drei  besonderen  Fälle  ist  das  Prodnet 


P    P\     P»  -.  I 

q    qi    9% 


^A^ß%C%  =  0. 
Setzt  man 


9        9x       9^ 


so  gebt  die  allgemeine  Formel  über  in 

(p-9)* 


{p  -  V)*  +  3p9 


(;7^^y 


II. 


Anfsabe.  Es  seien  a  und  6  (Fig.  3.)  die  Radien 
zweier  Kreise  Ai  und  ßj,  welche  einen  Kreis  O  vom 
Radius  r  in  den  Punkten   P  und   Q  berühren.     Es  soll 


24* 


nu 


im  ärcäiv  gestellter  Aufgaben, 

«r-.LMT^     fia.fi«  iie   gemeinschaftliche    Tan- 
■j-  ^, 'McMc  j^  sa^^  ausgedrückt  wird  durch 


[T  o  w  n  s  e  n  iL] 
^        -tf    lamt  \C\AB^  AiD  nnd  PE  normal  za 


ji-^r— 0£)=r*-0£; 


s 


.  V*— vr— Oir>*=:PQ*-r«+2r.O£;— 0£:». 


>-,  /^--r*+4r-0£;— OiE«, 


*-  ^ ^ (*— a)» 


k     t       ^ 


#V 


^•■ 
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Aufifabe.  Es  seien  A,  B,  C,  D  (Fig.  4.)  vier  den  Kreis 
0  berfihrende  Kreise;  Ai,  B^  Ci,  />|  ihre  Berührongs- 
ponkte;  AB,  BC,  CD,  DAy  2IC  und  ß/>  die  Tangenten  der 
berShrenden  Kreise.    Dann  ist 


AC.  BD  =  AB.DC^  AD.BC. 

[Gase  y.] 

Beweis.    Es  i^ft,  wie  in  11.  nachgewiesen: 

1) AC=:^.\f(r+a)(r-t-c). 

2) BD=:^K\r(rUHr+bh 

3) ^^.  ^(r+a)(r+6)  =  AB. 


\ 


4) '^'.V(r+c)(r+d)=iCD. 

5) ^•V(r+a)(r+d)  =  ^/). 

6) ^•'^(r+6)(r+c)=ÄC 

r 

Qod 
7).  .  .     AiCi.BiDiz=AiBi.CiDi+AiDi.BiCi. 

Uoltiplicirt  man  3)  mit  4)  und  5)  mit  6),  so  ergibt  sich 

=  AB.  CD  +  AD.BC. 

Moltiplicirt  man  1),  2)  und  7),  so  erhält  man 
9) AC.BD.AiCi.ßiDi 

Indem  man  nun  8)  mit  9)  multiplicirt,  findet  sich 

AC.BD  =  AB. CD+ AD.BC. 
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UfmwtttL 


%%.M 


Ueber  die  RedoetiiMi  da*  MonddktaBzai  mit  Anwen- 
dang  Tierstettiger  Logarithineii,  ohne  Benofzoiig   yoaj 

Häl&Ufdn. 


Herrn  Professor  Dr.  Ligmwski 

in  KieL 


Es  seieo  m  nod  m^  die  sdbeiabare  md  wahre  Hondsfcohe 
99      99     f    99     Si    „  ,g  „       „     Sooneii-  und  Sfemhohe 

d    ..     dt 


9*  9» 


99  «*1         9> 


«> 


Bezeichnet  /  den  Winkel  zwischen  den  beiden  Vertikalkrei 
der  Gestirne,  so  hat  man»  wenn: 


fiii— m  =  a,    1 — ^1=6,    a  +  6  =  2r,    a — 6  =  2^ 


und 


gesetzt  werden  : 

1)  .   .   .    .    cosi^i  =  Bin]fi|SinS|-hcosfii|Cosf|Cos]r 
oder: 

y  * 

cosi;^  mz  cos^i  — 2cosift|  cosi^sin^  • 

2) cosd  =  co84 — 2 cos m cos s sin -^  • 

Aus  1)  and  2): 

cosA  — cosrf       cosAi — cosifi       _  .    y* 
3)  .    .   .     = =  2sin7r» 

cos  f»  cos  1  COSIII|COSf|  2 
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375 


mithin  aacb; 


*) 


y  «_  Bini(d+A)«ni(rf-A) 
2  coBmcoss 


Aus  Nr.  3)  ergiebt  sieb,  wenn: 

1      CQg  wi|  cos  f I 

cos  m  cos  Ä        '^ 

gesetzt  wird. 

5)...   cos</i — cosrf  =  cosAi— "Co«^  +  ft(cosA  — cosrf), 
also  auch: 

6)  • . .  siDi(c2 — rfi)  sinJK<^4-<f|) = — sin  rsio  (A+*')  +  f*cos  m  cos  «sin  k 

Es  ist  ferner: 


<*  = 


1      coswii  cos«! cosmcosf— cos(m-f-a)cos(«  —  b) 

cos m cos 5  cos m cos s 


and 


2fL  cos  m  cos  Ä  =  cos  -5 — cos  (-S  -f  2q)  +  cos  ^  —  cos  ( A  +  2r), 
roithiD  aach: 

ficosmcoss  =  sin 9 sin (^ -l- ^)  -f-Binrsin(A-l-r), 
daher  wird  aus  6): 

'7) sinj(d— cii)sini(d+di) 

y  « 
=  (sin  ^sin  (2  +  q)  +  sin  r  sin  (^  +  r))  sin  -^  —  sin  r sin  (/^  +  r). 

Da  Ti(d—di),  Q  und  r  sehr. kleine  Winkel  sind,  so  hat  man: 
8) i(d— rfi)sini(d  +  c«i) 

y* 

=  (q  sin  (-S  +  p)  +  r  sin  (4  +  r))  sin  ^  —  r sin  (^  +  r). 

Setzt  man: 

iid—di)  =  a:, 

so  ist: 

i(d-t-di)  =  d — X    und     rfj  =  d — 2a:. 

Schreibt  man  noch  für  q  sin  (2?  -|-  q)  und  r  sin  (A  4-  r)  beziebungs- 
weise  u  und  t?,  so  wie  w  für  die  rechte  Seite  der  Gleichung 
Nr.  8),  so  ist: 


376 


U9»msk4:  ReUmctimm  aar 


Ö) 


xmmid — x)  =  («  +  ir)sni5  — 9  = 


Da  ^  «dbr  Uds  ist,  ao  ist: 


W) 


^i  =li 


sisij 


ei»  PÜlienrngswertk  vo«  x,  wid  gesaoer 


II) 

also: 


Xi  wmd 


mm(d-xO ' 


12).   .   .  l»gx  =  U>exii^(}^m»d—l»gtmid—Xt)y- 

AU  Zableabeispiel  wäUe  itk  da»  warn  tut  im  Tkl  XL.  aea| 
Archivs  aaf  S.  256.  berecbnete.    Daselbst  ist: 

«  =  65»4r4r,    »i=66P5'34\    rf  =  7*»^3f 

«  =  27  32  42,       <i=27  3i    {T 

a-h6=:26'3(r    als«    r  =  12'45"  =  76S'; 

a  — A  =  22'ir    also    j  =  11'  ST' =  668^. 

A    =38»8'59"         2    =93<>I4'23"    4(d+A)  =  6e*25'3r 

A  +  r  =  38«»2r44"    ^  +  ^  =  93*25' 31"    i(d—^)  =  l9>W2ar. 


\ogQ  =  2,8248 

logr  =  2,8837 

log8in(^f^)  =  9,9992 

Jog8in(A+r  =  9,7929 

logti  =  2,8240 

logr  =  2,6766 

logu— logv  =  0,1474 

Ä  =  0,2336 

Gaa88*sche  Logarithmen. 

iog(i«  +  r)  =  3,0576 

logsini(d  +  A)  =  9,9208 

logsin4(d-A)  =  9,4964 

logsecm  =  0,3855 

logsec#=:  0,0523 

( 

log  (u -fr)  sin  I   =2,9126 
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log(ii  +  t?;8in|   —logt?  =  0,2360 

A  =  0,3776 


logto     =  2,5350 
logsioc;     =9,9844 

logOTi      =  2,5506      ari=355",3 
log6iD£2»log8iD(c2^arj)  =  2 

logo:  =2,5508      X  =  355" A  2a? = 71 1"  =  1 1  '51" 

d^2x  =  74013a2". 


I 


lo  den  Nautischen  Tafeln  von  Dr.  v.  Freeden,  so  wie 
aach  in  der  Steuermannskunst  von  A.  Breusing»  befinden 

sich  Tabellen  von  log  sin  ^     und  logcos^  ,  in  ersterer  unter  dem 

Namen  log  für  den  Stundenwinkel,  in  der  anderen  log  des  semi- 
versos.  Diese  Tabellen  gestatten  eine,  für  den  Seemann  be- 
quemere Reduction  der  Monddistanz  nach  meinen  Formeln. 


..._y» 


Aus 
X8in(d — x)  =  (^sin(2  +  p)  +  rsin(^+r))sin4  — rsin(A+»') 

ergiebt  sich  durch  Auflösung  der  Klammern: 

y«  y« 

a;sin(€2 — x)  =:  Qsin(2 +  Q)6ink  — rsin(^  +  r)  cosfe  • 

Diese  Formel    befindet   sich   schon  in    meiner  Abhandlung  vom 
Jahre  1863.    Archiv  Band  XL.  S.  254. 

Setzt  man  nun: 

psin(^-|'^)cosec<{sin^   =|i, 

y* 

rsin  (A  +*")  cosecd  cos  ^   =  ^ 

und 

OTi  =  p  -  9, 

SO  ist: 

loga?  =  log^i  —  (logcosec  <f — logcosec  (d  —  a?|)). 

Um  eine  Uebersicbt  der  nOthigen  Rechnungen  zu  geirähren, 
berechne  ich   das  auf  Seite  794   des  ersten  Bandes  der  Ency* 


§f 
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ciopädie    der   Physik  (Orts-   aod    Zeitbestimmnog    von 
Professor  Dr.  Weyer)  gegebene  Beispiel. 

Eis  ist  daselbst  gegeben: 

i/=132oiri9". 

Mao  findet  hieraas: 

r  =  3^57.5";     ^  =  18'40^''. 

£    =19011'  A    =12^17'  4(f/+A)=72014'9,5 

-2  +  e  =  19O29'40^"     A  +  »'=12049'57^"    i(if-A)=59<»57'9,5 

log  sin4(if + A)=9,97879 

logsin  i(i/- A)=9,9^32 

log  see  01=0,01658 

log  sec  «=0,00079 

t=9*2'53J'aogsin^=9,93348  logcos|'=945229  12-/=2*67'6}'' 

logp=:3,04942  logr=3,29612  v   Freedea 

logsio(^+9)=9,52338     logslo(A-hr)=9,34666  a.  Breosing 

logeos<£=:0J3022       Iogcoseci2=0,13022   Naat  Tafeln. 

Iogp=2,63650  log  9=1,92519 

p=433,01  9=84,18 

arj=p-9  =  348,83'' 
logarj  =  2,54262 
logco8eed-4ogcose€(</— oTi)  =         67 

loga:  =  2,54195 
x=   348,3" 

2ar=   696,6"  =  ir36,6'' 
ifi  =  d  —  2a:  =  131«59'42,4". 

Professor  Dr.  Weyer  findet  nach  einer  strengen  Formel  bei 
Anwendung  siebenstelliger  Logarithmen: 

d^  =  13P59'42. 

Nach  der  Formel  Nr.  26.  Seite  794.  der  Cncyclopadie  findet 
derselbe  ebenfalls: 

€?,  =  131059' 42,4". 

Die  vorstehenden  Formeln  lassen  sich  noch  in  anderer  Weise 
herleiten. 

Es  war: 
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cos  <{  :=  sio  fii siD  $  -f  CO0  m cos  #co6  y, 
bieraas  aach: 

co8i2=  Sin  mein  f(cos^  -l-siii^  ) -f  cosmcos#(€06^  ~~^io^  ) 
co8(/  =  (cos  m  cos  f  4-  sin  fit  sin  $)  cos  k  —  (cosm  pos  s«-siom  sim )sin| 

]) cos<2  =  coSi^cosf  — cos^sin^  • 

Fär  dl  bat  man  also: 
2).  .    cosdi  =  co8(^+2r)cos5  —  cos(-S  +  2^)sin|  ' 

Durch  Sobtraction  von  1)  und  2)  ergiebt  sieb: 

yS  y* 

C08i2— cosc{|=(cosA — cos(A+2r))cos4T  — (cos-2 — cos(<2-f2^))sin|^  * 

und  hieraus: 

3) s\fi\{d'-di)Au\{d-\'dx) 

=  sin  p sin  (^  -f  ^)  sin  k  —  sinr  sin  (^  -f  >*)  cos  k  • 


Wenn  i(d— ^dj)=J!r,  also  €ii  =  d  — 2jr  und  i(<{-|'^i)=s^ — x 
eingeführt  werden  und  berücksichtigt  wird,  dass  x^  r  und  q  sehr 
l^leiD  sind: 

y2  y* 

4)...arsin(<2 — a?)  =  ^sin(£ -|- ^)sin5  — r  sio(^  +  r)cos|  > 

oder: 

y* 

5)...;r8in(d— a:)  =:  (^sin(-2+^) +rsin(A+r))sin^  — rsin(^+r). 
Setzt  man: 

y« 

psin(^-f  ^)cosec<2sin^   =  i4, 

#2 


und 
60  ist: 

and 


y 

r  sin  (^  +  r)  cosec  €2  sin  ^   =  ß 
r  sin  (^  +  t)  cosec  ci  =  C, 

a:,  =  ^  +  B—  C 

loga;  =  iogoTi  +(logcosec(c?— a:i)  — logcoseccQ. 


%1M)  Lifi^msiti:  ÜMtecüMi  äer  ifonddistanzen. 


!•  (tett  naialffin  Ftten  wird  Xi   hinreicheDd  genau  sein.     Für 

db  K<nthin>n||  ittt  w  bendiCeii,  dass  logC=  log£--iog8in|     ist. 

Wm  KAttkMMi^  fte  <faH»  WM^er  gegebene  Beispiel  gestaltet  sicli 
iHMk  itt  tttttft^NidüM^  Weis«: 

lent  ij«  w>^  tMIWS 

te«t$tii  ^  ^riä.däaS       te^aia^=:9,9335 

^r^»UMSM  lejr=3«2961 

lti|t<!^v  ^^  f  ^^=!^SäS4  lefs«i(A+r)=9,34e6 


Ui*.«..aÄ»  leg  »=2.7064  l.gC=2,7729 


«4Lf( 


4&ä"*rf±r=lI'3M", 


(Jeöungsaufifaöen  für  Schüler,  Sgl 


XXXIII. 

Uebungsaufgaben*fur  Schuler. 


Exercices  sur  le  binöme  de  Newton. 

Par   Monsienr   Professeur    Georges   Dostor. 


• 


Exereiee  L    Gbacane  des  expressions 

(o: +  3^)6  —  0:»—^», 

est  divisible  par  x^'{-xy-\ry^9  quels  que  soient  x  et  y. 

Exereice  ü.    Trouver  le  nombre  des  termes  de  la  m'  puis- 
sance  d'un  trindme;  d'un  quadrindme;  d'ap  polyodme  de  n  termes. 

Keponse:    1" j-ö > 

(m  +  l)(m  +  2)(m  +  3). 

^ TO  ' 

«0  (m+l)(m  +  2)(m-f3)...(iii  +  w  — 1) 

"* 1.2.3. ..(n—1) 

Exercice  IQ«    Quelles  sont  les  relations  qui  doivent  exister 
entre  les  coeffieients  a,  6,  c  pour  que  Je  polyndnie 

soit  un  cnbe. 

Reponse:    li  faut  que 

aa==36,    6«  =  3«rc. 

Exereiee  IT.    Quelles  sont  les  relations  qui  doiveot  exister 
entre  les  coeffieients  a,  b^  c,  d  pour  que  le  polyndme 
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X*  +  ax^  +  bx^i^cx  +  d 


soit  nn  carrö? 
RäpoDse: 


4a6  =  a»+8c,     c^  —  a^d. 


l 


i 


Exerciee  Y.    Trouver  le  plus  grand   terme  du  d^veloppe- 
ment  de  (ar+a)*". 

Reponse:    Ce  terme  sera 

«i(m  — J)(iii — 2)...(in  — n  +  l)   „   ^  ^ 
1.2.3«*»7i 

si  n  est  le  plus  grand  nombre  entier  coutenu  dans  ia  fractioo 

(m  -t- 1)  g 
x  +  a 

Exerciee  TL    Si  1,  /l,  B^  C,  D,.,.  sont  les  coefficients  de 
la  tn^  puissance  de  o;  -l-  a ; 

1,    1+J,    A  +  B,    B  +  C,    C+Z>,... 

seront  les  coefficients  de  la  (m-|-l)^  puissance  de  x -^  a. 

Exerciee  Vll.    Le  binome  a:"— a"  divise  toujours  :t:«"— «■* 
et  ne  divise  jamais  a;"»«  +  a*"". 

Exerciee  YWL    Le  bindme  ai^+ä^  ne  divise  x^^^a^  qae 
si  m  est  pair;  et  il  ne  divise  •ar'^-fo"'*'  ^^^  s^  ^  ®st  impair. 

Exerciee  IX«    Trouver  la  somme  des  carräs  des  coöfGciente  j 
de  (x  +  a)"».  j 

Räponse:    Cette  somme  est  le  coefficient  de  a^x'^  dans>^^ 
le  developpement  (x  +  a)^'". 

Exerciee  X.    La  somme  pr^cädeote  peut  ^tre  representee 
par  les  deux  formules 

2ffl(2m— l)...(??i+1)       (4m -2)(4m--6)...  10.6.2 
1.2.3.. .m  *  1.2.3...m  ' 

pTouver  que  ces  deux  formules  sont  äquivalentes. 

Exerciee  XI.    II  est  facile  de  voir  que 

(x  +  o)*»  +  (ar —  ä)^ 

est  plus   grand  que   2x**;  d'apres  cela  quel  est  le   maaimaiD  de 
y  +  x,  lorsque  y^+x*^  est  constant? 


F 
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Exereice  XII.  Quelle  est  la  limite  do  rapport  des  expo» 
sants  de  a  et  b  daDs  le  terme  maximuni  de  {a-\by^  iorsqoe  m 
aagmeote  Indäfiniment? 

R^ponse: 

a 

V 


Id  einem  Viereck  ABCD  finden  zwischen  den  von  den  Seiten 
und  Diagonalen  eingeschlossenen  Winkeln  die  folgenden  Relatio* 
oen  Statt: 

coiBAD-^cotBDA      coiCAB-cotADß+eoiACß-cotDAB 
cot DAC--- cot D AB  ""  cotDAB-i^  cotDCA 

cot  BDA  —  cot  BCA  _  cot  BDC  +  cot  BCA 
'^cotDBA'-cotDCA^  cotDCA  ^cotDBC 

0.  Zacharlae 

in  „Tidsslüift  for  Mathematik.    Udgiyet  af  Camillo  Tychsen. 
Anden  Raekke.    Femte  Aargang.     Syvende  —  Ottende  Hefte. 

1869.     peg.   128." 


Für  P;r  =  1.3.5...(2a:—1)  ist: 


Geometrisches  Sinnen •  Oonfect  von  Paul  Halcken. 

(Fortsetzung  von  Nr.  XVni.) 

12.  Von  einem  scalenischen  Triangul  ABC  thut  die  Seite 
AB  und  das  grossere  Stück  CD  der  in  D  zertheiiten  Baseos  ^C  zu- 
sammen 37.  Die  Seite  AC  und  BD  thun  zusammen. 33.  und  wann  in 
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diesem  Triangül  ein  Circkel  geschrieben  wird»  thut  dessen  Dia- 
nieter  12.  Ist  die  Frage  nach  den  dreyen  Seiten  dieses  TriaD- 
guli?    Facit  ilB  17.    AC  26.    BC  28. 

13.  Von  einem  andern  schratwinckelten  Triangül,  tbnt  die 
Perpendicular-Linie  {AD  auf  ßC)&).  Die  8eite  AB  hält  8  mehr 
als  die  Basis  ßC.  und  die  Seite  AC  hält  3  mehr  als  AB.  Wie 
viel  hält  jede  Seite  besonders?  Fac.  4ß  65.  ßC.  57.  und  ACeS. 

14.  In  dem  Dreieck  ABC  hält  AB  13.  BC  14.  AC  15.  Man 
soll  den  Punct  E  solcher  Gestalt  setzen,  dass  die  drey  Perpen- 
dicnlares  EF,  EG,  EH  auf  die  Seiten  ßC,  Aß,  AC  des  Dreiecks 
ABC,  in  proportione  dupla  gegen  einander  stehen.  Wieviel  Facit 
kan  man  hierauff  finden.    Antwort  6. 

15.  Von  einem  TrianguI  thnn  die  2  Seiten  7  und  9.  Man 
begehret  hierzu  die  dritte  Seite  zu  suchen,  dass  der  Inhalt  rational 
sei.  Facit  entweder  V54f  oder  V205|.  Der  Inhalt  thut  beydes- 
mahl  25^.    Und  viel  andere  Facit  mehr. 

16.  Von  dem  TrianguI  ABC  thut  AB  13.  BC  14.  AC  ]5. 
Man  begehrt  den  Punct  E  zu  suchen,  dass  wann  aus  demselben 
auff  jede  Seite  ein  Perpendicular  gezogen  wird,  dass  deren  Summa 
so  viel  sey,  als  die  Perpendicular  AD  12.  von  ^  auf  BC,  und  das 
jede  Perpendicular  ein  rational  Quadrat  sey.  Facit  EF  (auf  BQ 
llj.  GE  (auf  Aß)  J  und  HE  (auf  AC)  f.  Oder  EF^\,  GE  ^*, 
HE  Vt   ^^^  ^>®'  andere  Facit  mehr. 

17.  In  dem  vorigen  TrianguI  da  Aß  13.  BC  14.  und  AC  15 
hält,  sollen  die  drey  Perpendiculares  EF,  EG,  EH  drey  un- 
gleiche rationale  Quadraten  seyn.  Fac.  EF  4900.  EG  23104. 
EH  144,  jede  getheilt  in  2209  und  viel  andere  mehr. 

(Fortsetzung  folgt  sp&ter.) 


Druekfeliler  in  Tlieil  Ii. 

S.  224,  Z.  18.    Statt  „und  ihrer"  s.  m.  „nnd  in  ihrer*^ 
S.  247.  „    18.        „     „knüpft,   ist  zq  enthalten'*   s. -m.  „knQpft 
ist,  zu  enthalten". 


Thefl  Iil.  S.  195.  Z.  7.  Statt  ,,GR\\OH*'  s.  m.  „  ffÄ  ||  öäT". 


Gruuert:  Theorie  äe»  PolarplafUmeters  etc.  385 


Theorie  des  Polarplanimeters  in   strenger   elementar- 
mathematischer  Entwickelung. 


Von 

dem    Herausgeber. 


(Figuren  s.  Taf.  VIII.) 

CSInleituny. 

Zu  den  interessantesten,  merkwürdigsten  und  nützlichsten  Er- 
hdungen  der  neueren  Zeit  gehuren  unstreitig  die  unter  dem  all- 
feinen  Namen  Pianinieter  bekannten  Instrumente,  welche 
Ar  die  niedere  Geodäsie  oder  die  FeMniesskunst  von  der  grüssten 
Wichtigkeit  sind,  und  in  dieselbe  immer  allgemeineren  Eingang 
finden  sollten,  als  dies  bis  jetzt  der  Fall  zu  sein  scheint.  Unter 
den  verschiedenen  Instrumenten  dieser  Art  nimmt  jedenfalls  der 
Am  8 1  er 'sehe  Polarplanimeter  —  wenn  derselbe  auch  rücksicht- 
lich der  von  ihm  gewährten  Genauigkeit  anderen  Planimetern 
etwas  nachstehen  dürfte  —  wegen  der  ihm  zu  Grunde  liegenden 
sinnreichen  Idee,  wegen  seiner  Einfachheit  und  Wohlfeiiheit,  eine 
der  ersten  Stellen  ein.  Die  Theorie  dieses  interessanten  Instru- 
ments ist  schon  oft  zu  entwic^keln  versucht  worden,  namentlich 
auch  von  seinem  verdienten  Erfinder  selbst  in  der  Schrift:  Ueber 
die  mechanische  Bestimmung  des  Flächeninhalts,  der 
statischen  Momente  und  der  Trägheitsmomente  ebener 
Figuren,  insbesondere  über  einen  neuen  Pianimeter. 
Von  Jacob  Amsler,  Professor  am  Gymnasium  in  Schaff, 
hausen.  Schaffhausen.  185(5.  Mir  scheinen  jedoch  die  bisher 
bekannt  gewordenen  Entwickelungen  dieser  Theorie  in  Bezug  auf 
Deutlichkeit  und  wahre  mathematische  Strenge  noch  Vieles  zu 
wünschen  übrig  zu  lassen.     UäuOg  sind  diese  Entwickelungen  auf 

Theil  LI.  25 
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die  höhere  Analysis  gegründet  worden «  was  mir  aber  verscbie- 
deneh  Bedenken  zu  unterliegen  scheint,  und  zwar  nicht  bloss 
methodischen  —  insofern  etwa  eine  solche  Methode  nicht  den 
Namen  einer  elementaren  Methode  verdienen  durfte  —  sondern 
auch  wissenschaftlichen  Bedenken,  worüber  ich  mich  jetzt  nicht 
ausföbriich  aussprechen,  sondern  nur  in  der  Kürze  bemerken  will, 
dass  alle  Anwendungen  der  höheren  Analysis,  zunächst  nament- 
lich der  Diferentialrechnung,  auf  der  unabweisbaren  Voraus* 
Setzung  beruhen,  dass  die  Veränderungen  der  zur  Betracbtong 
kommenden  Grössen  mit  einer  gewissen  bestimmten  Ge- 
setzmässigkeit stetig  vor  sich  gehen,  dass  also  die  Umfilnge 
der  Figuren,  deren  Flächeninhalte  bestimmt  werden  sollen,  nach 
bestimmten  allgemeinen  Gesetzen  gekrümmt  sind, 
oder  dass  die  entsprechenden  Curven  durch  bestimrate 
analytische  Gleichungen  charakterisirt  werden  kön- 
nen, was  bei  den  mit  dem  Planimeter  zu  umfahrenden  Figuren 
fast  niemals  der  Fall  ist.  Ich  finde  hierin  Veranlassung,  in  dieser 
Abhandlung  eine  neue  Entwickelung  der  Theorie  des  Polarplani- 
meters  zu  geben,  welcher  ich  wohl  den  Namen  einer  elemen- 
taren Theorie  glaube  beilegen  zu  dürfen;  da  aber  diese  Theorie 
hauptsächlich  auf  der  Betrachtung  gewisser  G ranzen  bernbet, 
mittelst  weicher  man  ja  in  solchen  Fällen  meistens  nur  mit  wirk- 
licher mathematischer  Strenge  zu  vollkommener  Klarheit  gelange« 
kann:  so  werde  ich  im  nächsten  Paragraphen  zuerst  einige  Sätze 
beweisen,  die  —  wenn  auch  natürlich  längst  bekannt  und  scboo 
oftmals  bewiesen  —  doch  ^rade  den  Lesern,  welche  an  dem 
Inhalte  dieser  Abhandlung  das  meiste  Interesse  nehmen  dürften, 
nicht  allgemein  genug  bekannt  sein  möchten.  Ohne  eine  genaue 
Bekanntschaft  mit  diesen  Sätzen,  insbesondere  mit  dem  letzten 
derselben,  ist  bei  sehr  vielen  Untersuchungen,  welche  auf  Gränzen- 
betrachtungen  beruhen,  wahre  mathematische  Strenge  und  Evidenz 
gar  nicht  erreichbar. 

Die  Einrichtung  und  den  Gebrauch  des  Polarplanimeters  setze 
ich  im  Folgenden  als  bekannt  voraus,  und  begnüge  mich,  in  dieser 
Rücksicht  auf  die  bekannten  ausgezeichneten  neueren  Werke  über 
Praktische  Geometrie  von:  Hartner  (Handbuch  der  niederen 
Geodäsie..  Dritte  Auflage.  Wien.  1864.  8.490.)>  —  Bauern- 
feindCElementederVermessungskunde.  Dritte  Auflage. 
Stuttgart.  1869.  S.  Ö6U.)  —  Hunäus  (Lehrbuch  der  prak- 
tischen Geometrie.  Zweite  Auflage.  Hannover.  186& 
S.  476.)  —  Rebstein  (Lehrbuch  der  praktischen  Geo- 
metrie. Frauen  fei  d.  1868.  S.  85.)  —  zu  verweisen.  In  dem 
ersten  Buche  findet  man  die  Einrichtung  von  Miller  und  Starke 
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in  Wien»  lo  den  drei  letzten  die  Einrichtung  von  Am  sie r  in 
Scbaffh aasen  beschrieben.  Hier  will  Ich  nur  bemerken,  dass 
dieses  Instrument  in  seinen  wesentlichsten  Theilen  aus  zwei  um 
einen  Punkt  beweglichen  Armen  besticht;  der  Endpunkt  eines 
jeden  dieser  beiden  Arme  trägt  einen  Stift ,  von  denen  der  eine 
der  Pol,  der  andere  der  Fahrstift  genannt  wird.  Der  Pol 
wird  in  einem  an  sich  beliebigen  Punkte  der  Ebene,  auf  welcher 
die  zu  messende  Figur  verzeichnet  ist,  festgestellt,  und  hierauf 
der  Fahrstift  auf  dem  Umfange  der  Figur  herumgeführt,  bei  wel- 
cher Bewegung  der  Punkt,  um  den  die  beiden  Arme  sich  drehen, 
sich  auf  einem  Kreise  bewegt,  dessen  Mittelpunkt  der  feststehende 
Pol,  und  dessen  Halbmesser  der  den  Pol  tragende  Arm  ist.  An  dem 
den  Fahrstift  tragenden  Arme  befindet  sich  die  mit  grösster  Leichtig- 
keit drehbare  Laufrolle,  auf  deren  Umfang  eine  Theilung  aufge- 
tragen ist»  welche,  nachdem  der  Fahrstist  auf  dem  Umfange  der  aus- 
zeroessenden  Figur  herumgeführt  worden  ist,  mittelst  eines  Nonius 
abgelesen  wird»  und  dieidurch  unmittelbar  der  Inhalt  der  Figur  in 
einem  im  Voraus  festgesetzten  Maasse,  welchem  entsprechend 
jederzeit  dem  Arme,  an  welchem  der  Fahrstift  befindlich  ist,  vor 
der  Ausführung  der  beschriebenen  Manipulation  eine  bestimmte 
LSnge  gegeben  werden  muss,  erhalten  wird. 

Ich  bemerke  nochmals»  dass  es  mir  in  dieser  Abhandlung  nur 
auf  eine  völlig  strenge  und  deutliche  Entwickelung  der  mathema- 
tischen Sätze  ankommt»  welche  der  Theorie  des  Polarplanimeters 
lu  Grunde  liegen,  welche  ich  zugleich  als  eine  sehr  lehrreiche 
Anwendung  der  strengen  eiementaren  Lehi;e  von  den  Gränzen  be- 
trachte» und  auch  In  dieser  Beziehung  den  Mathematikern  zur 
Beachtong  empfehlen  mochte.  Gerade  in  Fällen  wie  der  vorliegende 
gewähren  strenge  elementare  Gränzenbetrachtungen  vorzügliche 
Deutlichkeit,  und  lassen  einen  besonders  klaren  Blick  in  die 
eigentliche  Natur  des  Gegenstandes  thun. 


§.  1. 

Wir  werden*  bei  der  Theorie  des  Polarplanimeters  von  den 
folgenden  Sätzen  Gebrauch  machen: 

I.  Wenn  x  einen  positiven  Kreisbogen  bezeichnet, 
80  ist  immer  sin:t:  <  «r»  und,  unter  der  V' oraussetzung, 
dass  X  nicht  grosser  als  \n  ist,  tang^>;i:. 

Weil  bekanntlich  die  gerade  Linie  die  kürzeste  Linie  zwischen 
ihren  Endpunkten  ist,  so  ist 

25* 
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Chord2ar  <?a', 
also  auch: 

iCbord2ar<;r; 

bekanntlich  ist  aber: 

sinj;  =:  )Chord2:r, 

also  8ina;<a?9  w.  z.  b.  w. 

Ist  ferner  AB  =:  o; ,  in  einem  aus  dem  Mittelpunkte  C  mit 
dem  der  Einheit  gleichen  Halbmesser  CA  =  CB  beschriebeoen 
Kreise,  ein  den  vierten  Theil  der  Peripherie  nicht  übersteigender 
Kreisbogen,  und  denkt  mau  sich  die  Tangente  2l/>=tangx  dieses 
Kreisbogens  construirt;  so  ist  offenbar: 

A^Cl>>SectJCÄ; 

also^  weil  nach  den  Lebren  der  ebenen  Geometrie  bekanntlich 

^ACD  z=:  \CAxAD,    SectACBz=:\CAxAB 
ist : 

\  CAxAD  >  i  CAxAB, 

folglich  AD^  AB,  oder  nach  dem  Obigen  tanga:>  jr,  w.  z.  b.  w. 

j 

U.     Wenn   der   Bogen   x   sich    der  Null    nähert,  so    | 

sin  £c 
nähert  der    Bruch   sich    der    Einheit    als    seiner    ' 

X 

Gränze,  und  kann  dieser  Gränze  beliebig  nahe  ge- 
bracht werden,  wenn  man  nur  x  nahe  genug  bei  Null 
annimmt,  was  man  in  der  Kürze  auch  auf  folgende  Art 
auszudrücken  pflegt:  wenn  x  sich  in's  Unendliche  der 
Mull  nähert,  so  ist 

.  .         sin  a:       .        ,                  sin  a: 
Limes =1     oder    Lim =L 

X  X 

Nehmen  wir  zuerst  x  positiv  an  und  setzen  voraas,  dass  bei 
der  Annäherung  zur  Null  x  kleiner  als  in  geworden  sei  und  sich 
dann  fernerhin  der  Null  nähere,  so  ist  natürlich:. 


sino:  —  8m  X  —  sino:. 

und  nach  I.  ist: 

sin;r<a;<tangar. 

also  durch  Division: 

r 

sin  X  ^    sin  a:  ^     ainx 

sin  X  ^     X          tango; ' 
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folglich : 

1  > >  .cos  X, 

X     ^ 

SlO  X 

so  dass  also  der  Bruch  oder  das  Verhältniss immer  zwischen 

X 

1  und  coso;  liegt    Nähert  nun  aber  x  sich  der  Null,  so  nähert 

offenbar  coso?  sich   bis  zu  jedem   beliebigen  Grade  der  Einheit« 

and  es  muss  also  augenscheinlich  das  zwischen  1  und  coso?  lie- 

sin  X 
gende  sich  um  so  mehr  der  Einheit  als  seiner  Granze  bis 

zn  jedem  beliebigen  Grade  nähern. 

Wenn  x  negativ  ist,  so  Ist  doch 

sina? sin( — xy 

X  ( — x) 

wo    — X   positiv    ist,  und  der  Satz  gilt  also  nach  dem  Vorher- 
gehenden offenbar  auch  in  diesem  Falle. 

HL  Es  seien  a,  a^y  o^,  03,  a^,...  beliebige,  dagegen  ^,  ^, 
a%y  9%9  ^4>"*  Grossen  von  einerlei  Vorzeichen.  Bezeichnen  wir 
nuo  die  kleinste  und  grüsste  unter  den  Grössen  a,  a|,  o^»  03, 
€14,...  respective  durch  a  und  y,  wobei  bemerkt  werden  mag,  dass, 
ivenn  die  Grossen  a,  Oi,  02,  eis»  04,...  sämmtlich  einander  gleich 
sind,  die  Grossen  a  und  y  mit  einander  und  mit  den  Grössen  a, 
^1»  ^>  039  a4>***  zusammenfallen;  so  sind,  insofern  wir  die  Null 
ials  dem  Bereiche  der  positiven  Grössen  angehörend  betrachten 
können,  sowohl  die  Differenzen 

a — «,    fli  —  a,    fl«~a,     Os  —  ">••• 
als  auch  die  Differenzen 


» •  • 


y-a,  r— «1»   y— o«»   y~«8 

sänimtlich  positiv,  und  da  nun  nach  der  Voraussetzung  die  Grössen 
^9  ^i>  92'  ^3'  94'-**  sämmtlich  einerlei  Vorzeichen  haben,  so  haben 
aach  die  sämmtlichen  Producte 

und 

(y— a)^,    (y  — «1)91,    (y  — «2)92»    (y— Ö8)(>s»-- 

einerlei  Vorzeichen.  Weil  nun  die  Summe  mehrerer  Grössen 
von  einerlei  Vorzeichen  immer  dasselbe  Vorzeichen  hat,  wie  diese 
Grössen,  so  haben  auch  die  Summen 

(a— a)^+(at— a)^i  +  (aa  — a)^a+(a8--a)^  +  ... 
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und 

also  die  Grossen 

und 

y(^  +  ^i  +^ft  +  ^s  +  -«-)— (a^  + «1^1 +a«ei  +  «8Ps +  •••)» 

daher  auch  die  Quotienten 

(gg  +  g|gi  •frqagg  +  fl8P3  +  '")"-«(g-|-gi  +fa-frg8-fr"-) 

?  +  Pi  +  P«+^  +  -- 
und 

y(g-l•gl-^g»+g8^•^'0^(gg^-g|g|'^<^g«+Q8g8^•"0 

also  die  Grossen 

^  +  ^i  +  e2  +  ^s  +  -- 
und 

^  P  +  ^i  +  ea  +  ^  +  -- 

gleiche  Vorzeichen. 

Wir  wollen  nun  zuerst  annehmen,  dass  keine  dieser  beiden 
GrSsseu  verschwinde;  dann  Ist,  well  diese  Grossen  einerlei  Vor- 
zeichen haben,  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zelehen 
auf  einander : 

ä 1 ä ä "~  ^  ^"» 

'         ^  +  ^ +e»+e8  +  **-      <   * 

gg+qigi  ^•g^^^•«8g8^•"^>.^ 
^+ft  +  e*+p8+-      <  ' 

„  <  gg+g^gl^^g^g«^•q8g8+*'>  <  ^. 
>     ^+^  +  (>.+e8  +  -..     >'' 

w^  4ber,  insofern  vorher  «  als  die  kleinste  von  den  beiden  Grossen 
«  wd  y  angenommen  worden  ist»  offenbar  aberall  bloss  die 
f^l^t^r^o  Zeichea  Gfiltlgfceit  haben  können,  weil,  wenii  die  unteren 
^A»»  geltes  seilten,  angensebeinlicb  y<«  sein  wlrde. 


also: 


folglich : 
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.  Ferner  wollen  wir  aonehmen,  da^ss  die  erste  der  beiden  obigen 
Grossen  verschwinde^  die  zweite  nicht  versehwinde.    Weil 


o 


gg -f  fl|  gl -f  «ag«  +  g»g8  -*• ' " 
g  +  gi  +  gft  +  g»  +  -- 

verschwindet,  dagegen 

tfg4-fl|gi+<^g«  +  q8g>-f -" 
^  g+gi+g«  +  g»+-- 

nicht  verschwindet,  so  können  die  Grössen  a  und  y  nicht  einander 
gleich  sein ;  und  da  nun  y  die  grössere  von  beiden  bezeichnet,  so 
mnss  nothwendig 

«g  +  «igi  +«sga -fr  «sPa  +  *"  V  0 
g  +  i?i  +  g«+g»  +  -- 
sein.    Afso  ist: 

gg-frgigi  -fr  ^agg -fr  ^sg»  "fr  ■" n 

■ r ;; ^  — -  CT  =5  U, 

g  +  gi+ga  +  gs+-- 


folglich : 


oder: 


gg  +  ^'lgl+gtgg  +  gsgs  -fr"-  ^  Q. 

^  g  +  gi  +  gi+gj-fr---  ' 


gg-frglgl  +  q«gfl'frg8g8  +  *"_ 

g  +  gi  +  ga  +  g8+-- 

gg-frglgl-fr««g>-frQ8g8+'"   ^ 

g+gl+g«+g8+-  ^' 


^__  ag4-a|gi-frqaga4-g8g8+  "  ^ 

g+gl+gl  +  g8+--  ^' 


Wenn  die  erste  der  beiden  obigen  Grössen  nicht  verschwin- 
h    ^et,  die  zweite  dagegen  verschwindet,  also 

gg  -fr  Q|gi  +  «aga  +  «aga  +  * "  1  ^ 
g+gi+ga+g8+-* 

nicht  verschwindet,  dagegen 

gg  +  «igi  -fr  HQ%  -fr  <'8g»  -fr  "  - 
'  g  +  gi  +  ga  +  g3+  •• 

verschwindet,  so  können  die  Grössen  a  und  y  nicht  einander 
gleich  sein;  und  da  nun  a  die  kleinere  von  beiden  bezeichnet,  s6 
"AQss  nothwendig 


d»2 
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^+^  +  e«  +  e»  +  -- 


—  «>0 


min.     Also  ist: 


folglicb : 


P+Pl  +  ^  +  ?3  +  --- 


->«, 


oder: 


Wenn  die  obigeo  Grosseo  beide  verschwinden»  also 


^  ^+Pl  +  P«  +  P3  +  - 


=  0i 


•• 


ist,  80  ist: 


o 


gg+glg|"frg^gg  +  g3g8  +  "*  _ 


^+^l+^«  +  ^8  +  "- 


=  y- 


Hiernach  kann  man  nuo  offenbar  im  Allgemeinen  sagen,  dass 
die  Grösse 

q  g  -f  ^1  gl + ggp« + ^8  P3  "♦• « " 

g  +  gl  +  g2  +  g8+-- 

nicht  kleiner  als  a  und  nicht  grösser  als  y,  also  nicht  kleiner  als 
die  kleinste  und  nicht  grösser  als  die  grösste  unter  den  Grossen 
a»  ^u  o^  ^s»  04,...  ist. 

Jede  Grösse»  welche  nicht  kleiner  als  die  kleinste  und  nicht 
grösser  als  die  grösste  unter  mehreren  Grössen  in  beliebiger  An- 
zahl ist,  nennt  man  eine  Mittelgrösse  zwischen  diesen  letzteren 
Grössen;  daher  kann  man  nach  dem  Vorhergehenden  den  feigen- 
den wichtigen  Satz  aussprechen: 


i_ 


f 
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Wenn  a/ a|,  o«,  O),  04,...  beliebige»  dagegen  q^  Qi^  Q%» 
^,^4,...  Grossen  von  einerlei  Vorzeichen  sind,  so  ist 
die  Grosse 

g^  -fr  «iPi  +  gaPg  +  ^'sg»  "^  "  ■ 

.  jederzeit  eine  Mittelgrosse   zwischen  den   Grossen   a, 
^if  ^  o^p  a«.*-*;  was  man  auch  in  der  Kürze  durch 

gg  -fr  OiQi  -fr gäC>«  +  «sga  +  " *  -_  af/^    „     „     »  \ 

Q  +  Qi  +  ih+Qz  +  '-       ""^^'''  "^'"^^  "*''  •'•^ 

zo  bezeichnen  pflegt,  so  dass  also  auch 

ap+a,^i+aa^+aa^8+...  =  (^  +  ^-frp«-fr^8  +  ...)^-(ö*Oi»fl«>a8>-) 
ist. 

§.  2. 

Der  Flächeninhalt  eines  beliebigen  Tierecks,  dessen  Seiten 
sieb  nicht  durchkreuzen,  kann  allgemein  durch  drei  seiner  Seiten 
Qod  seine  beiden  dazwischen  liegenden  Winkel  ausgedruckt  werden. 

Wenn  nämlich  die  rechtwinkligen  Coordinaten  der  Ecken 

Alf     A%f      -^39     iS49***»      An 

eines  beliebigen  Vielecks  von  n  Seiten,  dessen  Seiten  sich  nir- 
gends durchkreuzen,  durch 

^i>  Vij   ^ft>  3^2;  ^8»  yz9   ^4»  y*;«-;  ^«»>  yn 

ond  sein  Flächeninhalt  durch  J  bezeichnet  werden;  so  ist  be- 
icanotlich  *}  in  völliger  Aligemeinheit: 

u.  s.  w. 

♦ 

iodem  man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt,  jenachdem 
man  sich,  um  den  Umfang  des  Vielecks  nach  der  Ordnung  der 
Ecken  Ali  A^,  A^,  il^,...,  An  zu  durchlaufen,   in  gleichem  oder 


•)  M.  8.  Archiv  ThI.  XXiVIlI.  S.  177. 
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ungleichem  Sinne  mit  der  Bewegeng  von  dem  positiren  Tbeile 
der  Axe  der  x  an  durch  den  Coordinatenwinicel  (xy)  hindurch  nach 
dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y   bin    bewegen  mnsa.    Be* 
zeichnen  wir  nun  drei  gegebene ,  Seiten  eines  Vierecks  durch  6» 
a»  c,  wo  a  zwischen  b  und  c  liegen   soll»  und  die  beiden  von  a 
und  6,  und  von  a  und  c  eingeschlossenen  Winkel  respective  durch 
{ab)  und  {ac)\  so  kann  der  Ausdruck  för  den  Flächeninhalt  des 
Vierecks  durch  diese  Elemente  aus  dem  obigen  allgemeinen  Aus» 
drucke  ffir  den  Flächeninhalt  eines. jeden  Vielecks  auf  folgende 
Art  abgeleitet  werden.    Die  an  die  beiden  Seiten  6  und  c  stos- 
senden  Endpunkte  der  Seite  a  bezeichne  man  durch  B  und  C> 
and  die  beiden  anderen  Endpunkte  der  Seiten  6  und  c  durch  B' 
und  C.    Nehmen  wir  dann  B  als  den  Anfang  und  BC  als  den 
positiven  Theil  der  Axe  der  x  eines  rechtwinkligen  Coordinateu- 
systems  der  xy  an,  den  positiven  Theil  der  Axe  der  y  aber  von 
der  Seite  a  an  nach  dem  inneren  Räume  des  Vierecks ,   dessen 
Seiten  bekanntlich  als  sich  nicht  durchkreuzend  angenommen  wer- 
den, hin;  so  sind  offenbar  die  Coordinaten  der  Punkte  * 

Ä,    C.    C,    B' 

beziehungsweise : 

0,0;    a,  0;    a — ecos(ac),  csin(ae);    6co8(a6),  6sin(a6); 

und  nach  der  obigen  allgemeinen  Formel  ist  also,  wenn  man: 

a?i=0,  yi=0; 

x^  =  a,  ^2  =  0; 

x^  =  a — ccos(ac),     y^  =  esin(ae); 

x^^^b  cos  {ab)y  y^:=zb  sin  {ab) 

setzt,  und,  wie  es  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  erfor- 
derlich ist,  im  Obigen  die  oberen  Zeichen  nimmt: 

2J  =  — 0.{6sin(a6)— 0} 

—  a.{0 — csin(ac)} 

—  [a — ccos(ac)l{0 — b%\n{ab)\ 

—  6  cos  (a6).{c  sin  (oc) — 0}, 

also,  wie  sich  hieraus  leicht  ergiebt: 

2J=  6{a~ccos(ac)}sin(a6)-f  c{a  — 6cos(a6)}sin(ae), 
oder: 
2  J=  b\a  sin  {ab)  —  c  cos  {ab)  sin  {ac)\  -K  ctasin  {ac) — 6cos  {ac)  8in(a6)), 


eiemeniar -mathematischer  Entwtckelunß,  395 

oder: 

2«/  =z  ah  An  {ab)  -\-  ac  sin  (ac)  —>6esiD  {{ab)  -f  {ac)\. 

Ohne  auf  die  obige  allgemeine  Formel  von  den  Vielecken 
zorfickzogeben  ^  kann  man  in  elementarerer  Weise  diese  Formel 
auch  leicht  ans  der  Betrachtung  einer  Figur  ableiten. 

h  Flg.  l.  Ist  nämlich: 

abAu{ab)  =  2C^BCB\ 
acün{ac)  =  2^BCC', 

{v — u)  {v' — u')  sin  (1800  +  n) 
beeln  {{ab)  +  {ac)}  =  {  oder 

(u— t?)  (u' — ©')  sin  (180<>-  m) 

—  (u—  t){u'  —  «O^in  m 

oder 
+  (tt — v){u' — t>')sin  fi> 

— -  nu'  Binm — vv'  sin  m  -)-  ut>'  sin  m  -f  t't^'  sin  o» 

oder 
-f-  tm'sin  0)  -|-  vv'  sin  »  — uo'  sin  » — ütf'sin  co 

— 2ABOC-2AÄ'OC'+2AÄOC'  +  2AÄ'OC 

oder 
+  2AÄOC+2A»'OC'-2ABOC'-2AB'OC. 

Also  ist: 

ab  sm  (ab) -i-ae  Bin  (ae) — be8\a\(ab)-i-(ae)] 

+  2^BCC'  l  +2^BCC' 

+  2AÄOC  _j  —I^BOC 

+  2AÄ'0C  ~j  -2ziÄ'0C' 

— 2AB0C'  I  +2ABOC' 

-  2AB' OC  \  +2AÄ'0C 
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+  2ABCC' 
+2AB0C 
+ 2AÄOC 
+  2BCB'C' 

— 2AÄCC' 
— 2AÄ0C 


oder      = 


2AÄCB' 
+  2ABCC' 
~2AÄOC 
— 2AÄOC 
+  2ßCÄ'C' 
+2A^OC 
— 2A^CC' 
+  2AÄOC 
^2£ißCB' 


folglicfi  allgemein: 

2ßCß'C'  =  ab sin{ab)  +  ac sin  (ac)  —  bc8iD  {(ab)  +  (ac)\. 
Für  Vierecke  mit  sich  durchkreuzeoden  Seiten  wie  in  Flg.  2. 

a6sin(a6)  =  2AÄCÄ', 
ac8in(ac)  =  2^BCC*, 

bc  sin  { (aÄ)  +  {ac)]  =  öcsin  co 

=  (tt  + 1?)  (tt' + ©0  «in  üo 

=2  mm'  sin  (0  +  vv^  sin  (o  +  tir'  sin  (o  +  rw'  sin  q 

=  2AßOC  +  2Afi'OC'+2AßOC'  +  2AÄ'OC, 


ist: 


also: 


aÄ  sin  {ab)  4-  ac  sin  {ac) — 6csin  { {ab)  +  (ac) } 

2C^BCB' 
+  2AÄCC' 
— 2AßO<7 
--2AÄ'0C; 
— 2AßOC' 
— 2Aß'OC 

2AÄOC 

+  2Aß'0C 

+2AÄOC 

+  2AÄOC' 

— 2AiBOC 

— 2Aß'0C' 

— 2AßOC' 

— 2AB'OC 

=  2ABOC-2AÄ'OC'  =  2(AÄOC-AÄ'OC'). 


i 

1 


r  ■    " 

t 
t 
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Hiernach  ist  also  für  ein  Viereck  mit  sich  nicht  durchkreu- 
zenden Seiten: 

ab  sin  {ab)  +  ac  sin  (ac)  —  öcsin  { {ab)  +  {ac) } 

2(AB'OC'— AÄOC) 

oder 

2(AÄ0C— Afi'OC); 

für  ein  Viereck  mit  sich  durchkreuzenden  Seiten  ist  dagegen : 
ab  sin  («6)  +  ac  sin  (ac)  —  bc  sin  { (a6)  +  (ac)\ 


§.3. 

Dm  den  Mittelpunkt  O  (Fig.  3.  —  Fig.  6.)  denken  wir  uns 
mit  dem  gegebenen  Halbmesser  R  einen  Kreis  beschrieben^  neh- 
meD  in  dessen  Peripherie  einen  Punkt  A  an»  und  ziehen  den 
Halbmesser  OA,  welchen  wir  hierauf  von  OA  an  eine  Drehung 
am  den  180^  nicht  übersteigenden  Winkel  AGB  erleiden  lassen» 
und  uns  dadurch  in  die  Lage  OB  fibergefuhrt  denken.  Jenacbdem 
die  Drehung  des  Halbmessers  von  OA  an  nach  der  rechten  oder 
(nken  Seite*)  hin  erfolgt  ist,  betrachten  wir  den  Winkel  AOB 
ils  positiv  oder  negativ»  und  bezeichnen  den»  diesen  Winkel  mes- 
senden mit  demselben  Zeichen  wie  den  Winkel  genommenen 
Kreisbogen  in  einem  mit  der  Einheit  als  Halbmesser  beschriebenen 
Kreise  durch  tp.  Nun  ziehen  wir  die  Sehne  AB,  und  beschreiben 
über  derselben  als  Grundlinie  ein  Parallelogramm  ABCD,  dessen 
durch  A  und  B  gehende  einander  parallele  Seiten  AC  und  BD 
die  gegebene  Länge  r  haben.  Dem  Flächeninhalte  dieses  Paral- 
lelogramms geben  wir  mit  q>  gleiches  oder  ungleiches  Vorzeichen» 
jenacbdem  es  mit  dem  Mittelpunkte  O  des  mit  dem  Halbmesser 
R  beschriebenen  Kreises  auf  verschiedenen  Seiten  oder  auf  der- 
selben Seite  der  Sehne  AB  liegt.  Ferner  lassen  wir  die  Seite 
\  BD  des  Parallelogramms  ABCD  um  B  eine  Drehung  erleiden, 
wodurch  dieselbe  in  die  Lage  BE  kommt»  und»  wenn  DE  gezogen 
wird»  das  gleichschenklige  Dreieck  DBE  entsteht»  dessen  Flächen- 
inhalt wir  als  positiv  oder  negativ  betrachten,  jenacbdem  die  Dre- 
hang  von  BD  um  B  in  gleichem  oder  ungleichem  Sinne  mit  der 


*)  Selbstverständlich  kann  man  diese  Seiten  auch  mit  einander  ver- 
vechneln;  nur  die  Betrachtung  der  Figuren  erforderte  eine  sutc^he  be- 
*tiiDinte  Aunabiue  wie  oben. 
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Drehung  von  OA  um  O  nach  der  rechten  Seite  hin  erfolgt  ist. 
Die  Winkel,  welche  die  Linien  AC  und  BE  beziehungsweise  mit 
den  Halbmessern  AO  und  BO  des  mit  dem  Halbmesser  R  am 
O  beschriebenen  Kreises  einschliessen,  zählen  wir  Ton  diesen 
Halbmessern  an  stets  nach  der  rechten  Seite  hin  von  0  bis  360", 
und  bezeichnen  die,  dieselben  messenden  Kreisbogen  in  einein 
mit  der  Einheit  als  Halbmesser  beschriebenen  Kreise  beziehungs- 
weise durch  Ol  und  «>|.  Endlich  ziehen  wir  noch  die  Linie  CE, 
wodurch  das  Viereck  ABCE  entsteht,  dessen  Flächeninhalte  wir 
stets  mit  dem  Parallelogramme  AB  CD  gleiches  Vorzeichen  bei- 
legen. Die  mit  den  ihnen  nach  dem  Vorhergehenden  zukommen- 
den Vorzeichen  genommenen  Flächeninhalte  des  Parallelogramms 
ABCD,  des  Dreiecks  DBE  und  des  Vierecks  ABCE  werden 
wir  im  Folgenden  beziehungsweise  durch  P,  ^,   V  bezeichnen. 

In  dem  in  Fig.  3.  dargestellten  Falle  ist.  offenbar,  wenn  wir 
die  Winkel  immer  durch  ihre  Bogenmaasse  ausdrficken',  und  die 
oberen  und  unteren  Zeichen  im  Folgenden  stets  beziehungsweise 
dem  ersten  und  zweiten  Tbeile  der  betreffenden  Figur  entspredieQ 
lassen: 

AB=z1R»m\(p', 

Z.  BAC  =  cw  -  (iÄ  -  i9)  =  ß,  +  iqi  — 4», 
^ABD  =  «— (w  +  iip-in)  =  4«— (ß,  +  Jy), 
^ABE  =  2»— wi  —(i^— J9)  =  {«— (ce^i  —4g?). 

^Z>Ä£=  ±(cri-.(»i+g?).  j 

I 

Also  ist: 

P  =  2rÄ  sin49>8in((u  +  ^g> — in)  =  —  2rR  81049  cos  («t-Kl^)' 
±2A  =  r«sin{±(w— Wi+9)},    2^  =  r«sin(w— »i  +  9)); 

rund  nach  §•  2.  ist: 

2  F  =       r  {2ßsin  49>— rcos  (in — (»i  — 4?>))}  «»d  (o»  -K  49  "4^) 
+  r  {2ßsin  iq> — r cos  («w  +  49  —  4^) }  sin  {\n  —  (wg  — l(p})t 
also: 

2F  =  —  r{2ß8in49-t-rsin(ai| — l(p)}cos(w  +49) 
—  r  {2/?sin49— rsin(<v<f  49)}co8(<»i~49)> 
oder: 


',».— d 


^-   ■  '' \. '  '  *" 
'  ■  '  y.'  '.'' 
.■  '','■'-*'•'  ^ 

\'  •-'■"  '.'  > ' 
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2F=  r*8in(ctf  -wi  +  g))  -2rßsml(p  {cos(w  + Jg>)  +co8(«i  — 49>)i 
=  r*8iD(ctf— «»1  +9)— 4rÄ8ini9Cos4(w+cüj)co8i(a»-— cwj  +  g)). 

In  dem  in  Fig.  4.  dargeatellteo  Falle  ist: 

^J?  =  — 2Ä8iDi«p; 

Zil^£  =  «i  —(4«  +  4g>)  =  wi— i<p  -  i«. 
±^DßE  =  (wi  — 49>  —  4»)— (w  +49  —  i»)  =  "»i  — w— 9>» 

Also  ist: 

-  P=— 2rÄsin4g)8in{4»— (w+4g))},  P=— 2rÄsio49)C08(a»+49), 
i:2^=r«8in{T(o'-c«»j  +  g>)},  2A=r«8in(w— ^i  +9); 

und  nach  §.  2.  ist: 

-2F=      r{— 2Äsin49  — rcos(5«  — (a»  +  49))}9»n(«i— iV  —  i») 

+  r{— 2Äsin49— rco8(«i  — 49>  — i»>^)}s*n(4"^""(^  +  i9))^ 
also: 

2F  =  —  r  {2Ä8iD49)  — r8in(w  +  49)}  cosK  —  4^) 

—  r{2Ä8in4g)+r8in(wi  — 49>)}co«(''^+49>)» 

oder: 

2  F  =  r«8iD  (0»  —  aij  +  g))  —  2r  Ä  sin  4qp  { cos  (oi  +  4g>)  +  cos  (a»i  —  49)} 

=  r*  sin  (a» — wj  +  9)  —  4r  Ä  sin  49  cos  \(o»  +  «i )  cos  4(<w  ~  »^  +  9)- 
In  dem  in  Fig.  5.  dargestellten  Falle  i^: 

^^  =  2/2  sin  49; 

^  Äi4C  =  2nj— 0»  +  (4»— 49)  =  i«  —  (<«  +  iv)* 

^i4Ä/>=  jr-U«-(«'+49>)}  =«  +  49  — l"J» 
j^ABE  ==  475— 4g)— (2»  — wi)  =  aij— 4g)— 4«, 
±ZJ)BE—  K— 49  — i7r)-(c»  +  49  — i»)  =  ß'i— 0»  — 9, 
^/>Ä£=+(w-«i+g)). 

Also  ist: 

-  P=2rßsin4«psin{|jr  — (ö»  +  49)}»  P=— 2rß8in4g)cos(a» +  49), 
T2A=rVm{T(«'-«'i+9)}»  2A=r«sin(w- 0,1+ 9); 
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und  nach  $.  2.  ist: 

— 2F=    r{2A8in^  —  rcos{in — {•»'\'\fp))\sw{^ — \q> — |») 

also: 

—  r{2l28Ui49-|-r8iii(o»| — v9)}co6((tf-f  ^), 
oder: 

2F=  r*8iii(ö» — (Ol  +  9>) — 2rÄ8in4^{co8(w  +  iy)  +  cos(afi  — 4g>)} 

In  dem  in  Fig.  6.  dargestellten  Falle  ist: 

i4Ä  =  — 2Ä8in4^; 
Z.BÄC  =  4»  +  i9  — (2jr— o»)  =  «+»9  — |ä, 
^ilÄZ)  =  »  — (« +  ig)— i^r)  =  iw  —  (ft,  +  ig>), 
^ABE=:in  +  lq)-i-2n — o»!  =  |ä — («»1— i9>)» 

Z.DBE  =  ±  («— «j  +  9). 
Also  ist: 

P=  — 2ri2sini9)8iD(ai-|- J9)  —  5'*)= — 2r/2sini^cos(ai  \  4g>), 
db2A  =  r*sin{±(» — ct>i  +  9>)}>  2A=r*sin(« — «,  +9); 

und  nach  §.  2.  ist: 

2F=      r{ — 2i28iD|9 — rcos(a»-f  |g> — \7^\%\Vk{\n — (an  —  ig))) 
+  r  {— 2Äsioig)— r  cosö^— (wj  — i^))}  sie («  +  49  —  |ä), 
also: 

2  F  ==  —  r  {2/2  sin  ^9  —  r  sio  (o>  -f  ^9)}  cos  (w|  — iy) 
—  r  {2i2sini9>  -fr  8in(ctf|  —  i^)}  co8(a»  +  ^9), 
oder: 

2  F  =  r*sin(tt» — wx  +  9)  —  2r/2sinig>  {cos(a>  +  iy)  +  cos(tt»x  —  ig>)} 
=5  r*sin  (w  —  ö*i  +  9)  — 4r/?sin  j^cos  1(0»  +  «»i)  cos  4  (w —  ai^  -|-  ^). 

Hiernach  hat  man  die  ganz  allgemein  gültigen  GieichuDgen; 

P= — 2ri2sini9>co8(c»-f-i9))^ 
2A  =       r*sin(iu — <w,  -f  g>) 
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und: 

2Fsr'8in(Qi  —  an  +g>)  —  2rß  sini9){cos(Q>-f  i9))  +  cosC<«'i— i^)}» 

ao8  denen  sich  auf  der  Stelle  die  ganz  allgemein  gültige  Glei- 

cboBg: 

(P+  A)  —  F  =  rßsin|9?  {co8(q>i  —  \^) — cos  (w  -f  ^g?)} 
oder : 

(P+^~"  F=  2rÄsini9)sini(cö  +  a»i)8ini(cw~ö>,  +g>) 
ergiebt. 

.  Aq8  diesen  Gleicbangen  wollen  vi^ir  nun  einige  Sätze  ableiten» 
aaf  denen  die  Theorie  des  Polarplanimeters  lediglich  beruhet,  und 
die  anmittelbar  zi|  derselben  fuhren. 


Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  der  Halbmesser  OA  nach 
einer  gewissen  Seite  hin  einen  beliebigen,  aber  bestimmten  Winkel 
^  beschrieben  habe.  Diesen  Winkel  theilen  wir^  wenn  n  eine 
positive  ganze  Zahl  bezeichnet,  in  n  gleiche  Theile,  und  setzen 
itt  Kurze  wegen : 

a> 

—  =  9, 

wo  n  jedenfalls  so  gross  genommen  gedacht  werden  soll,   dass 

der  absolute  Werth  von  q>  nicht  grösser  als  n  ist.  Für  einen 
\  jeden  dieser  durch'  q>  bezeichneten  Theile  machen  wir  eine  der 
,  im  vorhergehenden   Paragraphen    ausgeführten  Construction  ganz 

analoge  Construction,  aber  in  solcher  Weise,  dass  alle  diese  ein- 
'  zelnen  Constructiouen  sich  in  stetiger  Folge  an  einander  an- 
'  schliessen,  so  dass  also,  wenn  die  dem  ersten  der  Winkel  q>  ent- 
)  sprechende  Construction  von   der  Geraden  AC  ausgeht,  die  dem 

zweiten  der  Winkel  (p  entsprechende  Construction  von  der  Geraden 
f  BE  ihren  Ausgang  zu  nehmen  hat,  und  so  fort  für  alle  Winkel  q> 
\  bis  zu  Ende.    Dadurch  ergiebt  sich  eine  Reihe  von  Winkeln 

a>,     a>|,     CD2»     fl>39***9  fl>fi9 

welche  den  im  vorhergehenden  Paragraphen  durch  ai,  w^  bezeich- 
neten Winkeln  analog  sind,  so  dass  nämlich  diesen  Winkeln  nach 
'  und  nach  die  Winkel 

OD,  floi;     cö,,  «j;     002,  ö)s;    «'s»  «45-';     «^-i»  ^n 
Theil  LI.  •  26 
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eotsprecbeB.  Nm  mber  lege«  wir  aHen  unsereo  folgendeo  Be- 
trachtvni;««  die  Voriaggetamg  zu  Grande,  dass  wir  za  der  An- 
Babnie  berecfct^  sind,  dass  ifiese  Wiokel,  wenn  wir  n  ins  Cn> 
eodCelM  wachoen  kssea,  iMaer  f^ennner  and  genaner  in  stetiger 
Folge  fertschreitea»  und  dass  aoeserdem ,  wie  auch  n  sich  ändere 
möge,  die  Winicel  «»  m^  imoier  dieselbe  Grosse  bebalten,  in  wel- 
cher* Rficksicht  wir  dieselben  \m  Folgenden  auch  durch  4d,  ^ 
bezeichnen  werden,  wo  also  »,  SL  von  n  nicht  abhängen.  Die 
Werthe  der  im  ▼erhergehenden  Paragraphen  durch 

bezeichneten  Grössen  werden  wir  im  Folgenden  für  die  einzelnen 
anf  einander  folgenden  Winkel  fp  nach  der  Reihe  heziehongsweise 
durch 

«l»       «t»        *J»       «4»»»»»       «■» 

At»    A»    As9   A«»..-,    A«; 

W\%       W^       '%»       ''4»»-»»       ^^ 


bezeichnea. 


§.5. 


Unter  den  Im  vorhergehenden  Paragraphen  gemachten  Vor- 
ait&setznngen  wollen  wir  nnn  znerst  die  Summe 

-S{(P+A)-F} 

der  im  Allgemeinen  durch  (P-|~  A) —  F  zu  bezeichnenden  Grössen  . 
einer  genauen  Betrachtung  unterwerfen,  indem  wir  insbesondere 
uotersuchea  werden,  ob  diese  Summe  sich,  wenn  n  in's  Unend- 
liche wächst,  einer  bestimmten  Gränze  nähert,  und  welches,  in- 
sofern dies  der  Fall  ist,  diese  Gränze  ist 


Nach  $.  3l  ist: 

yPy  +  Ai)—  Fl  =rÄsin49{co8(«ii  — 49)~cos(«  +  i9)){, 
kP%\  A^  -  F,  =  rÄsin49{co8K-|9)— cosK  +49)!, 
aPj  +  A^— F,  ==  rÄ6in4^  {cos(«,— i9)-.cos(a.,  +  iy)}, 

u«     s.    w. 

/\+A0—  F,=  ri8sin49{«<w5(<»»^M9)— <»s(««-i  +  {9)}; 
i:ju»  '%eaa  man  addirt,  wie  man  felglkh  übersieht: 


I 
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-     .     ,      (   2(8111  •»!    i-  8Ult»s  -f  6inc*s-f  ....-|-8IOc»».l)8lllte  ^ 
l  — C0S(t»  +  i9)  +  C08(««  — i9)    ) 

folglich : 

sint»! -|-8ini»s-|-8inc»3 +... -|- 810  tti«.i    .     O 
O  i —  s>n  5— 

«»?  \  ""  ^" 


O 


cos  (»  +  ^         CO8  (Ä  —  ^) 


2"  ( ^— +      2« 

Nqd  i8t  aber  der  absofote  Werfh  der  Summe 

offenbar  niemals  grSsser  als  n — I,  nod  mao  kann  also,  wenn  e 
eine  gewisse  positive  oder  negative»  absolut  genommen  die  Ein- 
heit nicht  übersteigende  Grosse  bezeichnet»  jederzeit 

sinoij  -|-8inQ»2-|-siBQ^-|-...-f  sintt»»—!  =  (n  ~  ])f» 

folglich  nach  dem  Obigen: 

t 

=,,ß<p_^j(,  _),«.,„_ _ + _ } 

2ii 

setzen.  Lässt  man  jetzt  n  hi's  Unendtlche  wachsen^  $0  nähern 
die  Grossen 

(l--)«8in2j-.     ä^i .     2;; 

sich  offenbar  sämmtlich  der  Null;  also  nähert  auch  die  Grösse 

j  ^      cos(ia+2^)     cos(Ä-2;^) 

(^  -  n^*-«*"^  a^i %i —  +  — Si — 

sich  der  Null;  nach  {4  1.  II.  nähert  die  Grosee 

26* 


'  *         -^J 


51  •'^     "jt    :9! 


iz  also  Bähefft 


6i 


•a   -a  'leai  i«»ii 


fufatt: 


hcu9<tttUt>«^  n    ist 


--     i     ~~  *   •   — —  tx» 


.  ^  '.-MM    Utes«    ur 


au 


der 
einer 
untere 
liehe  \ 
sofern 

(.Pt+ 

XP,  +  - 


<iaivu*  — *»J»  T  ^  '» 


3*         *▼. 


O  0S(  Oa2^-<%H'»+€0«<flli,--j  — Ä)} 

-  «3)+ .  f  »Hi{fiN-i— Ä)| 


.    <» 
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Q'  =  {8iD(o»— o>i)-|-siD(a>|— oi^)-f8iD  (cdj— oflä)+..+8in  (©n-i— ä)  }co8--- 
setzeo: 

Weil 

cos(c»  — coi)      =1— 28ini(a) — ö>i)*, 

COS(0>|  — OO^       =  1— 26iDi(fl9i— co^*, 
C08((ü>2  — G%)        =  1  —  2  8in  4(00^  —  00^)*, 

U.    8.    W. 

co6(o>ii*i  —  Sl)  =  1— 28in4(a>fi~i  — 1^)* 

ist;  80  ist: 

I 

Q=  itsin- 
n 


I  ^ 

I    Q=  nsin 


*         — 2{siD  J(©— a)i)*+sin4(ü()i  —  ea2)*-f . ..  -|-8lni  (a>n-i  —  ä)*}  sin 


n 


8in  — 


n 

— 2{siD4(a)— G)i)*+sini((»i— a)2)*+*.  .+8io4(G)fi— 1  — Ä)*j  sin  — . 

Weil  die  n  Grössen 

^  ^  ^  ^ 

sin — ,    sin — ,    sin — ,..,,    sin  — 

n  n  n       '  n 

sämmtlich   einerlei  Vorzeichen    haben,    so    ist    nach    dem   Satze 
$.  1.  III.: 

{sin4(io— io,)*+sini(a)i— öi£)*+...+sini(a)«-i  — iJl)«}  sin  — 
=      sini(oi>— a)|)^sin — hsin|(a>|  —  a>2)*8in — |- 


+  sint^coü.!— i$l)^sin  — 
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* 

sich  der  Einheit^  nnd  die  Grosse  rRO  ist  coDstant;  also  nfibert 
sich,  wenn  n  io's  Unendliche  wächst»  offenbar  die  Somme 

-S{(P+A)-FJ 

der  Null  als  ihrer  Gränze«  was  za  dem  folgenden  Satz^  ßihrt : 

Lehrsatz. 
F6r  ein  in's  Unendliche  wachsendes  n  ist 

Lini-S{(P+A)-F}=0. 


§.6. 

Ferner  wollen  wir  nntersnchen  ob  fOr  ein  in's  Unendliche 
wachsendes  n  aach  die  Samme  ^A  der  im  Aligemeinen  darcb  ^ 
zn  bezeichnenden  Grossen  sich  einer  bestimmten  Gräoze  nähert, 
und,  wenn  dies  der  Fall  ist,  zugleich  diese  Gränze  selbst  be- 
stimmen. 

Nach  §.  3.  ist: 

Ai  =  4r«  sin  (ö>  — 0D|  +— ), 

Aa  =  *»•*  sin(a)i  —  wj  +  — ), 

As  =  ir>sin(a>B  -  (0^  4-^)* 
u«    s.    w. 

\n  =  4r«sin(»«-.i  —  Ä  +  --) ; 

n 

also: 

=   ir«{cos(w~a)i)+cos(a)i— a>a)+cos(ia2— a)a)+..+cos(<ö«-i--Ä)}siö— 

+4r*{sin(a>-C0|)+sin(a)i— wJ+sin(a^--aä)+..+sin(co«-.i~a)Jco8--» 

11 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen: 
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Q  =  {cos(a)— a)i)+cos(c9i— ca^+cos(iat  -ö)8)+-+«<>s(^-i'~'^)  l^'^'ST' 

setzeo: 

2:A=4r»(Ö+Ö'). 

Weil 

cos(i»— »i)  =  1— 28in4(w— cDi)*, 
cos(a)i  — ofl^  =  1— 28inJ(ö)i— c»b)*, 
cos  ((02  — 0%)      =  1—2  sin  4(00^  —  0^)*, 

U.    8.    W. 

COS  (wn-i  —  Ä)  =  1  —2  sin  4  (con-i  —  Ä)* 

ist;  so  ist: 

O 
Q=  nsio  — 

—2{sini((ö-a)i)«+ sin  4(0)1  —  Wj)«+ . ..  +sin4  (a>«-i  -  Ä)*}  sin  — 
=    0  - 


— 2{sin4(©-G)i)«+sin4((»i— co2)H...+sin4(o>»--i--'^)*is'n^- 
Weil  die  n  Grossen 

sin-,    sin-,    sin-,...,    sin- 

sämmtlich   einerlei  Vorzeichen    haben,    so    ist    nach   dem   Satze 
§.   1.  III.: 

{sinKca— fl),)«+sin4(a)i  — 0)a)«  +  ...+sin4(©«-.l-lJl)«}sin  — 
=       sin4(»— a>i)*sin—  +sin4(o)i  -cö2)«sin—  + 


+  sin4(©«-i— Ä)«sin  — 
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Q            O  O  O 

=       {sin  — ^  8in h  ain  — h . . .  +  sin  —4 


SID 


n 


Lässt  man  nun  n  in's  Unendliche  wachsen,  so  ist  njich  dem  Satze 
§.  1.  IL: 

sin  — 
Lim 0^  =  1- 

n 

Ferner  nähern  nach  den  in  {.  4.  gemachten  Voraussetzungen  sich 
offenbar  die  Grossen 

sinJCö — Wj)*,  sinJCwi-^c^)*,  sini(iaa — fi%)*,f..,  sini(co»-.i  — Ä)* 

sämmtlich  der  Null,  und  es  ist  also  augenscheinlich  auch 

Limillf{sin^((»— C0|)^,  sin^^^i — Oft)**"-»  ßini(a?a-i — Ä)*}=0. 

Weil  nun   9  eine   endliche  vuHig   bestimmte  Grosse  ist,    so  ist 
nach  dem  Vorstehenden  offenbar  auch: 

Lira.{sini(üo— a)i)HsinJ(a)i— aisj)*+...+sini(o)ii-i— Ä)*}  sin  -—  =  0. 

w 

Folglich  ist  nach  dem  Obigen: 

Limö=  a>. 1—2.0,    also    Lime=a>. 

Nach  dem  Obigen  ist: 

Q'={sin((i9-G9i)-|-sin(q9i— fi)a)-('siD(o)2— tt^H-**-f  sin(c9«.i  —  Ä)}  cos— i 

n 

und    folglich    für  ein   in's   Unendliche  wachsendes   n,   well   unter 
dieser  Voraussetzung 


0 
Lim  cos  —  =1 
n 


ist : 


LimQ'  =  Lim  {sin((o— a)|)  +  sio(ci)4—  o)«) -^  . . . -f  sin  (con^i  —  Sl)\ 
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insofern  es  nSinlich  eine  Gränze  von 
8io(a>— o>|)  +  sin  (wi  —  wi)  +  sin  (wj — w^)  + . ..  +  sin  ((On^i     Ä) 

f?irklich  giebt.     Es  ist  aber; 

« 

sin  (© — i»i)  +  sin  (ooi — ta^  +  sin  (öj  —  Wg)  +  •  •  •  +  sin  (on-i  — Ä) 

sin(w  — ©i) 

=         (cO  — «Ol) 

sin(Q}i— eoa) 
+  (".-%)      fo,-ai, 

U.      8.      W. 

I  /  ^,  sin(on~i— «Q) 

und  haben  non 

00  —  C0|  ,      fl5|  —  CO2  9     02  *■"  ^Og  ,  .  .  •  ,    GOn— 1  "•  "ß 

sämmtlich  gleiche  Vorzeichen,  so  ist  nach  dem  Satze  §.  1.  III. : 

sin  (a> —  Wi)  +  sin  (ooi  —  w^  +  sin  («»2 — »a) + . . . + sin  (a)».!  — Sl) 

=      {(w— ö)i)  +  («»1  — ß)a)  +  (C02— «3)  +•••  +  («n-i  — iß)} 

--(sin(c9— Ol)     sin(iO|~G02)     sin(G)2 — o>s)         sin((On-i — «ß)) 
(      «ö— coi  a)|— 0)^  <'i>2~~<^  «»«--1 — •5*     ) 

also : 

sin  (w — ©i)  +  sin  («»i  —  od^)  +  sin  (caa—  ^^'s)  +  •  •  •  +  ^^i**  (o>n— 1 — «ß) 
_/       ^.  '    |sin(a)— «»i)  sinCflOi— oia)  sin(c»a— 03)       sin(i»«_iT-Ä)| 

Wenn  nnn  n  in's  Unendliche  wächst,  so  nähern  nach  den  in  $.  4. 
gemachten  Voraussetzungen  die  Grössen 

^ich  sämmtlich  der  Null,  also  nach  dem  Satze  §.  1.  11.  die  Grossen 
8ip(co— cot)      sin(a)|--o^)      sin'(ci>g — 00^)  sln(a)n_i  — ü) 

00 — G9,       *  ©1 — ©2  «02 — %  ©n— 1— ii 

sich  sämmtlich  der  Einheit,  und  es  ist  also  offenbar  auch: 
limitf  K'"^"^"~°^'^    ^''"(<^i— <»a)   sin  (©2— ©3)        sin(©n-i— .ß)^  _ 

\     © — ©i       '        ©I — ©2      '        (D2 — ©s      '*  *        ©n-l— Ä      )  • 
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also  nach  dem  Obigen: 

Lim  {sin (co—  Oi) -t-sio (ß>i  — «^  +  «in(cöa — ax^)  + .. .  -|-6ln(oHi-i-- ^)| 

=  (od — ü).  1  =r  ta—Slf 

folglich  nach  dem  Obigeo:  • 

Lim  Q'  =  09 —  Ä. 
Für  jetzt  gilt  dies  nur  unter  der  Vorauseetznng,  dass  die  Grössen 

sämmtlicb  gleiche  Vorzeichen  haben,  oder  dass  die  Winkel 

stets  wachsen  oder  stets  abnehmen.    Weon  aber  diese  Voraus- 
setzung nicht  erfüllt  ist,   so   wird  man   sich  doch  das   Intervailj 
00....^  immer  in  eine  endliche  Anzahl  von  Intervallen »  etwa  ii 
die  vier  Intervalle 

G9...(i>  f      CO    ...CO^y      Oi>.*..fii)  9      00    ...ic 

X  X  A  A  fJL  /Ji 

getheilt  denken  kunnen,  in  deren  jedem  die  betreffenden  Winkel  eol 
weder  stets  wachsen  oder  stets  abnehmen,  also  die  In  Rede  steheod< 
Voraussetzung  erfüllt  ist.  Bezeichnen  wir  dann  die  Summen 
Sinus  in  diesen  einzelnen  Intervallen  beziehungsweise  durch 

t 

SO  ist  nach  dem  vorher  Bewiesenen:, 

Lim  j$  =  CO —  00  , 

a»<»_  X 


folglich : 


Lim  S  =  00^  —  CO, , 

^xn  *  ^ 

Lim  jS  =  00  3  —  CO  , 

LimiS     o  =  o>„ — «^j 


CO. 


^ 


LimiS       -|-Lim5        -fLimiS        -fLimiS     o  =  m-^Sl; 

also,  weil  offenbar 

Lim(S       +Ä        +S 


0)0) 


X  -x-'A         «'A^/u  «A**^ 


0)^0)' 


=  LimS       +LimS        +LimS        +LimS     « 
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ist,  auch: 

^    ^x         ^x'^A  «A'«'/!        r/u^ 

and  da  nun  aageDScheiniich 
Lim{sin((o—  o^}  -f  sin(a)|  —  «Q^)  +  8iD(a>j  — a)3)+...  +  (coii— i  — Ä)} 

^    ^^x  ^x«A  '»A'^iu         %^ 

ist,  so  ist: 

Lim  {sin (o — a)|)-f  sin(a>|  —  co^  -f  s>>i(<^~  cöö)  +  ...  +  sin(a)n— i — ä)} 

=  CO—  ü. 

Hiernach  ist  also  jetzt  in  völliger  AllgeraeiDheit: 
Lim  {sin (oo— a>i) + sin  {pi  —  012)  +  sin (»a  —  Oj)  + . . . + sin  (ooa-i — Sl)\ 

Qod  daher  nach  dem  Obigen  auch  in  völliger  Allgemeinheit: 

LimQ'  =  CO— Ä. 

f 

'^  Weil  nun  nach  dem  Obigen 

war,  so  ist  für  ein  in's  Unendliche  wachsendes  n: 

Lim  Z^  =  ir«Lim  {Q  +  Q')  =  ir«(Lim  Q  +  Lim  Q% 
folglich  nach  dem  vorher  Bewiesenen: 

Lim  -SA  =  4r*(ö>—  Ä  +  O) *), 
was  zu  dem  folgenden  Satze  führt: 

Lehrsatz. 
Für  ein  io's  Unendliche  wachsendes  n  ist: 

Lim ^A  =  ir«(a)  -  Ä  +  9). 


•)  Es  lag  nahe,  diese  Gleichung  auf  eine  etwas  einfachere  und  kur- 
iere Art  zu  beweisen,  was  aber  verschiedenen  Bedenken  unterlag,  wes- 
lalb  der  obigen  weitläufigeren  Darstellung  der  Vorzug  gegeben  wurde. 
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Weil  offenbar 

Lim2:(P+  ^)  =  Lim  -SP  +  Lim  2:A 

ist,  insofern  es  nämlich  eine  Gränze  Lim^P  wirklich  giebt,  so 
ist  nach  §•  6. : 

Lim  -S(P+  A)  =  Lim  2;P  +  ira((ö—  Sl  +  a>), 

wo   es   dann   auch    die    durch    diese   Formel    bestimmte   Gränze 
Lim2'(P-|-A)  wirklich  giebt«     Nach  §.5.  ist  aber: 

Lim2:{(P+A)-F}=0, 

und  giebt  es  nun  wirklich  die  Gränze  Lim  EP,  nach  dem  Vorste- 
henden also  auch  wirklich  die  Gränze  LAm2{P^ök)t  so  kann  man 

Lim  2;{(P  +  A)-F}  =Lim-S(P  +  A)--Lim2?F 

setzen»  und  nach  dem  Vorhergehenden  ist  folglich: 

Lim2;(P+A)— Lim2;P  =  0, 
also: 

Lim2;F  =  Lim  2:(P+A), 
folglich  nach  dem  Obigen: 

Lim  -S  F  =  Pm  SP  +  4r«(a)  -  Ä  +  <P). 
was  zu  den^  folgenden  Satze  fuhrt: 

Lehrsatz. 

Wenn  es  für  ein  in's  Unendliche  wachsendes  n  die 
Gränze  Lim  SP  wirklich  giebt,  so  ist  für  ein  in*s  Un- 
endliche wachsendes  n  jederzeit; 

Lim2:F=Lim2;P+4r2(a}— Ä+<P).' 

Ob  es  nun  für  ein  in's  Unendliche  wachsendes  n  die  Gränze 
\j\mEP  wirklich  giebt,  ob  dieselbe  sich  vielleicht  durch  ein  ge- 
wisses Verfahren  wirklich  bestimmen  lässt,  wodurch  natürlich 
auch  ihre  Existenz  von  iselbst  nachgewiesen  sein  würde,  werden 
unsere  ferneren  Betrachtungen  zeigen. 

§.  8. 

Die  Theorie  des  Polarplanimeters,  zu  deren  Entwickelung  wir 
i\nn  übergehen  wollen,  setzt  voraus,  dass,  wenn  der  Fahrstift  den 


! 


( 
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On&ng  einer  Figur  darcbläuft,  wobei  der  Bndptinkt  des  um  den 
Pol  sich  bewegenden  Arms  immer  einen  Kreisbogen  oder  einen 
ganzen  Kreis  beschreibt,  der  den  Fahrstift  tragende  Arm  in  seine 
sQccessiven  Lagen  theils  durch  eine  Parallelbewegung,  tbeils 
durch  eine  drehende  Bewegung  übergeht.  Bei  der  ersten  dieser 
beiden  Bewegungen»  also  bei  der  Parallelbewegung,  wird  sich«  wie 
auf  der  Stelle  erhellet ,  auf  dem  Umfange  der  sich  drehenden 
Laofroile  ein  Bogen  abwickeloy  welcher  dem  senkrechten  Abstände 
der  beiden  entsprechenden  äussersten  Lagen  des  durch  Parallel- 
bewegung sich  fortbewegt  habenden,  den  Fahrstift  tragenden 
Arms.  Fon  einander  gleich  ist.  Dagegen  wird  sich  bei  der  zweiten 
Bewegung,  also  bei  der  drehenden  Bewegung,  ein  zwischen  den 
beiden  äussersten  Lagen  des  durch  Drehung  sich  fortbewegt 
habenden,  den  Fahrstift  tragenden  Arms  liegender  'Bogen  des 
Umfangs  der  sich  drehenden  Laufrolle  abwickeln,  welcher  zu 
einem  Kreise  gehört,  dessen  Halbmesser  der  Entfernung  des 
Mittelpunkts  der  Laufrolle  von  dem  Endpunkte  des  um  den  Pol 
sich  drehenden  Arms  gleich  Ist.  Der  Umfang  der  Laufrolle  trägt 
eioe  Theiluog,  und  die  kleineren  oder  weiteren  Theite  der  durch 
die  unmittelbare  Theiluog  des  Umfangs  der  Laufrolle  gegebenen 
Tbeile  werden  mitteist  »eines  Noniiis  abgelesen,  an  welchem  hin 
sich  der  drehende  Umfang  der  Laufrolle  bewegt.  Die  Bogen  der 
Rolle  werden  naturlich,  jenachdem  die  Bewegung  des  den  Fahr« 
lüft  tragenden  Arms  nach  der  einen  oder  nach  der  anderen  Seite 
Un  erfolgt,  nach  verschiedenen  Seiten  hin  sich  abwickeln,  und 
werden  selbst  als  positiv  oder  negativ  betrachtet,  jenachdem  die 
entsprechenden,  von  dem  den  Fabrstift  tragenden  Arme  beschrie- 
benen Parallelogramme  und  gleichschenkligen  Dreiecke  oder  Sec- 
toren  nach  den  im  Obigen  gegebenen  Bestimmungen  als  positiv 
oder  negativ  zu  betrachten  sind.  Abgelesen  wird  aber  die  Thei- 
iung  der  Rolle  mittelst  des  Nonius  nur  zweimal,  nämlich  am  An- 
fange und  Ende  der  Bewegung  des  Fahrstiflts,  und  die  Differenz 
der  beiden  Ablesungen  giebt  dann  offenbar  den  ganzen,  den  von 
dem  den  Fahrstift  tragenden  Arme  beschriebenen,  und  mit  ihren 
gehurigen  Vorzeichen  genommenen  Parallelogramme  und  Dreiecke 
oder  Sectoren  entsprechenden  abgewickelten  Bogen  des  Umfongs 
der  Rolle. 

Wir  wollen  jetzt.  Alles  in  einer  beliebigen  Maasseinheit  aus- 
gedrückt, die  Länge  des  den  Fahrstift  tragenden  Arms  durch  r, 
die  Länge  des  um  den  Pol  sich  bewegenden  Arms  durch  R,  die 
Entfernung  des  Mittelpunkts  der  Rolle  von  dem  Endpunkte  des 
um  den  Pol  sich  bewegenden  Arms  durch  q  bezeichnen.  Der  In- 
halt der    nmfabrenen   Figur   werde   durch  J  bezeichnet.     Ferner 
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8ei«ny  in  derselben  Maasseinh^it  ausgedrückt,  die  beiden  abge- 
wickelten Bogen  des  Umfangs  der  Rolle,  welche  der  Parallelbe- 
wegung und  der  drehenden  Bewegung  des  den  Fabrstift  tragenden 
Arms  entsprechen,  beziehungsweise  c5  und  6;  so  Ist  offenbar: 

Lim -SP  =  ro  *)    und    Lim-SA  =  i.r.— =  Ti— 

Wir  haben  nun  zwei  Fälle  von  einander  zu  unterscheiden, 
nämlich : 

Erstens:  Wenn  der  Pol  ausserhalb  der  umfahrenen  Figur 
angenommen  wird. 

Zweitens:  Wenn  der  Pol  innerhalb  der  umfahrenen  Figur 
angenommen  wird. 

Jeden  dieser  beiden  Fälle  wollen  wir  jetzt  besonders  betrachten. 

Erster    Fall. 

In  diesem  Falle  wird  offenbar  der  eine  Theil  des  Umfangs 
der  umfahrenen  Figur  mit  einer  Bewegung  des  um  den  Pol  sieb 
drehenden  Arms  nach  der  positiven  Seit«  hin,  der  andere  Theil 
des  Umfangs  der  umfahrenen  Figur  mit  einer  Bewegung  des  um 
den  Pol  sich  drehenden  Arms  nach  der  negativen  Seite  hin  um- 
fahren; und  unterscheiden  wir  nun  die  der  letzteren  Bewegung 
entsprechenden  Grossen  von  den  der  ersteren  Bewegung  ent- 
sprechenden Grossen  durch  HinzufSgung  von  Sternchen  zu  des 
betreffenden  Grossen,  so  haben  wir  nach  §.  7.  offenbar  die  zwei 
Gleichungen : 

Lim  Sr=:z  Lim  EP  +  ir*(o—  St  +  O), 

Lim  2?  1^  =  Lim  isi^ + iir«(Ä— CD  +  ^) ; 
also: 

Lim-SF+Lim-Sl^=Lim-rP+Lhn-SP+4r»(^  +  ^), 
wo  nun  aber  auf  der  Stelle  in  die  Augen  lallt,  dass 

d>  =  —  ^,    also     ^  -|-  ^  =  ^ —  <P  =  0, 
und  daher 

UmSV^UmEV^lAaLZP-^^lAmSP 


*)  Maa  verlache  tai  ¥othefg>h«adea  Paragrafhea  am  Eade. 
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ist.   Ebeo  so  leicbt  Gbersieht  man  aber  auf  der  Stelle,  dass  in 
diesem  Falle: 

also  nach  Vorstehendem: 

J  =  Lim-SP+LimZiP 
ist.    Nach  dem  Obigen  ist  aber: 

Lim  SP  =  ro.    Lim  2P  =  ro ; 

also: 

J  ^  r(d  +rci)  =  r  (o  +  ö). 
Ferner  ist  nach  §.  6. : 

Lim  -SA  =  4r« (co  -  Ä  +  <I>) , 

Lim  2:a  =  4r«(Ä  —  w  +  <J) ; 

also: 

Lim^A+Lim^A  =  ir^O+S), 
folglich,  weil  nach  dem  Obigen 


ist: 


Lim  2^  +  Lim  2^  =  0. 


Nun  ist  aber,  wie  wir  oben  gesehen  haben: 


4- 


also: 


r« 


Lim  ZA  +  Lim  J?A  =  2"  ^^  +  *^  =  *' 


♦ 


folglich : 

e  +  ßcsO. 
Daher  kann  man  nach  dem  Obigen  aach  setzen: 


J  =  r{(ö+ö)  +  (Ö  +  ö)}=r{(S  +  Ö)  +  (ö  +  ö)}, 
^0  offenbar 

(o  +  e)  +  (ö  +  6) 


♦      ♦.  -  ' 
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die  ganze  Abwickelung  den  Umfanges  der  RoHe  ist,  welche,  in 
der  zn  Grunde  gelegten  Maasseinheit  ausgedruckt,  durch  die  Ab- 
lesung der  Rolle  erhalten  wird;  bezeichnen  wir  dieselbe  also 
durch  A,  so  ist: 

J  =  rA. 

Zweiter    Falt. 

In  diesem  Falle  wird  offenbar  der  Umfang  der  Figur  bloss 
mit  einer  Bewegung  des  um  den  Pol  sich  drehenden  Arms  nach 
der  positiTen  Seite  bin  umfahren,  oder  kann  wenigstens  bloss  mit 
einer  Bewegung  des  um  den  Fol  sich  drehenden  Arms  nach 
dieser  Seite  hin  umfahren  werden,  so  dass  wir  also  in  dreseoi 
Falle  nach  §.  7.  nur  die  eine  Gleichung: 


1 


Lim  SV  =:  Lim 2P  +  ir^C©—  Sl^O) 
haben;  offenbar  ist  aber  in  diesem  Falle: 

i2  =  o,     O  =:  27t, 

* 

also  nach  Vorstehendem: 

Lim  SVz=i  Lim  2P  +  r^n. 
Nach  §.  6.  ist  ferner: 

Lim  2^  =  ir2(e>  -  Ä+  O)  =  r«7it, 
uod  folglich,  weil  nach  dem  Obigen  auch: 

Lim -SA  =2^ 
ist: 


Weil  nun  nach,  dem  Obigen : 

Lim  2P  =  rö 
ist,  so  ist: 

Lim  2V  =sr<S  +r% 

=  r(5  +  Ö)  +  (r*-2r^)7r, 
folglich,  weil  in  diesem  Falle  offenbar 


1' 


I 

,1 

4, 


Y^  =  r'^Tt,    also    6  =  2^». 


-  * 
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J  =  Lim -S  F+ ß«jr 

ist: 

J  ==  r  (5  +  ö)  +  (ß*  +  r«  — 2r^)  n, 

also,  wenn  wieder  A  den  dureb  die  Ablesung  der  Rolle  erbal- 
teuen,  in  den  zu  Grun<|e  gelegten  Maasstb eilen  ausgedruckten 
Bogen  c5  4-  ^  bezeicbnet,  und 

wo  C  eine  Constante  bezeichnet,  gesetzt  wird: 

J  =  r  A  +  Ctt. 
Setzte  man 

C  =  (ßa  +  r*-  2r^) «  =  Or, 

I   wo  auch   C  eine  Constante  bezeichnet,  so  wäre: 

J  =  rA  +  C. 

Wenn  wir  einen  der  unmittelbar  durch  die  Ablesung  des  No- 
DJas  angegebenen  Theile  des  Umfangs  der  Rolle  als  Maassein- 
beit  annehmen^  so  ist  A  die  unmittelbar  durch  die  Ablesung  des 
Nonius  erhaltene  Zahl,  und  also  eine  weitere  Reduction  der  Ab- 
lesung auf  eine  andere  Maasseinheit  nicht  erforderlich. 


Wir  wollen  jetzt  die  wirkliche  oder  lineare  Grosse  eines  Theils 
des  Umfangs  der  Rolle  durch  A,  die  wirkliche  oder  lineare  Gr5sse 
eines  Theils  des  verjüngten  Maassstabes,  nach  welchem  die  aus- 
zomessenden  Figuren  verzeichnet  sind,  durch  £,  die  entspre- 
chenden Flächeneinheiten  aber  durch  jf^  und  L^  bezeichnen.  Nun 
habe  man  den  Inhalt  einer  beliebigen  Figur,  etwa  eines  Kreises, 
der  mit  besonderer  Genauigkeit  leicht  zu  verzeichnen  ist«  nach 
deo  gewöhnlichen  geometrischen  Methoden  durch  die  Flächen- 
einheit L^  ausgedrückt,  und  dadurch  für  den  Flächeninhalt  die 
Zahl  ft,  also  eigentlich  den  Ausdruck 

erhalten.  Dann  gebe  man  dem  den  Fahrstift  tragenden  Arme» 
dessen  Länge,  in  den  Maasstheilen  A  ausgedrückt  (§.  8.  am  Ende), 
r,  also  eigentlich  r.A  ist,  eine  solche  Länge,  dass,  wenn  man  — 
den  Pol  ausserhalb  der  in  Rede  stehenden  Figur  annehmend  — 
die  Figur  umföhrt,  die  Rollenangabe  fA  ist;  so  ist  nach  dem  vor- 
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hergehenden  Paragraphen  der  Inha^  der  Figar ,   in  der  FiSehen- 
einheit  ^  ausgedrückt«  rfi,  also  eigentlich 

und  wir  haben  folglich  nach  dem  Torhergehenden  die  Gleichang: 
aus  welcher  sich 

ergiebt    Umßhrt  man   non  mit  dem  auf  diese  Weise  eingerich- 
teten Instromente  eine  heüebige  andere  Figur,  deren  Inhalt  wir 
durch  J  bezeichnen    wollen,   so    ist   nach    dem    vorhergehenden  . 
Paragraphen:  , 

J  =  rÄ .  -4* » 

also»  wenn  ^hmib  den  vorstehenden  Ausdruck  von  r  emfilfafft: 


•  •       » 


folglich : 

oder,  wenn  man  die  von  der  Rolle  abgelesene  Zahl  A  unmittelbar 
Mf  die  FlflcheneiBlieit  Iß  bezieht: 

J==A, 

so  dass  also  jetzt  die  abgelesene  Zahl  ohne  Weiteres  den  io  der 
FiScheneinheit  des  verjungten  Maassstabes  ansgedrGckten  Flächen- 
inhalt jeder  mit  ausserhalb  angenommenem  Pdf  umfahrenen  Figar 
giebt  Hat  man  nun  ferner  eine  beliebige  Figur  von  dem  Flächen* 
Inhalte  J  mit  innerhalb  angenommenem  Pol  umfahren,  so  ist  nach 
dem    vorhergehenden    Paragraphen    der    in    der    Flächeneinheit 

JP  aosgedrOckte  Fificheniiihalt: 

J  =  r A  4  C\ 
oder  eigentlich: 

at«o  Mch  dem  Obigen: 
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oder: 


oderj  wenn  man 


setzt: 


J  =  Ä.X'  +  C'.^.X» 


c, = a4. 


J=zA.L^  +  Ci.L^, 


oder  kfirzer: 

J  =  A+Ct, 

wenn  man  nur  die  Zahl  A-t-  Cf  auf  die  FlächenelDheit  L^  des 
verjüngten  Maassstabes  bezieht.  Berechnet  man  jetzt  nach  den 
gewöhnlichen  geometrischen  Metboden  den  Flächeninhalt  einer 
leicht  zu  construirenden  Figur,  etwa  eines  Kreises ,  und  findet 
dafär»  In  der  Flächeneinh^t  L^  des  verjüngten  Maassstabes  aus- 
gedrückt» die  Zahl  F,  umföhrt  diese  Figur  dann  mit  innerhalb 
angenommenem  Pol,  und  findet  als  Rollenangabe  die  Zahl  F|,  so 
ist  nach  dem  Obigen: 

folglich : 

Ci  =  F-Fi, 

wodurch  die  Constante  Cj  f&r  alle  Flächenmessungen  mit  inner* 
halb  angenommenem  Pol  ein  für  alle  Mal  bestimmt  ist,  natürlich 
mit  Bezug  auf  den  Terjüngten  Maassstab,  mittelst  welches  die 
aaszumessenden  Figuren  verzeichnet  sind.  Für  jeden  besonderen 
verjüngten  Maassstab  wird  auch  der  den  Fahrstift  tragende  Arm 
des  Instruments  eine  besondere  Länge  erhalten. 


.« 


5. 10. 

Wäre  der  Halbmesser  der  Rolle»  dessen  wirkliche  oder 
lineare  Grosse  wir  durch  )t  bezeichnen  wollen,  bekannt,  ond  ent- 
hielte /  Maasstheile  L  des  verjüngten  Maassstabes ,  so  dass  also 


wäre,  so  wäre  der  Umfang  der  Rolle: 

Theü  LI.  27 
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2^  •  JSi  s^  Mfc  •  Li» 

Enthält  der  Umfang  der  Rolle  %  Maasstheile  A,    so  ist  dessen 
wirkliebe  oder  lineare  Grösse  A.^,  folglieh  nach  Vorsteheodem : 

also : 

L        l 


Hat  man  nun  eine  Figur  J'  mit  ausserhalb  angenommenem 
Fol  umfahren  und  die  RoUenangabe  A'  erhalten,  so  ist  nach  §.  8. 
bekaüutlich: 

Uerechnet  man  aber  den  Inhalt  dieser   Figur   geometrisch   nach 
dem  verjüngten  Matesstabe,  und  6ndet: 

«0  iat: 
uUo : 


'^V-^' 


folglich  nach  dem  Obigen: 


I»'       A»  f 


Eigentlich  i&t  die  wirkB^e  oder  Boeue  &5sBe  des  deo  Faliratift 
tragenden  Arms  bieroMk: 

oder    in    der  MuMseinlwit  L   des    TerjfiDgtcB  lUasssfakes  aos- 

s;eJr(ickt : 


p!       l*      A 


i'^io  nach  dem  Obiges : 
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^  ±   L 


Nach  $.  8.  ist  allgemein; 
also  nach  dem  Vorhergehenden: 


oder: 


folglich : 


_^  ^^       4P«?    „ 


J  ^^  ~ßri  •  iL  •  Mj  9 


Macht  man  dud  den»  den  Fahrstift  tragenden  Arm  so  lang,  dass 
A'  =  fjj  ist,  so  ist : 

J=A./.«, 

oder,  wenn  wir  nur  die  Ablesung  A  auf  die  Flächeneinheit  L^  be- 
zieben, kürzer  s 

•/  =  A, 

wie  wir  schon  im  vorhergehenden  Paragraphen  gefunden  haben. 
Wenn  aber  A'  =  fi'  ist,  so  ist  nach  dem  Obigen  der  in  der 
Haasseinheit  L  ausgedruckte,  den  Fahrstift  tragende  Arm: 

QDd  so  lang  muss  man  also  den  Arm,  welcher  den  Fahrstift  trägt, 
machen,  damit  A'  =  nJ  sei,  die  Rolle  also  den  in  der  Flächen- 
einheit V^  ausgedrückten  Flächeninhalt  der  umfahrenen  Figur  un- 
mittelbar angebe. 

Für  A'  =  fi'  ist  nach  dem  Obigen : 

Hat  man  die  Figur  J  mit  innerhalb  angenommenem   Pol  um- 

27  • 
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fahren,  so  ist,  in  Bezog  auf  die  FIficheneinheit  /<',    wie  im  ^ 
hergehendeo  Pari^rapfien: 

^  =  A+Ci. 

und  die  CoDstBote  Ci  wird  wie  dort  bestimmt 


in  die  folgende 


HS  des  Fahrstlfta  so  be- 
Ingang  von  -  in  Beiug 
t  M  jede  Masaaeinbeil 
FIScheneinbeit  M^  ent- 


gnng  der  Aufgabe 


1  vorbergebenden  Parsgrl- 


Fabratifts : 
.L. 


L 
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und  die  Länge  des  Arms  des  Fahrstifts   ist  nach  dem  Vorher- 
gehenden : 

Nqd  ist  aber  nach  der  Bedingung  der  Aufgabe: 

a 
also  die  Länge  des  Arms  des  Fahrstifts: 

Ist  die  Länge  des  Halbmessers  der  Rolle ,  in  der  Haassein» 
heit  M  ausgedrückt,  t.M,  so  ist: 

also: 

/.-.ilf  =  r.ilf, 

folglich  l=zat,  und  daher  die  Länge  des  Arms  des  Fahrstifts: 

kt  iiuD,   fSr  eine  andere  Maasseinheit  M',   die  LSnge  des 
Halbmessers  der  Rolle  r'.üf';  so  ist 

t.Mzst'.M', 

also: 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden  die  Länge  des  Arms  des 
Fahrstifts: 

1       X       Mf_*l  JL  M.  w/ 


2r'». 


M 


also,  wenn  man  M^k.M'  setzt,  die  Länge  des  Arms  des  Fahr- 
Stifts : 

I       A  Ä*      iL 
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Hanaus  in  seinem  Lebrbache  der  praktischen  Geo- 
metrie. S.  482.  giebt  das  folgende  Beispiel: 

y^Es  soll  der  Inhalt  der  Figar  so  ausgedrückt  werden»  dass  iiadi 
dem  grösseren  der  bei   dein.  Tormaligen  Hannoverschen  Landes- 

Oekonomie-Colleginm  angewandten   Maassstabe  von  ^^.^^  Ver- 
jüngung jede  Ablesung  von  |qäq  des  Cmfanges  der  Rolle  eise 
Quadratruthe  darstellt.'' 
Hier  ist  also: 

«  =  2133,3 

and   für  den .  gebrauchten  Planimeter  war  nach  der  Angabe  von 
Hanaus: 

it=1000,    2r'  =  19,6««. 
Nach  den  Bedingungen  der  Aufgabe  ist: 

J!f=l«,    Jlf'  =  l~«. 

■ 

Ferner  ist  nach  der  Angabe  von  Hanaus: 

1'  =  0,29209«  =  292,09«»» 

und  folglich  y  die  Ruthe  zu  16  Fuss: 

10=16.292,09««, 
also: 

ÄST  16.292,09. 

Folglich   ist  nach  der  obigen  Formel  die  Länge  des  Arms  des 
Fahrstifts,  in  Millimetern  ausgedrückt: 

16« .  292,09«       1000 


2133,3*     •  19,6  .  3,14 

oder: 

/I6.292,09NM9.6.3.14 

V.   2133,3  J         lUOO      -"'^^^ 

ganz  wie  a.  a.  O. 
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Allgemeine    analytische  Theorie  der  Function  n(x) 
und  über  eingebildete  Dreiecke  ond  Vierecke. 


Von 

dem  Herausgeber. 


Kinleituny, 

Ich  darf  wohl  bei  denen,  welche  dieser  Abhandlung  einige 
ÜLofmerksamkeit  schenken  werden,  eine  allgemeine  Kenntniss  der 
orsprfingiich  durch  die  uralte  Schwierigkeit,  welche  seit  des 
Euclides  Zeiten  die  Geometer  in  der  Theorie  der  Parallelen 
gefanden  haben,  veranlassten  neueren  Untersuchungen  von  Gauss, 
Lobatschewskyund  Bolyai  voraussetzen,  und  kann  mich  daher 
weiterer  Erörterungen  über  diese  sehr  verdienstlichen  und  interes* 
ianten  Arbeiten  und  Ansichten  enthalten,  die  sich  übrigens  auch 
aaf  zweckentsprechende  Weise  in  hier  gebotener  Kfirze  nicht 
würden  geben  lassen.  Jedenfalls  ist  nicht  zu  leugnen,  dass  diese 
mit  der  Theorie  der  Parallelen  in  Verbindung  gebrachten  Unter- 
suchungen und  Betrachtungen  für  den  in  der  mit  logischer  Strenge 
und  Consequenz  überall  einherschreltenden  euclidischen  Geometrie 
gebildeten  und  erwachsenen  Jünger  der  Wissenschaft  gewisser- 
massen  etwas  Mysteriöses  haben,  wozu  noch. kommt,  dass  die- 
selben gewiss  noch  sehr  der  weiteren  Ausbildung  und  Verdeut- 
lichung bedürfen,  um  allgemeineren  Eingang,  als  dies  bis  jetzt 
der  Fall  ist,  finden  zu  können,  weshalb  ich  es  auch  keineswegs 
billigen  kann,  wenn  von  denselben  schon  jetzt  in  einer  tiach  meiner 
Meinung  sehr  voreiligen  Weise  auf  dem  von  den  oben  ge- 
nannten Mathematikern  betretenen  Wege  fär  die  Lehr- 
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bücber  der  Geometrie  und  den  geometrischen  Elementarunterricht 
Gebrauch  gemacht  wird,  wie  dies  wenigstens    in  einem  Öfters 
genannten  9  und  wegen  dieses  Gebrauchs  hin  und   wieder  selbst 
gerühmten  Lehrbuche   bereits    geschehen  ist»  wogegen  ich  mich, 
wie  schon  gesagt»    in  der  bestimmtesten  Weise  erklären  muss. 
Um  jedoch  nicht  missverstanden  zu  werden,  darf  ich  zu  bemerken 
nicht  unterlassen,  dass   ich   es  nicht  bloss  für  ganz  angemessen, 
sondern  selbst  für  sehr  lehrreich  halte,  wenn  die  Theorie  der  Pa- 
rallelen in  den  Lehrbüchern  der  Geometrie  künftighin  in  der  nicht 
den  geringsten  Zweifel »  nicht  die  geringste  Dunkelheit  lassendeo 
Weilte  —  welche  aber  streng  genommen  mit  den  eigentlichen 
Ansichten  der  oben  genannten  Geometer  gar  nichts  zu  thun  hat, 
wenn  auch  als  durch  dieselben  veranlasst  angesehen  werden  kann 
—  behandelt  wird,  wie  Ich  in  meiner  Abhandlung:  „De her  den 
neuesten  Stand  der  Frage  von  der  Theorie  der  Paral- 
lele n'Mn  diesem  Archiv.  Tbl.  XLVU.  Nr.  XXIV.  S.  307.  ge- 
leigt  habe;  ja  dass  ich  selbst  wünsche,  dass  diese  Cntwickeluog 
der   Parallolentheorie    in   den    geometrischen   Elementarunterricht 
Eingang  linden  mCge»  glaube  ich   dadurch  am  Deutiichsteo  und 
Bestimmtesten  an  den  Tag  gelegt  zu  haben,  dass  ich  dieselbe  in 
die  so  eben  erschienene  secbste  Auflage  meines  »»Lehrbuchs 
der  ebenen  Geometrie.   Brandenburg  a.  d.  H.  1870.''  wenn 
auch  vorläufig  nur  in  der  Form  eines  j,  Anhangs.  S.^  —  S.  75." 
aufgenommen  und  mit  aller  Strenge  und  Deutlichkeit  für  den  Ge- 
brauch zum  Unterrichte  darzustellen  gesucht  habe. 

Unbedingt  ist  es  ein  sehr  grosses ,  nicht  genug  aDzuerken- 
nendes  Verdienst  von  E.  Beltrami,  zuerst  in  einigen  sehr  be- 
luerkensu  ertheu  Abhandlungen  gezeigt  zu  haben,  dass  diese  ganze 
Theorie  von  ihrer  geometrischen  Seite,  in  der  Auffassung«* 
\vei8e  von  Gauss,  Lohatsehewsky  and  Bolyai,  nur  richtig 
verstanden  und  in  ihrer  eigentlichen  Bedeutung  gehurig  aafge- 
fasat  und  gewürdigt  uertlen  kann  durch  gewisse  Unten^uchuDgen 
über  die  krumnea  Flachen  im  AllgemeineD,  ohne  welche 
xVlle«i  unklar  bleibt,  und  der  Gefahr  gaaa  unrichtigeD  Verständ- 
nissen und  gana  schiefer  Auffas^song  anterliegt,  was  a«ch  den 
bebten  Beweis  dafdr  liefert,  das^  es  Im  huchstea  Grade  bedenk- 
lich und  gefihrlicli  ist,  ja  nur  zu  leicht  aar  Verwirraag  der  Aa- 
Iku^er  tübreu  kann,  wenn  man  von  dieser  neueren  Farallelentlieorie 
für  den  geometriselien  Unterricht  anf  Schalen  In  anderer  als  der 
von  mir  in  weinen  oben  genannten  Sehriflen  gezeigten  Weise  Ge- 
brancb  machen  an  dürfen  glaubt,  w^clie  meine  eigene  Ansicht  in 
den  gegen  mich  au9ge«proclMnen  Ansiditen  einer  grossen  Anzahl  der 
anagnaokhne taten  nmtlienialischen  Lehrer  eine  mir  sehr  werthvotte 


nnä  über  eingeMdeie  Dreteche  und  Vierecke.  425 

DoterstfitzQDg  findet.  Wer  sieb  —  vorläafig  ohne  alle  tiefer  geheoden 
ana[ytl«ch-geometrischeii  Eotwickelungen  —  eine  reeht  deutliche  Ein- 
sicht in  die  eigentliche  Natur  dieses  aus  geometrischemGesichts- 
ponkte  betrachteten  Gegenstandes  verschaffen  will,  den  kann 
ich  auf  nichts  Besseres  verweisen,  als  auf  die  „Note  sur  rim- 
possibilit^  de  d^montrer  par  une  coneltruction  plane 
le  principe  de  la  th^orie  des  paralleles  d i t  Postalatnm 
d'fiuclide.  Par  J^.  Hofiel,  Prof  esse  ur  k  la  Facult^  des 
seiences  de  Bordeaux.  (Eztrait  des  Proc^s -verbaaz 
des  seaoces  de  la  Soci^t^  des  Sciences  physiques  et 
naturelles  de  Bordeaux»  S^ance  du  30  D^cembre  1860), 
wo  sich  alles  hier  zur  Sprache  Kommende  mit  tiefer  Einsicht  und 
diraus  entitpringender  ungemeiner  Klarheit  entwickelt  und  dar» 
gestellt  findet.  —  So  viel  hier  über  die  geometrische  Seite  dieses 
wichtigen  und  interessanten  Gegenstandes;  lange  Beschäftigung 
gerade  auch  mit  dieser  Seite  desselben  wird  mir  hoffentlich  später- 
hin Gelegenheit  geben,  meine  betreffenden  Untersuchungen,  die  — 
so  wie  nach  meiner  Meinung  dieser  ganze  Gegenstand  überhaupt 
—  zur  Zeit  noch  mehrfach  der  Klärung  und  allseitigen  von  allen 
Zweifeln  freien  Begründung  bedürfen,  in  dieser  Zeitschrift  in  ver- 
schiedenen Abhandlungen  mitzutbeilen. 

Neben  seiner  geometrischen  Auflassung  giebt  dieser  Gegen- 
stand aber  auch  Veranlassung  zu  durchaus  nicht  aus  den  Gränzen 
der  gewöhnlichen  Analysls  heraustretenden,  für  und  durch  sich 
selbst  verständlichen  selbstständigen  rein-analytischen  Guter* 
suchungen  und  Entwickelungen,  welche  zu  verschiedenen  för  sich 
interessanten  rein-analytischen  Resultaten  führen.  Dieser, 
wie  ich  glaube,  in  mehrfacher  Rücksicht  in  eigenthümlicher  und 
selbstständiger  Weise  durchgeführten  Untersuchung,  bei  der  ich 
mich  jedoch  bemühet  habe,  eine  möglichste  Uebereinstimmung  mit 
den  namentlich  von  Lobatschewsky  tbeiiweise  schon  gefundenen 
Resultaten  zu  erzielen,  weshalb  ich  auch  absichtlich  von  der  von 
demselben  gebrauchten  Bezeichnung  nicht  abgewichen  bin,  ist  die 
▼erliegende  Abhandlung  gewidmet,  .welche  ich  unter  verschiedenen 
hierher  gehurenden  Abbandlungen  jetzt  zuerst  veröffentliche,  weil 
ich  immer  der  Meinung  gewesen  bin,  dass  es  zweckmässig  sein 
möchte,  diese  für  sich  bestehenden  rein  -  analytischen  Unter- 
suchungen zuerst  möglichst  zu  erledigen,  bevor  man  sich  zu  den 
betreffenden  geometrischen  Untersuchungen  wendet.  Deshalb 
lasse  ich  mich  für  jetzt  auch  auf  einen  Nachweis  der  zwischen 
diesen  beiden  Seiten  unseres  Gegenstandes  bestehenden  Bezie- 
hungen hier  gar  nicht  ein,  indem  ich  es  —  wie  gesagt  —  hier 
vorläufig  nur  mit  einer  ganz  für  sich  bestehenden  rein-analytischen 
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Uoterstichuiig  su  ihun  haben  fvill,  und  bemerke  daher  zvm  Schloss 
dieser  EinieitaDg  nur  noch  ausdrücklich  und  in  der  be- 
stimmtesten Weise,  dass»  wenn  im  Folgenden  von  imagi- 
nären oder  —  wie  ich  lieber  sagen  mochte  »—  eingebildeten 
Dreiecken,  Vierecken  u.  s.  w.  die  Rede  sein  wird,  man  darin  ja 
nicht  in  ein  gewisses  mysteriöses  Dunkel  gehüllte  geometrische 
Gebilde  suchen  darf,  indem  schwerlich  ein  Mathematiker  grosseren 
Absehen  als  Ich  vor  mysteriösen  Dingen  In  seiner  ganzen  Wissen- 
schaft haben  kann,  weil  mir  stets  Toilständige  Klarheit  und  Bestimmt- 
heit am  Höchsten  gestanden  und  gegolten  hat;  die  obigen  Ausdrucke 
sind  nichts  weiter,  und  sollen  nichts  weiter  sein,  als  möglichst 
kurze  Bezeichnungen  für  gewisse  rein -analytische  Beziehungen, 
deren  völlig  klare  und  bestimmte  Auffassung  gewiss  für  Nie- 
manden mit  der  geringsten  Schwierigkeit  verknüpft  sein  wird. 
Hiermit  glaube  ich  den  Gesichtspunkt,  welchen  man  bei  Beur- 
theilnng  dieser  Abhandlung  lediglich  festzuhalten  hat,  nach  meinem 
Wunsche  völlig  deutlich  dargelegt  zu  haben,  und  hoffe  bald  auf 
die  oben  besprochene  geometrische  Seite  dieses  Gegenstandes 
zurückzukommen. 


Erstes  Kapitel. 

Die  Fanction  II(x)  im  Allgemeinen. 

§.1. 

Die  Untersuchung,   mit  welcher   wir   uns  hier   beschäftigen 
werden,  betrifft  die  beiden  Functionen 

und 


wo  e  seine  bekannte  Bedeutung  hat;  wir  wollen  diese  beiden 
Functionen  der  Kürze  wegen  beziehungsweise  durch  tp(x)  und 
i^(ir)  bezeichnen,  und  werden  also: 

setzen. 

Weil  bekanntlich  für  jedes  a: 

^'  ~"  ^  +  1  +172^  1.2.3  +  1.2.3.4  +        • 
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ist,   80  ist  ßhr  jedes  positive  x  offenbar  auch   e'  stets  positiv; 
ferner  ist  klar,  dass 

e*  =  1    oder    c*  >  1 

ist^  jenachdem 

o;  =  0    oder    ^  >  0 

ist.    Weil  nun 

1 

e*  = 


e-* 


-    ist»  so  ist  auch  für  jedes  negative  x  stets  e*  positiv,  und  es  ist 
[    in  diesem  Falle  offenbar 

c*=  1    oder    c*  <  1, 

jenachdem 

a:  ==  0    oder    a:  <  0 

ist.     Hierans  sieht  man,  dass   c*+e-*  %iei&  positiv  und  grosser 
als  die  Einheit   ist,   so  dass   also  von  einer  Unterbrechung  der 
Stetigkeit  der  Functionen  q>{x)  und  if;(^),  wenn  man  sich  x  von 
P  — 30  bis  +<x>  stetig  verändern  lässt,  gar  keine  Rede  sein  kann. 

Weil 

_       2  2 

J 

ist,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar  qt{x)  stets  positiv* 
Weil  ferner  nach  dem  Obigen  offenbar 

\  c+«  =  +00 ,    e-^  =  0 

,    ist,  80  ist  klar,  dass 

g,(^QO)=0,    g)(  +  ao)  =  0 

ist.  Endlich  ist  offenbar  ^(O)  =  1,  und  auf  folgende  Art  lässt 
sich  leicht  zeigen,  dass  nur  für  o;  =  0  die  Function  q>{x):=.\ 
werden  kann.    Aus 

folgt  nämlich 

e*  +  e-*  =  2, 

also: 
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(6* +  6-')*  =  4, 

c**  +  e-^  +  2e*  e-^  =  ie'e-'s 

e^x  ^  e-**—  2e*e-*  =  0, 


folglich : 


e*=:e-*,    6«*  =  e-'c*=:l 


und  daher  2a;  =  0,  :i;=:0,.so  dass  also  ^  =  0  der  einzige  Wertfa 
von  X  ist,  fiir  welchen  9>  (o:)  =  1  wird. 


Durch  Differentiation  der  Function  q>(x)  erhält  niao  leicht: 


I 


woraus  sich  nach   dem  Obigen  ergiebt^  dass  q)'(x)  positiv  oder 
negativ  ist,  jenachdem  x  negativ  oder  positiv  ist;   für  x=^0  ist  i 
^'(0)=0.     Hieraus  ergiebt  sich,    dass,   wenn  man  sich  x  von  | 
—OD  bis  -f  X  stetig  verändern  lässt,  q>(x)  auerst  von  0  bis  1  stets  ^ 
wächst,  und  dann  von  l  bis  0  stets  abnimmt;  den  grOssten  Wertb 
1  erhält  q>  (x)  tut  or  =  1. 

Weil 

—        2  _        2  2 

ist,  so  ist  allgemein: 

2) q>ix)  =  9)(-ar). 

Aus  der  Gleichung 

e* — C-* 


^(x)  =s 


e'  +  e-' 


ergiebt  sich  mittelst  des  Obigen  leicht,  dass  tlf(x)  für  negative 
und  positive  x  •  beziehungsweise  stets  negativ  und  positiv  ist 
Ferner  ist  offenbar  i/;(0)=0,  und  auf  folgende  Art  lässt  sich  leicht 
zeigen,  dass  nur  für  a:  =  0  die  Function  if;(a:)=0  werden  kann. 
Aus 

€*-{-  e  * 
folgt  nämlich: 

«*— 6-^  =  0,    6«*  — €*c-' =  c*'— 1  =0,    «»'äI; 
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alfio  2x  =  O9  d?  =  0;  woraus  sich  ergiebt,  dass  ^  =  0  der  einzige 
Werth  voo  x  \si,  fSr  welchen  '^{x)  =  0  wird. 

Nach  dem  Obigen  ist,  wie  man  leicht  findet: 

2«?»  2 


l+t(;(ar)  = 


l-^(;r)=: 


2 


2e-^ , 

e^  +  e'"~  e*(e*  +  «-*) ' 


also  offenbar: 


1+^(_QO)==0,    l-i|/(+Qo)  =  0; 
folglich : 

,|;(-Q0)  =  -1,     if;(+Q0)=:+l. 

Dorch  Differentiation  der  Function  ^(or)  erhält  man  Leicht: 

voraus  sich  ergiebt»  dass  der  Differentialquotient  ^'{x)  stets  po* 
(itiv  ist.    Wenn  man  sich  also  x  von  — od  bis  •|-<30  stetig  ver- 
lindern  lässt,  so  wird  ^(:r)  von  — l  durch  0  hindurch  bis    -1-1 
«tets  wachsen;  den  Werth  0  erhält  ^{x)  ffir  o:  :=  0. 


'  e*  +  e-* 


Weil 

ist,  so  ist  allgemein : 

3) '^{x)  =  -  ^{—x). 

Sehr  leicht  findet  man: 


also  allgemein: 


432  erunert:  JJ/gtauime  awOgtiMcte  Thewit  der  FuncUon  JJ(z) 
FSr  x^y  ist  luUfirUcli  biemadi 

n(*)  =  !!(,). 

Weil  wegen  dw  Fonnelo  5) 

siiin(0)=l,    cDsn(0)=0 
iat,  and  I7(x)  Bwisebeo  0  und  «  Hegt  bo  ut: 

8) n(0)  =  1«. 

5-3- 

Ea  ist 

als«,   fTcwi  vaa  Rir  casZr(x)  «eiaen  Wertb  aas  6)  eiofülirt,  wia 
nu  nitteUt  leichter  Re<Aii«BS  iadct: 

Ist  ■■■  X  peMtir.  so  ist  m»dt  des  VacbcfgeheBdea 

w*  «(jc>  nriM^ea  0  md  i«  liest;  kU*  B^  £I7(x)   xmwhes  0 
md  im.  es  ist  fe^Bck  tM«4Q(x)  peatöT.  Md  dekei  uch  dea 


tMejn(*)=«— . 
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auch  \II{x)  zwUcben  0  and  \n,  so  das«  also  wieder  taDg4i7(ar) 
positiv,  und  daher  nach  dem  Obigen  aoeh  jetzt 

tangiil(ar)  =  c-* 

ist    Folglieh  ist  allgemein: 
9) tang4II(ar)  =  e-* 

Hieraas  ergiebt  sich: 

tang  \  G(w)«  =  (e-*)»  =  e-^, 

I 
folglich^  weil  nach  9) 

tang  i  17  (itj:)  =  «— ~ 

ist: 

10) tangiG(a:)"  =  tang  i  17(110:). 

Nach  9)  ist: 

11) ar  =  — /tanginCo:), 

mittelst  welcher  Formel  man  x  aus  n{x)  berechnen  kann. 

Ans  Il{x)  =  7I(y)  folgt  nach  vorstehender  Formel  x  =  y. 

Wenn  x  positiv  und  folglich  e"'  nicht  grosser  als  1  ist,  so 
ist  wegen  9)  nach  einer  bekannten  Reihe : 

also: 

wo  in(jx)  zwischen  0  und  in,  also  n{x)  zwischen  0  und  In 
liegt.  Wenn  x  negativ  nnd  folglich  e*  nicht  grosser  als  1  ist,  so 
ist  ganz  auf  ähnliche  Weise: 

4I7(—  X)  =  e*— ic»'  +  Jeö*  -  |€7*  + . . . . ), 
also: 

n(—a:)  =  2(c*—i63*+i#?5*  —  ^c7*  +....)• 

wo  jn( — x)  zwischen  0  und  in,  also  i7(— ar)  zwischen  0  und  in 
Hegt;  und  weil  nun  nach  7): 

n(x)  +  n(— a:)  =  n 
ist,  so  ist 

n(ar)  =  «— IZ(— a:), 
TheU  LL  '  28 


=  si«.7(j:),     oa»n{— jr)  =  —  coa2J<a;) 

4«;:t-^«>=*i,  ra»iI(jr)+cosII(— a!)=:0. 

■  -    -  i9»^U(jr),  MtC(— «)  =  —  cot  nix). 
k  MetvbtiafE**  ^)  w^icbt  sieh  sogleich: 

:i  *f l+c«QW.  I 

"isiii.'Iuj'     e~''~  l—eoan{x)'  | 

'«u  .ut»  ü««M  b«d*«  Gleichungen  e*  uod 
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_         ^_^  1+cos il(a:)    l-t-cosg(y)      l--cosn(a?)    I — co8iI(y) 
e*e»-fe  *«-»—    sinil(a:)         smn(y)     +    sionc^r '     siniJ(y) 


ist,  so  ist: 


1  -h  cos  il(a?)  cos  n(y) 

'      sin  n{z)  sin  n(y) 


8iD£r(a:)8inn(y) 
V     ■  jf/       1  ^  cos  n(a:)  cos  n{y) 


Ferner  ist  nach  5): 

cosfl(a?  +3^)  =  gac+y  4.  g-(x+»)  —  6*cy  +  c-^^e^ ' 

und    weil  nun  nach  15): 

l-t-cosII(a?)    l-fcosIZ(y)      1—- cosilC^)    1— cosIZ(y) 

e;rey_e-'ß-»—    sionCa:)"" '     sinHC^^)  siniTCa«)     '      sinHCj^) 


ist,  so  ist: 


cos  IZ  {x)  -f  cos  ir(y) 

sin  IHx\  sin  il(y) 


_  cos  n(x)  +  cos  JI(y) 

cosir(^+3()  =  i  +  cos  n(a:)  cos  n (^' 


Also  ist: 


sinn(a?)sinn(y) 
8inil(:c  +  y)  =  ,^cosU(a;)cosi2(^  ' 

16)  ...     < 

cos  n{x)  +  cos  II(y) 
ii  (a:  +y;  -  j  ^  cos  n  (a?)  cos  n(^)' 


cos 


Setzt   man    hierin  — y  für  y,  so  erhält  man  mit  Rücksicht 
auf  12): 


(.    „,          ^           sin  IZ(^)  sin  nCv) 
sin  nix—yy  =  := —f-r — ^,— x> 
^^       1  —  cos  11  (a?)  cos  Il{y) 

1/;  .    .    .     s 

I        TT/  \         COS  17  (a:) — cos  IZ(y) 

^cosiI(a?-3()  =  Ji:^^sn{x)co^Ujif)' 

Hieraus  ergiebt  sieh  ferner: 

iangUix  +  y)  =  ^^  ^^^^  _^  ^^^  j^-y 

18)  .    .   .     <( 

cos  il(3?)  +  cos  Ujy) 

cot  11  (Or  -f  V)   =  * TTf     \     • TT/     \ 

^     '  ^^  SIO  ii(ar)  sin  ii(y) 


28 
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and; 

'"*°'*~»  — eo»n(i)  -  cosD(s)" 
cotui»— Sr)_    ,i„;j(»)«inn(s) 


■in  n(y)  '*'  MD  n(/e) 


.17/  i  >     <K.tn(j)  .  cotnw 


jlj,   .    .      )  «innCy)       siDi7(;c) 

Für  «^9  «rhilt  awn  ans  dem  Vorbergebenden  sogleich; 

(   .    TT«.  ^  Itom*)«  l_coei7(£)> 

■le  n(S.)  =  i  +  ^n(»)«=  I  +  ccHSjä' 


'"'"'' =  l  +  e«in(W 


~14-ainZ7(«  ' 


f 
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^■^/        1  +  8in  11(3^ 


findet;  folglidi  ist: 


24) ...     ' 


cos 

und: 


^    ^       ^  V   I-|-8inII(dr) 


25).  .   .    ^ 

cotG(iar)  =  dbV     o  -    tt/\   > 
^*  '      "^  ¥      28iDli(dr) 


wenn  man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt«  jenachdem  x 
positiv  oder  negativ  ist« 

Es  ist  auch: 


cos 


"««;  — ±Y  }l+ginl3(«)}«-±V     1— sinne«)« 

A  /       COS  n(x)^      _  ,  4/  { J  —  sin  g(a:)}  * 
~*\  {l+sinn(«)}«— ±lr        cosIT(;r)«      * 

also  offenhar  allgemein: 

9ß^  -•-.«  7T^l^^  —     cogg(^)    _  1— sing(a?) 

W)  .   .   .  cos  ü  i war)  =  Y~i — • — TT/  \  ^^ TT/  \ —  • 

'  ^'  '       1-f  sinI7(;r)         cosi7(^) 


§.5. 

Darch  Differentiation  erhält  man: 

asinn(ar)  „,  .Sn(x) 

dx       =cosg(^)-g^. 

Non  ist  aber: 

sinG(a:)  =  2(€«+  c-*)-^ 
also: 

9sini7(ar)  «/  .  .      .x  •,  • 

g^^^^  =  —  2  (c* + e-«)-«(e*  —  «-*) 
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folglich : 

uod  wenn  man  dies  mit  dem  Obigen  vergleicht: 

2ö) — g^  =  —  Sin  n(ar), 

also: 

c>o^  8»iJ(ar)  _       a«-i  sin  il(a:) 

Aus 

cos  n{x)^  +  sin  I2(a?)*  =  l 
ergiebt  sich: 

_,  ^8cosir(a:)  .     .     „,  ^dsini7(ar) 
cos n{x)  —^  +  sin  n(ar)  — g^  =  0, 

folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

•r-,      3  cos  Uix) 
coBn{x)  — g^      ^—  sm  n(ar)«  cos  G(ar)  =  0, 

also : 

onv  8  cos  II(ar) 

30) ^^  =  Binn{x)\ 

was  sieb  auch  durch  Differentiation  ans  der  Gleichung 

TT/     \  «* «~* 

cosn(a:)=^j^P^, 

leicht  ergiebt^  indem  hiernach 

6  cos  IZ(;r) 

g^—  =  —  ie' — r-')  (€',+  e-')-«(6'  -  e-') 

^i+^-i)  =1-008  n(x)*  =  sin  n(a?)» 
ist,  wie  vorher  in  30). 
Weil 

*«°8"<->=^l5S'    cot  HC.)  =  ??ig^^ 
cosii(:r;  '       sm  II(a?) 

Ut,  so  ist: 
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^  8  sin  n(a?)        .  deosUix) 

8taDgiI(x)  _  ^^^  ^^^>       8x       -"  ^'"  ^  ^^>       8^ 
8;r        ""  cos  n(a:)«  * 

.     ^r  ^  8cos il(ar)  _.,  ^8  8inil(ar) 

8j:  sio  n{x)^ 

also  nach  27)  und  30):  ^ 

8tangi7(a:)  ^  —  sin  Hjx)  cos  iJCar)*  —  sin  il(a:)3 
8a:  cosI7(a:)*  ' 

8 cot  n(x)       sin  n(j:)»  -h  sin  iJ(ar)  cos  n(ar)* , 
dx       "~  sin  II(a:)* 

folglich  offenbar: 

31) 

dtan^n(x)__  smnjx)  _tangg(jr)     8cotiJ(a?)  I 

dx        ^      cos  n(x)^  cos  n(xy  dx  sin  n(a?)* 

Oen  Differentialquotienten  von  coti7(a;)  findet  man  auch  leicht 
ans  dem  Differentialquotienten  von  tang  n{x)  mittelst  der  Gleichnpg 

tang  il(ar)  cot  il(a?)  =  1. 


Zweites  Kapitel. 

Das  imaginäre  oder  eingebildete  Dreieck. 

§.6. 

Es  seien  a,  b,  c  drei  beliebige  Gr&ssen  und  A,  B,  C  drei 
beliebige  zwischen  0  und  180^  liegende  Winkel,  so  dass 

0<^<lSO«,    0<^<180o,    0<C<180o 

ist»   und  daher  die  Sinus  s'mA,  aiüB,  sinC  dieser  drei  Winkel 
positiv  sind  und  nicht  verschwinden. 

Nimmt  man  nun  von  den  sechs  Grössen  a,  b,  c;  A,  B,  C 
etwa  die  drei  letzten  A,  ß,  C  als  gegeben  an,  sp  bestimme  man, 
insofern  dies  mOglich  ist,  was  wir  für  jetzt  annehmen,  aber  nachher 
näher  untersuchen  wollen,  die  Grosse  a  mittelst  der  Formel:' 
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,    _^  .  sinBsinC 

^\ «""(«>  =  C08^  +  cos Ä  CO*  C 

und  hierauf  b,  c  mittelst  der  Formein : 
33)...  tangi2(6)  =  |J^taDgn(a),  tangn(c)=^tangn(a), 

was  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  immer   möglich  ist; 
dann  hat  man  die  Gleichungen: 

34) ...  sin  2^  tang  n{a)  =  sin  B  tang  17(6)  =  sin  Ctang  n{c). 
Hiernach  ist  nun: 


tang  n{a)  =  ^^  tang  il(ft),  tang  n{a)  =  ^^  tang  II(c) ; 


also: 


.    „.,2  -     tang  n(a)» sing«sinn(6)»       

sm  iiw    -  1  +  tang  n(a)«  ""  sin  il^cos  21(6)«  +  sin  Ä*  sin  n(6)«' 

«in  TKn^^  -      tang  il(a)« sinC«sing(c)« 

sm  1^ w    -  j  ^  ^^^g  n(a)a"^  sin  ^«cos n^c)"^  +  sin C« sin n(c)«' 


folglich,  weil  nach  32) 


cos^  -|-  cosfcos  C  = 


sin  ^  sin  C 
sin  n{a) 


ist: 

A  .         i>       ^x«      sinC»{8in24«cosn(6)«+sinfi«sini7(6)«| 

(cos  A-\^cosB  cos  C)*  = .    tt,m -^-^ 

^  sm  il(6)* 

/       .1  .         D       ^N«       sinÄ«{sin2|2cosi7(c)«+sinC«8iniI(c)«}. 

(cos  il  -I-  cos  £  cos  O*  = .      rif  x^ ' '' ^^ » 

'  sm  IZ(c)* 

aUo: 

(cos24+co8ÄcosC)«sinn(6)«=:sinC«{8inil«+(cos24*-cosjB*)8inn(6)^, 

(co824+cosÄcosC)«sinII(c)«=sinÄ*{sini4«+(cos2l«-cosC«)8inG(c)^; 

und  hieraus : 

{(cosil+cosßcosC)*— (cosii«— cosÄ«)8inC^8inn(6)«=8inC*sinJ*, 

{(co8^+co8ÄcosC)«-(coSi4*-cosC«)slBfi^sion(c)ai=:sioil^inl»«; 

also>  wie  man  sogleich  übersieht: 

(cos  B^  +  2cos  A  cos  ß  cos  C+  cos  C«  cos  A^  sin  12(6)« = sin  C«  sin  J*, 

(cosC«+2co8^cosÄco8C+cosJ«co8Ä«)sinII(c)«=sin2l«8iniP; 
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folglich : 

(cos  B  +  cos  Ccos  -4)*sio  n{b)^  ==  sin  C^sio  il*, 

(cos  C  +  cos -4  cos  Ä)*sio  n{c)^  =  sin  J^sin  B*. 

Da  nun  bekanntlich  8ini7(6)9  sinn(e)  und  auch  die  Producte 
sioCsin^,  sin  ^  sin  iB  stets  positiv  sind^  so  lassen  sich  aus  diesen 
Gleichungen  die  Gleichungen 

(cos  B  -{-  cos  Ccos  A)  sin  i7(6)  =  sin  Csin^» 

(cos  C  ■{■  cos  A  cos  B)  sin  I7(c)  =  sin  A  AnB 

nur  schliessen»  wenn 

cos£-|-cos  Ccos^  >  0, 

cos  C  4- cos  ^4  cos  £  >  0 

ist;  ferner  lässt  sich  sinI7(a)  oder  a  mittelst  der  Gleichung 

sin  j?  sin  C 
sin  il(a)  =cos^  +  cosÄcosC 

nur  dann  bestimmen»  wenn 

cos  A  -{-  cos  B  cos  C  ^  sin  Bsm  C 

und  also  auch 

cos^  +coSiBcosOO 

ist. 

Wir  wollen  daher  jetzt  annehmen»  dass 

cos  J  +  cosÄcosO  0, 
cosB-^cosCcosA^  0, 

cosC+cos^cosf  >  0 

und 

cos^  -f-cos  Bcoa  C  ^  sin  j?  sin  C 

sei»  und  untersuchen»  was  sich  hieraus  schliessen  lässt. 

Wenn  man  je  zwei  der  drei  ersten  Beziehungen  durch  Ad- 
dition mit  einander  verbindet»  so  erhält  man: 

(cos  A  +  cos  B)  (1  +  cos  C)  >  0, 

(coSiB+  cos C) (1  +  cos  A)  >  0, 

(cos  C  +  cos  A)il  +  cos  Ä)  >  0 ; 
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od«r; 

(cos  J  +  cos  B)  c»aiC*  ">  0, 

{caaB-t-iMaCjewiA*  >  0, 

(c«sC-f  cos  J}co8i£>  >  0; 
l'ulnlleb.  wqil  mtw  dm  ;;««acbtoD  Voransaetzungen  offenbar  k«iiie( 

eosi^    eosjfi,    cos^C 
vnnH-'hwinil«! : 

cttsJ-f  cas£  >  0, 

coaC  f  cosJ>  0; 
<i*»i(A  +  B)Kmi(A~B)^0, 

<«i,  Will  l«^li<,-4 

w«4U-*l.    c^J(fi-C).    e«si(C--i) 
"."•M^t^  aottd  iMtd  »k4t  >'«r«ic4«iMl«B,  so  ist: 

,^^.,.«tfi>sa    c«siiS>O>0.    c«i(C+^)>0; 
N,'.  'tVvl  uuier  d«*  s^MMCktM  V*nassetxai^Ga  offeabar 

0  <  1(J  +  B)<  \9r, 

»viifi  +  O  <90", 
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folglich : 

0</l+iB<18(F, 

0<Ä+C<18(F, 

NoD  Mt  aber  Dach  den  gemaefaten  VoraussetznngeD: 

cos  A  +  cos  B  cos  C  ^  sie  ^  sin  C, 


also: 


folglich : 


oder: 


cos  ^ -f  cos ^ cos  C — sinJSsinC  ^  0; 


cos^.+  cos(fi+C)r'0, 
cos  (Ä  +  C)  ^  —  cos  A 


cosXß  +  C)  ^  cos (180«—  il) 


I     woraus  sich,  weil 

■ 

I  0<B  +  C<J80o,    0  <  180»— 4  <  180<» 

F 

ist,  uomittelbar 

i?+C^1800— ^, 
also: 

J  +  Ä  +  C=  180« 

ergiebt,  welche  Bediognng  also  aas  den  gemachten  Voraussetzungen 
mit  aller  Strenge  folgt. 

Jetzt  wollen  wir  aber  untersuchen,  ob  umgekehrt,  wenn 

A+B+C^\W 

ist,  daraus  alle  oben  gemachten  Voraussetzungen  folgen,  natärlich 
immer  unter  der  Annahme,  dass,  wie  früher: 

0  <  J  <  180«,    0  <  ß  <  180«,    0  <  C  <  J8O0 

861 

Aus 
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A  +  B+C'^ISO^ 

folgt : 

Ä+C=  1800-^4, 
C  +  ^  =  180o-Ä, 

A  +  B"^  180O— C; 
und  es  ist  also,  weil 

0  <  1800-.^  <  1800, 


ist,  offenbar  auch: 


Weil  nun  hiernach: 


und 


0<180o-Ä<180«, 

0<  180«— C  <  180« 

0<Ä  +  C  <180o, 
0<  C  +  ^<180o, 
0<^+Ä<180o. 

0<Ä  +  C<180o, 
0  <  C  +  ^  <180o, 
0<^  +  Ä<180« 

0<  180^-24  <180o, 
0<180o-.iB<180«, 
0<180«-C<180« 


so  wie 


Ä+C"^180o-.^, 
C  +  ^^  1800-Ä, 

24  +  Ä^180O— C 
ist;  so  ist  offenbar: 

cos  (B  +  C)  ^  co8(lW>— A) , 
cos  (C  +  A)"^  cos(180<>-  B), 
cos  (A-i-B)^  cos  (180O—  C) ; 


folglich : 


und  aber  elngeöildele  Uretecke  und  Vitree&e. 

cos  (B-i-C)^~cosA, 
coBiC  -t-  A)T  —cobB, 
cob(A  +  B)  ^  — coaC; 

coaA+cosiB+O^O. 
co8Ä+cos(C  +  4)^0, 
coaC+co8(^  +  B)^0; 

coaA  -i-coBBcoaC — sin  fi  sin  C^Q, 
cobB 4- cos C cos  A  —  sin  Csin  A^O, 

cosC+  cosAcobB —  810^  «n^r^^O; 
und  faieraas: 

cos  A + cos  BcobCZ  Bin  B  sin  C, 

cobB+cobCcobA  ^siDCsin  J, 

cos  C-f- cos  ^  cos  £  ^  sin  ^sin  £; 

lalglich  unter  den  gemachleo  Toranssetsuagen  aucb: 

cosj4  +  cosÄcosC>  0, 

cos  B  -|-  cos  CcoB  ^  >  0, 

cosC+cos^coB^  >  0; 

vodnrcfa  wir  also  tviederam  xu  den  Voraussefzungeo ,  von  d 
frQhef  ausfegangen  nnrde,  gelangt  sind. 

Ueberhaapl  ei^ebl  sich  nun  hieraus,  dass 
A  +  B+C^  ISO", 
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.  (ein  B*  -  sin  C*)  {am  n(b)^^  sin  Ujc)*] 

BinA  —  {cos  Ä  cos  il(c)  — cos  C  cos  G(6)}*      ' 

*'*     i  *^       {cosCcosn(a) — cos  ^  cos  il(c)}'       * 

„ (sin  A*-sin  gg)  {sin  Hja)*  --  sin  n(6)«} 

shiC   -  {cosi<cosn(6)— cosÄcosG(a)}« 


erglebt. 


§.8. 

Aus  der  ersten  der  drei  letsten  Gleichungen  in  35)  folgt : 

sin  ig  sin  C —  cos  i?co8  C  sin  Tl{a) 
^^ "-  slni7(a)  ' 

%l«o  Ist,  wie  man  leicht  findet: 

^^         ^        .        .    ^  sinÄcosC+cosÄsinCsinn(a) 
cosi7-|-co«Ccosifl=:sinC sin  11  (a) ' 

^.          ^        »        .    »cosBsinC+sinBcosCsini7(a) 
cosC-f  eosifl cos i?=:  sing .    jj,  . ^-^  ; 

folglich: 

cosB-l-eesCcoSil      sin  C  slnBcosC-|>cesgsinCsini7(a) 

— —        I..  .-I—  ■    ^M  .         ^  __^_^__^_v_ .  _^ *  '  • 

cosC-f^os^cosg      sing   cos  g  sin  C-l*  sing  cos  Csin  n(a)  ' 

Ulm  i«t  eher  ferner  nach  35): 

cosg  -t-cosCcos^   sin  U (6) sin  C 

cos  C  -f  cos  A  cos  g '  sin  i7(c)       sin  g ' 

als«  ofeobar: 

sin JI(^   sin  g  cos  C+ cos  g  sin  C  sin  Uja)  _ 
sin  U(c) "  cos  gsin  C+  sin  g cos  C sin  n{a)  ~~ 

Daher  bat  laaa  überhaupt  die  folgenden  Crleichangen: 

ainll(<0    sin  i<  cos  g -f  cos  i<  sin  gsin  I7(c) 

«4n  17(6)*  cos  il  sing -f  sin  il  cos  gsin  U(e)        ' 

^.  J  sin  /7(6)   sin  g  cos  C+ cos  gsin  Csin  n(a)  _ 

^^  "  •  "^  *inn(i)'coagsuiC+8iBgcosC8iaIZ(a)"''' 

sin  n{c)   sin  Ccos  ^  -f  cos  Cein  A  sin  11(6) . 

S4ttü(«}   cosCsiBii^su  CeesJ sin  12(6)  **    ' 

leicht: 
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41) 

•  TT/  \  _      sin  B  cos  Csln  Ujö)  —  cos  B  sin  Csio  n(e) 
siQ  Ula)  -  -  ^^g  g^^  ^  ^^  ^^^j  _  ^.^  ^  ^^  Csin  n(^) ' 

•  Ti(h\  —      g'P  Ccos  A  Bin  n(e) — cos  C  sin  A  sin  n(a) 

^  ^      "  cos  Csin  ^  sin  JI(c)  —  sin  C  cos  A  sin  iI(o)  ' 

.  sin  il  cos  j5  sin  2T(a)  —  cos  ^  sin  B  sin  il(6) 

^  ^  ""  ~  cos  A  sin  Ä sin  n(a)  — sin  A  cos  B  sin  12(6) ' 

nod  hierans  ferner: 

42) 

d.d..  nfd.^%  -  sin (g^  C)«{sin n(6)«--sln  n(e)*] 

cos  ii  w   —  —  j^^g  j8  gj„  £.gj„  2j(^)  _  gi„  ^  ^^g  C'sin  n(c)}« ' 

cos  Urt)*  =  -         sin  (C-^«{sin  JI(c)«-sin  g(a)«} 

^  '  {cos  Csln  A  sin  ir(c)  —  sin  Ccos  A  sin  II (o)}* ' 

CS  Hfc)«  =  -         »i»(^— g)'{«i'»g(«)'-«i°P(ft)'}         . 
^  ^  {cos  J  sing  sin  11(0)  — sin  il  COS  i?  sin  11(6)}*' 

oder : 

43) 

.n-m  ,.  _        gj"  (^  -  C)«{cos  il(6)«  -  cos  II(c)«} 
cosüw  —  {cos  B  sin  Csin  n(6)  -  sin  B  cos  C  ein  n(c)]* ' 

cos  n(6)«  =        sin  ( C  -  ^)>{cos  n(c)^^  cos  II(a)^ 

^  ^         {cos  Csin  A  sin  II(c) — sin  C  cos  -4  sin  II(a)}* ' 

cos  n(c)*  =        sin  (^  -  g)«{cos  II(a)«  -  cos  17(6)«} 

{coSi4singsinI7(a)  —  sin  ^  cos  g  sin  17(6)}* 

ergiebt 

§.  9. 
Nach  35)  ist: 

(cosA  +  cos  gcos  C)  sin  I7(a)  =  sin  gsin  C, 
(cos  g  +  cos  Ccos  A)  sin  11(6)  =  sin  Csin  A ; 

also»  wenn  man  ans  diesen  beiden  Gleichungen  cosg  eiiminirt, 
und   dann  durch  sinC  dividirt: 

cofiK  A  sin  C  sin  II (a)  sin  11(6)  =  sin  gsin  11(6)—  sin  A  cos  Csin  II(a), 

folglich : 

Theil  LI.  29 


448  Grün 


Tüarit  4et  Function  Il{pt) 


—- sin  i7(a). 


39).... 


1%^  •• 


=  Tsa  * 


ergiebt. 


firsr 


—  Ä_i_=«  C  im  iT(6)  { cos  n{a)  , 


Aus  d 


Rill) 


also  ist,  u 

C08Ä  + 
C08C  + 

folglich : 

cos  B  +  ' 
cos  C  + 

nun  ist  al 


_  -•JÄ-X4UJ 


also  offen b< 


si 
sii. 


Daher  bat  n. 


s: 


==1. 


40).... 


si: 
sin 


sin 
sin 


aos  denen  sieb 
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t»Pgir(c)    .     _  C08  c 

sin  i7(c)    '  •*•  tang  iI(A)  ^'°  ^  ^°^ '  co8  g  _ 
.inn^'   tangnCc)   cos  C  " '' 

also,  wie  man  hieraus  leicht  findet: 

008  ^  _  tang  n(b)    sin  II{c)  —  sin  n{d)  sin  71(6) 
cos  Ä  "*  tang  n{c)  *  sin  il  (6)  —  sin  n{a)  sin  n(c)' 

Non  ist  aber  nach  37): 

cos  ^cos  n{b)  —  cos  Ccos  n{c) 


cosA  =; 


cos  B  cos  IHc) — cos  Ccos  n{b) ' 


.   also: 


I 

I 


cos  C         TT 
cos  n{b)  -  ^^^^  cos  n  (c) 

C0S^=: ^^^^^ , 

cos  n(cyr-  ^^^  cos  n(6) 

und  man  erhält  nun,  wenn  man  in  diese  Formel  den  vorhergehenden 
Ausdruck  von  cos  C:  cos  £  einführt  und  der  Kürze  wegen 

Z  =      {sin  n(6)  -  sin  n{a)  sin  n{c) }  cos  11(6)«  sin  n(c) 

-  {sin 22(c)  —  sin  n(a)  sin  n(6)}  sin  n(6) cos n(c)^, 

N  =       {sin  n(6)  —  sin  77(a)  sin  n(c)]  cos  n(6)  sin  27(c)  cos  7I(c) 

-  {sin  2I(c) — slo  n(ä)  sin n(A)}  sin  77(6)  cos  71(6)  cos  n(c) 

setzt,  leicht: 

cosA  =  -jÄ' 

Fernbi'  findet  man  ohne  alle  Schwierigkeit: 

Z  =      sin  n(6)  sin  7I(c)  { cos  n(6)2 — cos  7I(c)»} 

—  sin72(a){cosn(6)«8inn(c)*—sinn(6)«cosn(c)«} 
=  {sin77(6)sin7I(c)— sinn(ö)}{co8n(6)a— cosHJc)«} 
=r  {sin  n(a)  —  sin  71(6)  sin  7I(c)}  {sin  71(6)«  -  sin  n(c)^\ 

und 

N  =  sin  n(a)  eos n(6) oos  n(c)  {sin  n(6)«^  sin  7T(c)«}, 
80  dass  also  nach  dem  Vorhergehenden: 

sin  7I(a)  —  sin  77(6)  sin  7T(c) 


sin  77(a)  cos  77(6)  cos  7l(c) 


29* 


45ä  ^rnmert:  AMfimmm  wOtfifli>  TkterH  der  Function  JI(x) 

i^  tmA  ««ir  4nkm-  ilfciAiiml  dU  folgeBAni  Formeln  habeot 

_  8ia2I(a)— sin  Ujb)  sin  n(c) 
"*  ~    ^   II(a)  eo8  n(b)  cos  n(c)    * 


»  _  8tftir(A)— sin  n(e)  sin  2J(<i) 
4«»  .   .   .     .  cmB^  m^n(6)c9s n(c) cos n{a)  ' 


I 


sm  Ujc)  —sin  n(fl)  sin  27(6) 
^'^^^  $uiiI(c)cosn(a)cosn(A)  • 


§.11. 
W«Mi  aitift  <ü«  FoHMhi  3S)>  4Q>  4^  nämlich  fiberhanpt  das 

$)M  .itansIKa)  =  swi?tangn(6), 
$Mi#lM^I£(«)  «  M  CtaaglKc), 
^  i>Mi«  r^V)  :=  $»  Atu^  0(«); 

,o^ B  k  i^^Ccw  ^» 0(4}  =  sin  Csia  A, 


!>>*::  i^^^—c^Cc^  ir(^  _  c^g(c)  ~  casJTces IZ(a) 
S4a(^^::vd^«#($liva)      ^     siai^siaiZ(e)€Ml7(a)     ' 


iV^  i*> 


c^M^  :2vc>  —  c^JcasII(»)  _  casiT(a)— cas  CcesUC^) 
>iu.4^i:vc>c«»nv4)     ^     »iCaan(a)easi7(&)     ' 


•  v*  V 


i^K»  :i^rt)— c#air  caeig(c)  _  caaUW  —  casilcaeiZ(c) 


skiJ?jt)-sianWaiaiT(c) 


c^M^   siaJIia)«isIZ(r)ca«iZ(«)  ' 

sia  P(c)  —  sia  g(a)  wa g(6) 
^^^—    .siiil?(f)<^ir(«)  cos  11(6). 

vsi  euM^  ^(«^isse  Aaal^i^le  dieser  Faimda  mit  dea 

o«  o^X4Mia  aa4  a«cii  ai<^r  der  wplriirisciica  Trigo- 

4.  %<yk<iaawi.  «ad  es  «obdat  ciae  waitaie  Ver« 


I 
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folguDg  des  sich  hieraos  ergebenden  Ge«ichUponkte8  sich  In 
mehrfacher  Beziehung  sehr  zu  empfehlen.  Deshalb  wollen  wir 
von  jetzt  an  ein  System  von  sechs  Grossen 

a,  by  c;    A^  B,  C 

weiche  den  Gleichungen  46)  genügen  oder  durch  welche  diese 
Gleichungen  erfüllt  werden»  ein  imaginäres  oder  eingebil- 
detes Dreieck  nennen,  und  es  sollen  a,  b,  c  die  Seiten*)» 
dagegen  A,  B,  C  die  diesen  Seiten  gegenüberstehenden  Winkel 
dieses  imaginären  oder  eingebildeten  Dreiecks  genannt  werden» 
wodurch  —  wenn  auch  andere  Vortheile  dadurch  nicht  erreicht 
werden  sollten  —  doch  jedenfalls  eine  leichte  und  bestimmte  Aus* 
drucksweise  ermöglicht  werden  wird,  was  für  das  Folgende  von 
besonderer  Bedeutung  ist.  Wir  werden  daher  im  Folgenden  auch 
von  gleichseitigen,  gleichschenkligen ,  rechtwinkligen  u.  s.  w.  ima- 
ginären oder  eingebildeten  Dreiecken  sprechen»  was  nach  dem 
vorher  Gesagten  ohne  alle  weitere  Erläuterung  verständlich  sein 
wird.  Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  alle  früher  gemachten 
Voraussetzungen  auch  im  Folgenden  stets  festgehalten  werden 
müssen,  in  welcher  Beziehung  wir  besonders  auf  die  Bedingungen 
oder  Voraussetzungen 

0  <  ^  <  180«, 

0  ^  Ä  <  180O, 

0  <  C  <  ISO« 
und 

^  +  Ä  +  C  ^  180O 
nochmals  aufmerksam  machen  wollen. 

§.  12. 
Wegen  der  Bedingung  . 

^  +  Ä+C^180o 

kann  jedes  imaginäre  oder  eingebildete  Dreieck  höchstens  einen 
rechten  Winkel  haben,  und  setzen  wir  also  ^=90^,  so  erhalten 


*)  Es  ist  wohl  kaum  die  besundere  Bemerkung  nothig,  das«  n,  ö,  C 
hier  durchaus  nur  als  reine  Zahlen  aufzufassen  sind,  und  also  auch  in 
diesem  Sinne  der  Ausdruck  ,,Seiten*^  zu  nehmen  ist,  wobei  Weiteres 
noch  vorbehalten  wird. 


aar  Fnmtwn  ll(x) 


—    -*  :i  jLi  L.iritJIlJ^.  ^J, 


.=:  atö  ♦.  tau«  iJt  tc) ; 


-»1^.^:. 


c 


CO 


cot 


Überblickt 
GrondfoTin 
nometrie  n; 


* 

_      -   -   :- —cos  Ceo8iT(6) 

*  •  -  >*ii  H^a)  cosn(ö)    * 

-     ^  ,  -.^IZ.j;      cot il(6), 
-vö  ^  ^c;  cos  JUc) ' 

.  ^iü  II(a)       cos  77 (c) 


^  **  ,.  ,  ^oä'Aj.v.tt) 


cos  il(ö)* 


\  ;;iiti>i7(6) co8i7(6) 

>-   ^     ^ü9-lli,{j)         cosU(a)' 

j  A  hB+C=im^,   weicher  ja 
^.,    ve»i  J  =  90»  ist,  ß+  C  =  90», 

.•c«)^iit  Falle 

*»  VI  1  ^  -~*  cos  C; 

V    .V»  ^t«t;$lttä«Bdten  Formelo; 


folglich : 


und  über  etngeöHdeie  Dreiecke  und  Vierecke, 


sin  n(a)  =  sin  17(6)  =  siDil(c)  =  1, 


cos  Il{a)  =  cos  27(6)  =  cos  I7(c)  =:  0 


455 


ist.  Weitere  Betrachtungen  hierüber  setzen  wir  jetzt  bei  Seite, 
wollten  Vorstehendes  aber  nicht  unbemerkt  lassen«  auch  um  einige 
Vorsicht  bei  diesen  Gegenstanden  zu  empfehlen. 

Nach  Vorstehendem  haben  wir  die  Gleichung 

sin  C  =  cos  £  sin  17(6). 

Nehmen  wir  nun  an,  dass,  indem  6  ungeändert  bleibt,  B  sich 
der  Gränze  Null  nähert,  so  wird  sin  C  sich  der  Gränze  sini7(6) 
bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  nähern,  oder  es  wird: 


sin  17(6)  =  Lim  sin  C 


sem. 


Wir  wollen  nun  einmal  setzen,  dass 

sin  C  =  sin  i7(6) 

sei,  so  wird  sich,  da  sowohl,  wenn  ArcC  den  den  Winkel  C 
messenden  Kreisbogen  in  einem  mit  der  Längeneinheit  als  Halb* 
messer  beschriebenen  Kreise  bezeichnet,  Are  C  als  auch  72(6) 
zwischen  0  und  n  liegt,  aus  der  obigen  Gleichung  nur  schliessen 
lassen,  dass 

Are  C  =  n(6)    oder    Are  C  ==  w — ir(6) 

sei.    Bekanntlich  ist  immer 

Are  A  +  Are  B  +  Are  C^n, 
also,  weil  nach  der  Voraussetzung 

Are  /l  =  i  TT 
ist: 


folglich  immer 


weil  niemals 


ArcÄ+ ArcC  ^  in, 


Are  C  <  4  «, 


Arcß  =  0 


sein  kann,  da  ja  bekanntlich  immer 

0  <  i?  <  180*» 


• 
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wir.  für  das  imaginäre  or^  - 
den  Formeln  46)  die  (ol- 


taug 

1 

sinßta^^' 

77 

tang 

w 

SV' 

TT 

f 

Sil' 


^'. 


COS  11(6)  =  cos  ( 
coiB  =  -     , 

C08  /  ' 


cos  ^' 

cot C=~  . 

Sil 


in  TT'    ' 


Sin 

sini7, 

cos  /^  =   — ;       ,  , 

_       sin  Ii(r)  - 
cos  C  =     .     ^ 

SlIJ  ii  V, 

Anmerkung.  In  (- 
hier  nicht  ausgeschlossen 
also  offenbar 

cos  '■ 
und  folglich  nach  vorstelHi 

cos  n '  ■ 

COS//(f\, 

also 

COS  n(a)^  =^  •  .     _  - 

Man  bedenke  nun  aber,  da  .-—-..--. 

tana  "  -        •    •*•        ^~ 

sin  C  =  <  <•> 
also  nach'  dem  zweiten  Sy 
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^  $.13. 

Betrachten  wir  jetzt  das  gleklisckeBldige  imagiaire  ddcr  ^- 
^MT^ete  Dreieck,  in  welchem  b^c  ist,  so  ist  nach  46): 


^gi^^^jr>_      I  — sin  n(a)  r^^r—      >— s'P^W      . 

^""^  ^  —  cos  n{a)  cos  n(6)  •      ^^  ^^  "-  cos  G(o)cos  n(6)  * 

Iso  COS  B  =  cos  C,  and  foiglich,  weil  alle  Winkel  zwischen  0  «nd 

SO^  liegen^  ß  =z  C.    Daher  sind  Im  gleichschenkligen  imaginären 

^r  eingebildeten  Dreieck  die  Winkel  an  der  Grondlinie  einander 

[cby  und  im  gleichseitigen  Imi^infiren  oder  eingebildeten  Dreiedc 

n7  folglich  alle  drei  Winkel  unter  einander  gleich. 

Umgekehrt  folgt  ans  der  Gleichong 

sin  i?tang  17(6)  =  sinCtangI7(c) 
.-46)  ffir  B=  C  nnmittelhar 

tang  17(6)  =  tang  Hie), 
Atm,  weil  17(6)  ond  ir(c)  zwischen  0  nnd  «  liegen: 

!;;'  n(b)  =  n(c), 

^l^ch  6  =  c,  so  dass  also  in  jedem  imaginären  oder  eingebil- 

^HAett  Dreiecke  mit  zwei   gleichen  Winkeln  die  diesen  Winkeln 

regenüberstehenden  Seiten  einander  gleich  sind;  also  ist  ein  glelch- 

wnkiiges    imaginäres  oder   eingebildetes  Dreieck  auch  jederzeit 

-cid  gleichseitiges. 

Aus  den  Formeln  46)  ergiebt  sich  in  diesem  Falle  auch: 

sin  n(a)~  sin  n(6)« 


COSi^  = 


sin  n(a)  cos  17(6)^ 


•.l^lich: 


1        rnnA    _  «'">  ^  Wl^ -«t»  i^Wt 
1  —COS  ü  -        g.^  jj^^^  ^^^  ^^^^^ 


.[er  : 


2smia3  =  tangn(6)* — .    rr/  \    • 

®     ^  '       sini7(a) 

A  aber  nach  22): 

.     rrr  ^  8iDg(»i)* 

^'"^  ^^^^  =  ]4-cosI7(la)> ' 


uruMtriz  itdtammttä  mmtfOsthe  Täeurie  der  Function  II(it) 
,        .    .,,  1+  9as.n{ia)*—  Bin Uda)* _    2 cos n(ia)» 

■luä  t'algüeik: 

l~auigC«)_  2  cos  g(ia)« 
~äDiZ(«ö~=   sion(4a)«    =  2cotn(i«)«. 

ii$4i  uadi  dem  Oöigeo: 

simiA*  =  cotII(4a)«tangn(6)«, 

tamg  2I(Ä)*  =  siD  i/l«  tang  n(ia)a. 

Nach  23)  ist: 

tang  il(a)  =  4  sin  n(ia)  tang  iT(4ci), 

uuii  t)ii  bab«u  also«  weil  sin  17(40)  stets  positiv  ist,  tang  U(4a) 
\md  taogn(a)  gleiche  Vorzeichen;   wegen  der  Gleichung 

siu  A  tang  n(a)  =z  sin  ^tang  iT(6) 

habi^u  aber  tang n(ci)  und  tangil(6)  gleiche  Vorzeichen;  also 
bia>eu  auch  tangil(4a)  und  tangi7(6)  gleiche  Vorzeichen,  und  es 
(oigt  daher  aus  der  Gleichung 

tangn(6)*  =  sin  4/|2  lang  IZ(4fl)« 
üi<)  Gleichung: 

4t^ tang2T(6)  =  sin  4^^  tang  iT(4ö). 

Im  gleichseitigen  imaginären  oder  eingebildeten  Dreiecke  ist 
it  ^  6»  also  nach  der  vorstehenden  Formel: 

tang  n{a)  =  sin  \A  tang  il(4a), 
.Uiio,  weil 

tang  n{a)  =  4  sin  il(4a)  tang  n(\a) 

V^) ,sinn(4a)=2sin4^. 

l>ie  Betrachtung  des  gleichschenkligen  und  gleichseitigen  itna- 
,.i.  ucü  oder  eingebildeten  Dreiecks  wollen  wir  jetzt  nicht  weiter 
I.,  .^uhieu. 

§14. 

Ki»    lasÄen    sich    noch   viele   andere    merkwürdige  Relationen 
^«  ^.hcu  deu  Seiten  und  Winkeln  deti  imaginären  oder   eingebll- 


nnd  über  eingebildete  Dreiecke  und  Vierecke. 


4Ö9 


detea  Dreiecks  entwickeln»  über  die  wir,  ohne  diesen  Gegeii3tand 
zu  erschöpfen  die  Absicht  zu  haben  ^  jetzt  noch  Einiges  sagen 
wollen. 

Nach  37)  ist: 

^  cos  B  cos  n(ö)  —  cos  Ccos  n(c) 
"^  cos  ß  cos  n(c)  —  cos  C  cos  n{by 

und  folglich,  .wie  man  leicht  findet: 

CO»  JBsin  C*cos  n(b)  —  cos  Csin  B*cos  II(c) 


cos  ^4- cos  £  cos  C  = 


cos  ß  cos  n(c)  — cos  C  cos  11(6) 
(cos  ß^ —  cos  C*)  cos  n(c) 


cos  B  +  cos  Ccos  A  =  ^ -nf  \ Zln Tr7T\  » 

•  cos  B  cos  ii  (c)  —  cos  C  cos  n{b) 

¥veil  nun  nach  36) 

(cos  i4  +  cos  B  cos  C)  cos  n(ii)  =  (cos  B  +  cos  Cqos  Ä)  cos  12(6) 

ist»  so  ist: 

(cos  gg  -'cos  C^)  cos  27(6)  cos  ir(c) 

cos  il(a)  -  ^^g  ^j^^ijn?» cos ir(6)  —cos  Csin  i?»cos  Uic)' 

Nach  46)  ist: 

sin  ^  sin  i7(6)  cos  n(c)  =  sin  Ccos  17(6)  sin  i7(c) , 
also : 

sin  ß«sin  ir(6)«cos  77 (c)«  =  sin  C*cos  i7(6)«sin 27(c)«, 

folglich»  wenn  man  auf  beiden  Seiten  cos  J7(6)'cos  I7(c)^  addirt: 

QOS  i7(c)2{co8  n(6)« + sin  fi«  sin  27(6)«} 
=:  cos  27(6)«  {cos  27(ü)« +sio  C*  sin  27(c)«}, 

COS  n(c)*{sin  Ä»  +  cos  ^  cos  IZ(6)^ 

=  cos  ir(6)«{  sin  G«+  cos  C«cos  n^c)^] ; 
also  : 

8iD  C«cosn(6)«— sin  ß«cosn(c)«  —  (cosÄ«  -  cosC*)cos27(6)*cosn(c)« 

=  0, 

und  hieraus: 


cos  B  cos  Cain  C*  cos  17(6)*  —  cos  B  cos  C  sin  B«  cos  n(c)* 
—  cos  ß  cos  C(cos  Ä«  —  cos  C«)  cos  27(6)«  cos  27 (c)« 

Weil  nun  offenbar  identisch 


}= 


0. 


(cpsÄ«—- cosC«-^cosß«sinC«+sinÄ«cosC«)cosn(6)cosn(c)  =  0 
ist»  so  erhält  man  die  Gleichung: 


4|S0  Sruneri:  Alifemeine  analpüscke  Theorie  der  Futiciion  ll{xy 

(c«s  Ä*— CO«  C«  —  cos  Ä«  »In  C*  +  sin  B*  cos  C*)  cos  17(6)  cos  II  (c) 
^      cosiScosCsin  Ccos  il(6)*— cos  Äcos  C  sin  Ä*  cos  n(c)* 
—  cos  Äcos  C(cos  B*—  cos  C*)  cos  n(b)*  cos n(c)^, 

und  hieraus  ferner: 

(cos£<— cosC^)il  -f  GosBeos  C  cos  17(6)  cos  i7(c)}  cos  17(6)  cos  I7(c) 
=      cos  Bsin  C*  cos  17(6)  {cos  B  cos  i7(c)  -f  cos  Ccos  i7(6)} 
— cos  Csin  B^cos  Z7(c){cos  B  cos  77 (c)  +  cos  Ccos  77(6)} 
=      {cos  Bsin  C* cos  77(6)  —  cos  Csin  B^cos  77(c)} 
X  {cos  B  cos  77(c)  +  cos  C  cos  77(6) } , 

also: 

(cos  U* —  cos  C*)  cos  77(6)  cos  77(c) 
GosBsio  C^cos  77(6) — cos  Csin B* cos  77(c) 

^^    co§  B  cos  77(c).+  cos  C  cos  17(6) 
"~  1  +  cos  B  cos  C  cos  77  (6)  cos  77  (c) ' 

Daher  ist  nach  dem  Obigen: 

_^    cosgcos  77(c)  -l-cos  Ccos  77(6) 
cos  U(a)  —  I  ^  eos  B  cos  C  cos  77(6)  cos 77(c) ' 

und  mit  gehöriger  Vertauscbung  der  Zeichen   hat  man  also   die 
folgenden  Gleichungen: 

cos  B  cös  7I(c)  +  cos  Ccos  77  (6) 

cos77(a)  —  i  ^  cos  B  cos  C  cos  17(6)  cos  77(c)  * 

K£%\         ]       rTfk\  —    cos  Ccos  77(ii)  +  cos  A  cos  77(c) 
öü)...    icoaUiö)  —  1  ^.eosCcos^cosn(c)cosn(a)' 

cos  ^  cos  77  (6)  +  cos  B  cos  77(a) 

cosn(c)  —  1  ^  eos  J  cos  B  cos  77(a)  cos  77  (6)' 


§.  15. 
Nach  46)  ist: 

I«             A        ^,M^        T^.  X       sin 77(6) sin 77(c) 
1 — cosil  cos 77(6)  cos 77 (c)  = .    •„/  \ — "» 
^  '            ^  '              sio77(a) 
«             w%       *^,  V        ^^  V       8in77(c)sin77(a) 
1  —  cos  BCOS  77(c)  cos  77(a)  = .     rr/Ax  > 

^  ^            ^  '              sin77(6) 
1            ^        TF/  X        »Tr»x       sin  77(a)  sin  77(6) 
1--C0S  Ccos 7I(rt)  cos 77(6)  == .    „.  ,        ; 
^                            \  /            \  /              gm  7/(c) 
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also  darch  SülpItiplicatioD: 


{ 1  —  co%A  cosn(b)  co8l7(c) }  { 1 
{ 1 — co8^co8i7(c)cosiI(a)}  { 1  - 

{  I  —  C08Cc06lZ(ll)C08i7(6)}  i  1 

und   bieraas  ferner: 


62) 

-cos^cosi7(e)  cosn(a)} 
-cos  CcosiI(a)co8n(6}} 
-  cos  A  cos27(6)  cosI7(c} } : 


:8iniJ(c)«, 


{1  —  cos  A  cos  n  (6)  cos  n(e)m  1  —  cos  Ä  cos  II(c)  cos  n(a)\* 

X  { I  —  cos  Ccos  n(ä)  cos  n{b)\^ 
=  sin  n(a)«siD  n(6)«sin  il(c)«, 

also,  weil  bekanntlich 

sini7(a)^    sin  27(6),    sinil(c) 

und    offenbar  auch 

1  —  cos  A  cos  n(b)  cos  n(c)f 
1 — cos£  cos  n(c)  cos  il(a), 
1  —  cos  Ccos  n(a)  cos  i2(6) 


lauter  positive  Grossen  sind: 


53) 


{ 1  — cos  J  cos  21(6)  cos  n(c)]  { 1 — cos  Äcos  11  (c)  cos  n(a)\ 

X  { 1  -  cos  C  cos  n(a)  cos  21(6)} 
s  sin  i7(a)sin  17(6)  sin  i7(c). 

Durch   Entwickelang   der  Producte    in  52)  erhält  man  sehr 
leicht  die  folgenden  Gleichangen: 


cosi7(a)       cos  11(6) 


54) 

cos  n(c) 


cos  17(6)   .   co8J7(c)         cosJI(a)  _,  ^       __,,^       „^  ^      _ 


cos  II(c)       cos  JI(a) 


cosC 


cos^ 


cZjloL  -eo»g(a)co,n(fe)cosZ7(c)=0. 
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(cos  B^ — cog  C*  —  cos  Ä*  »In  C*  +  sin  B*  cos  C«)  cos  17(6)  cos  ZI  (c) 
=      cos  B  cos  Csin  C*  cos  11  (b)^  —  cos  Ä  cos  C  sin  B«  cos  n(c)« 
—  cos  Äcos  C(cos  B*—  cos  C«) cos n(6)«  cos n(c)«, 

und  hieraus  ferner: 

(cos  B^ — cos  C*)  { 1  +  cos  BcosC  cos  27(6)  cos  II(c) }  cosIZ(6)  cos  II(c) 
=      cos  Bsio  C* cos  17(6)  {cos  B cos  i7(c)  -|*  cos  Ccos  17(6)} 
— cos  Csin  B'cos  i7(c){cos  B  cos  17 (c)  -|-  cos  C  cos  17(6)} 
=      {cos  Bsin  C*  cos  77(6)  —  cos  Csin  B^cos  77(c)} 
X  {cos  B  cos  n(c)  +  cos  Ccos  77(6)} , 

also: 

(cos  B* —  cos  C^)  cos  77(6)  cos  ir(c) 

cos  B sin  C* cos  77(6) — cos  Csin  B* cos  77(c) 

—   co§  B  cos77(c)/f  cos  Ccos  77(6) 
"~  1  +  cos  B  cos  C  cos  77  (6)  cos  77  (c) ' 

Daher  ist  nach  dem  Obigen: 

-^      __    cosBcos  77(c)  4-cos  Ccos  77(6) 
cos  U{a)  —  1  ^  cos  B  cos  C  cos  77(6)  cos  n(c) ' 

und  mit  gehöriger  Vertauscbung  der  Zeichen  hat  man  also   die 
folgenden  Gleichungen: 

cos  B  cös  17(c)  +  cos  Ccos  77  (6) 

cos  77(ö)  —  1  ^  cos  B  cos  Ccos  1/(6)  cos  77(c) ' 

ic^v  ,       _,..         cos  Ccos  77(a)  +  cos  il  cos  77(c) 

OU)  . . .     <COS  77(6)  =  j—. 75 :i ff7~{ rr/  \  » 

j  ^^       1 -f  cosCcos/lcos77(c)cos77(a) 

'  cos  ^  cos  77  (6)  +  cos  B  cos  n{a) 

cos77(c)  —  1  ^  cos  J  cos  B  cos  77(a)  cos  77  (6)' 


§.  15, 
Nach  46)  ist: 

II              A         rrfM.\         m  \       sin  77(6)  Sin  77(c) 
1— cos  ii  cos  77(6)  cos  77 (c)  = .   Vt/  ^      '  » 
^  ^            ^  '              sin77(a) 
«             v>        ^y  ^         ^r  V       sin  77(c) sin 77(a) 
1  —  cos  Bcos  71  (f)  cos  77(a)  = .    tt/j^x        > 
^  '            ^  '              sin77(6) 
1            ^        Tx/  X        Tx/*x       sin  77(a) sin  77(6) 
1  —cos  Ccos 7I(rt)  cos 77(6)  = .    „.  .   ^  ^; 
^                                                           sm  **>{€) 


} 
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idso  durch  Atpltiplication: 

62) 
j  I  _co8Jco8JfI(6)cosn(c)}{l— co8fico8n(c)cosn(a)}  =:sioiJ(c)*, 

{ 1 — cosÄ  cosn(c)  cosn(a)}  { 1  —  cos  CcosUifl)  cobTHÖ)  \  =  sin  n{a)\ 
{ 1  —  cosCcos H  (a)  co8n(6)}  { 1  -  cos  J  cosn(6)  cosHCc)}  =i4Dn(6)«; 

und   hieraas  ferner: 

{ 1  —  cos  J  cos  n{b)  cos  n(c)}«{  1  —  cos  Ä  cos  U(c)  cos  n{a)\^ 

X  { l  —  cos  Ccos  n(a)cos  n(6)  J* 
==  sin  n(a)2  sin  n(6)«sin  U(cy^, 

also,  weil  bekanntlich 

sinlZ(a),    sinn(6),    sin  n(c) 

und    offenbar  auch 

1  —  cos  il  cos  11(6)  cos  n(c), 

1 — cosÄ  cos  ir(c)  cos  II(a), 

1  — .  cos  Ccos  II(a)  cos  21(6) 

lauter  positive  Grossen  sind: 

53) 

{ l  — cos  J  cos  n{b)  cos  Il{c)]  { l — cos  Äcos  n{c)  cos  JI(a)} 

X  { 1  —  cos  C  cos  IT(a)  cos  n{b)\ 
=s  sin  JI(a) sin  n(6) sin  n(c). 

Durch   Entwickelung   der  Producte    in  52)  erhält  man  sehr 
leicht  die  folgenden  Gleichungen : 

54) 

cosn(fl)       co8J^6)_     cos n(c)    _ eosg(a)cosn(6)cosn(c) =0, 
cos^  cosÄ         cos  J  cos  Ä 

cosn(6)       £??^)_  J?5?^(?L^-.cosn(«)cosZT(«^^^ 
"  cosÄ    ^     cosC         cosÄcosC 

cos  2I(c)       cosJT(a)_  _J?1^[I(*)^  _  ^^^2^^^^^ 
cosC  C0S-/4  cosCcosil 


462  ßrunert:  AUgemeine  analff tische  Theorie  äer  Funetioti  Ilix) 


Aus  der  aus  46)  bekannten  Gleichung 


cos 


sin  n{a)  —  sin  Tt{b)  sin  Il(c) 

^  sin  n(a)  cos  n{b)  cos  Tl  (c) 


erblLlt  Man,  W^Mk  der  Kdrxe  wegen: 
55)....  G  =  V{1 — -.     *  * 


l 


sin  n(^a)^       sin  JI(6)«      sin  n(,c)^ 

2 

+  sin  n(a)  sin  n(6)sinn(c)  * 

oder  auch 

55*) G==:  V{2(l  +  -r-4T"0O+--^-4f7M)O  m^O 

•'  IV»  8ini7(a)'^       sin  1/(6)^        sin  il(c)' 

11  12 

""^*  +^hrn(^  "*"  siirn(6)  ^ ^inir(e)^  * 
gesetzt  wird: 

sin  A^  =  G*tang  n(6)ä tang  JI(c)2.  . 

Weil  nun  aber  wegen  der  aus  46)  bekannten  Gleichung 

sin  B  tang  i7(6)  =  sin  Ctang  I7(e) 

offenbar  tang 27(6)  und  tangi7(c)  gleiche  Vorzeichen  haben,  also 
das  Product  tang 27(6)  tangi7(c)  positiv  ist,  und  auch  sin^l  po- 
sitiv ist;  so  haben  wir  die  folgenden  Gleichungen: 


56) 


sin  A  =  6  tang  17(6)  tang  i7(c), 
sin  B  =  Cr  tang  27 (c)  tang  27 (a), 
sin  C=  G  tang  27(a)  tang  27(6). 


Nach  46)  ist: 


sin  27(a) 
und  folglich,  wie  man,  weil 


§.  17. 


cos  A  -f  cos  J^  cos  C 
sin  ^ sin  C' 


1 


cot 27 (a)*  =   ~    n/  \a 
^  *         sio2i(a)^ 


—  1 


ist,  hieraus  leicht  findet: 
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\y^,    V«                 1 — C08^*  —  COSÄ* — COSC*  —  2C08^  COSÄC08  C 
cot  Ufa)*  i= : — lli~* — 7t5 » 

also: 

cot  II{a)^ 1  —  cos  A^  —  cos  B^  —  cos  C* — 2  cos  A  cos  B  cos  C 

sin  ^2 siDJ«sioß«8inC«  ' 

folglich  überhaupt: 


cotJT(g)«  _  cot  n(6)«  _  cotJZ(c)' 


sin  ^*  610  B^  sin  C® 

1  —  cos  A* — cos  Ä* — cos  C*— 2cos  A  cos  B  cos  C 


""  sin  ^a  sin  Ä« sin  C* 

^Veil  nun 9  wie  schon  früher  bemerkt  worden  ist,  die  Grossen 
taiigll(o),  tangi7(6)y  tangir(c),  und  daher  auch  coti7(a),  cotir(6), 
cotI7(c)  gleiche  Vorzeichen  haben,  so  ist: 

cot  JT(g)  _  cot  n{h)  __  cot  J7(c) 
^ sinA  sini&  sin  C    ' 

ipvas  wieder  auf  die  drei  ersten  Gleichungen  in  46)  zurückführt: 

Leicht  erhält  man  auch  die  folgenden  Formeln: 

tang  1?  tang  C  _  cos  A 


siQi7(a)  cos^eosC" 

tangCtangJ  cosÄ 

1    ^i^  ■  ■  ■  ■"       ■  ■  ■  —  1  ■■  ■  ■  ■  ■  ^  ■  ■■  ^^12   ^■^*         I    ■■  I  »■■■■■■  ■    ■  I 

sin  i7(6)  cos  Ccos  A 

tangiJtang^  _  cosC      , 

^    sinI7(c)      "~  ~"  cosiicos^' 


und  hieraus: 


'  ^  59) 

I  _  tang  g  tang  C  tang  C  tangij   _       \ 

^  sin  JI(a)      ^  ^  sin  n(6)     ^  "^  cos  C«' 

n      tang  C  tang  ^  tang  if  tang  g 1 

'*"■     sin  11(6)      *'  sin  n(c)     '  ""  cos^«' 

tang  J  tang  g  tang  g  tang  C    _        1 

^*  sin  n(c)      ^^  sinn(a)      *  ""  cosÄ«' 

Entwickelt    man  die  Producte  auf  den  linken   Seiten  dieser 
Gleichungen»  so  erhält  man  die  Gleichungen: 
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60) 

sin  n(a)  taDg  A  +  sin  n(b)  tang  B + sin  i7(a)  sin  i7(A)  tang  €  ) 

—  tang  A  tang  B  tang  C  j        * 

sin  17(6) tang i?  +  sin  n(c)  tang  C-f  sin It(b)  sin  n(c)  tang  J  ^  _ 

—  tang  J  tangf  tang  C  ) 

sin  i7(c)  tang  C-f-  sin  I7(o)  tang  J  -f-  sin  i7(c) sin  i7(a)  tang£  \  ^  n 

— tangil  tang  B  tang  C  j  "" 

Durch  Mnitiplication  erhält  n|^n  aus  den  Gleichungen  59)  die 
Gleichungen: 

tanggtang C*  ,      tangCtang^  «        tangJtang^« 
'*""    sinJI(a)    *  ^*         sinn(6)    *  ^*         sin  i7(c)    ' 

1 1 

cos  ^•cos  Ä*cos  C*  * 

Im  spitzwinkligen  imaginären  oder  eingebildeten  Dreieck  sind 
die  Winkel  A,  B,  C  sämmtlich  spitz,  ihre  Cosinus  also  sämmtlicb 
positiv»  folglich  die  Grössen 

coaA  coaB  cosC 


cos B cos C  *    cos  Ccos  A  *    cos  A  cos  B 

gleichfalls  sämmtlich  positiv.  Im  stumpfivinkligen  imaginären  oder 
eingebildeten  Dreieck  Ist  von  den  Winkeln  A,  B,  C  der  eine 
stumpf,  die  beiden  anderen  sind  spitz,  und  die  Grössen 

cos  A  cos  B  cos  C 


cos  B  cos  C     cos  C  cos  A  *     cos  A  cos  B 

sind  also  offenbar  sämmtlich  negativ.  Wegen  der  aus  dem  Obigen 
bekannten  Gleichungen: 

1      tang  B  tang  C cosA 

sin 27(a)  ""  cos B cosC 

- tangCtangiJ  __^  cosg 

sin  17(6)  cos  C  cos  J  * 

.      tang  A  tang  ß  __^  cosC 

"^      sini7(c)  cos  2^  cos  ^ 

sind  folglich  die  Grössen 

.      tang  ^  tang  C  tang  C  tang  ^^     .      tang^tangg 

*  sinI7(a)     '    *~     sinn(6)     '     *""     sin  n(c) 
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im  spitzwiokligen  Dreieck  sSmmtlich  negativ,  im  stampfwinkligen 
Dreieck  eämmtlicb  positiv >  so  dass.also  das  Produet 

('         tang^tangC)  (        tangCtang^^)  (.      tang^tangg) 
\  * ""     sin  n(a)      n  s'«D  Xr(*)     M  »tn  ^W      ) 

im  spitzYvinkligen  Dreieck  negativ,  im  stumpwinkligen  Dreieck  po- 
sitiv ist;  and  da  nan  das  Produet 

cos  ^  cos  £  cos  C 

im  spitzwinkligen  Dreieck  positiv,  im  stampfwinkligen  Dreieck  ne- 
gativ ist,  so  ergiebt  sich  aas  dem  Obigen  offenbar  die  Gleicbang: 

■       61) 

{-.  _  tanggtangC)  l    tangCtangyl  W .      tang^tang.g) 

\  8loi7(a)      ]y         81013(6)     ]\  8inI7(c)     ) 

1 

cos^cos^cosC* 


§.  18. 
Nacb  56)  ist: 

sinJ  =  GtangI7(6)tangn(c), 
siaÄ  =  Gtangir(c)tangn(fl), 
sin  C  =  €?tangn(a)tangn(6); 

und  die  Ausdrücke  von 

cos  Af    cos  Bf    cos  C 

io  46)  icann  man  auf  folgende  Art  darstellen: 

cos  J  =  tang 27(6)  tang n(c)  [^^^u{b)»\iilm  ~  ^STÖCfll}  ' 
eosÄ  =  tangn(c)tppgn(a)  [■^n{e)^\xin{a)  -iiiTncS)} ' 

cos  C  =  tangn(«)tangl7(6)  {  ^i„n(a)8ini7(Ä)  "  sÜ^m^)  ]  ' 

Also   ist: 

Tbeil  LI.  30 
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a\n(B  +  C)  =  8iDi?cos  C+  cosBauiC 

=      6  tang  I7(a)S  tang  27(6)  lang  n(c) 

^  \  sin  n(a)  sin  n{b)  ^  sio  H  (c) ) 
-I-  Gtang£r(a)*tangI7(6)tang£r(c) 

^  \  sin  n(c)  sin  n(a)  ~  sin  n(b)  ] 
and  folglich: 

sin  (B+C)—  G  tang  n(a)^  tang  n(b)  tang  13  (c) 

^isinI7(a)~'l  \  sin  21(6)  +  sin  n(c))  ' 

■ 

Ans  der  Gleichung 

A  »         D        n      S'P  ^  An  C 
cos  A  +  cos  B  cos  C  =  — ; — frTT* 
■  sin  n{a) 

ergiebt  sich  leicht: 

_ 

C08  24  +  cos(Ä  +  C)  =  sin^sinC  \   .   ^.  v— *1  >  t 
also: 

cos(Ä  +  C)  =  —  coSii  +  sini?sinC<-r-g7-T  — 1|» 
und  folglich  nach  dem  Obigen : 

cos(J?+C) 
===-- cos  .1  +  G«  tang  n(a)«  tang  n(Ä)  tang  n(c)  {  ^rj^ 

Also  ist  nun: 

eoB(A  +  Ä+  C)  =  cos  Jcös  (B  +  C)— sin  A  Bm{B+  C) 

=  -  cos ilHG« tang ir(a)«tangir(ft) tang n(c)  I  .^^.  .  -l\  coa  ^ 
—  Cr  tang  22(a)*t4ng27(6)  tang  n(e) 

folglich,   wenn  man   für  cos^l  und   sin  J  ihre  Werthe   aus   dem 
Obigen  einführt: 
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cos(J  +  Ä+C) 
=  —  co8il«+G«tangir(a)«taDglT(6)«taDglT(c)« 

^  \  sin  n(a)""^)   (sio  JT(6)  sin  n(c)  ""  sin  n{a)^ 
-  G«  tong  n(ii)«tang  11(6)«  tang  nifiy^ 

^\fiinil(a)""*j  {srff("6)  +  iSS^SCc)!* 
also : 

2co8i(il+Ä+C)« 
=  sin  J«  t  Gelang  n(a)«tangil(6)«tangn(c)« 

^  \  sin  21  (a)""M  \8inn(6)sinII(c)  ""  Snllö«)) 
—  C?*tang  JT(a)«tangn(6)«tong  2I(c)« 

^  ( sin n(a)""^j  (sinil(6)"*"  sin n(c) )  * 

woraus  sich  endlich»  weil 

sin  J«  =  G«  tang  IZ(6)*  tang  Uic)^ 

=  G«  tang  n(ay^  tang  21(6)«  tang  n{c)^ .  cot  n(a)« 

=  G«tang2I(«)«tangn(6)«tang2T(c)«  {jj^^^^  -  1 } 
=  G«tangn(a)«tang2I(6)«tang2I(c)« 

^  \sinn(a)"~M  \  sin  n(a)  +  ^  ] 
ist: 

2cosi(J+Ä+C)« 

=       G.UosIZ(a)«taagn(6).tangII(c).{^-l}  {-^+l} 
+  G«  tang  2I(a)«tangn(6)«  tang  2T(c)« 

^  I  sin  n(a)""^l  \  sin  n(6)  sin  n(c)  "^  sin  n(a)) 
—  G*  tang  n(a)«  tang  21(6)«  tang  2I(c)« 

^  (i^i^öi)  "^  ^  1  l8i1irff(6)  "•*  sin2I(T)) ' 

also,  wie  man  sogleich  übersieht: 

2cosi(il  +  Ä  +  C)« 
=  G«  tang  n(o)«  tang  21(6)«  tang  2I(c)« 

^  Kinn(a)~M  \8inn(6)"^'J  iiSCX^"^*) 

30* 


468  Grunert:  Allgemeine  analytische  Theorie  der  Function  n(jt) 
ergiebt.    Setzen  wir  nan 

so  ist 

co&i(A  +  Ä+  C)  =  sini-^, 

und  folglich: 

62) 

.   ,  .        .   Gtang  J7(fl)tang  n(6)tangir(c) 
sini4  =  ± ';^ 

^V    \sinn(a)^^j  \siDlI(6)~*j  fen(^""M' 

wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt»  jenachdem  das 
Product 

tang  I7(o)  tang  27(6)  tang  IHc) 

positiv  oder  negativ  ist»  Indem  sin^^  offenbar  immer  positiv  ist. 
Wir  wissen»  dass 

taDgil(a),    tangil(Ä),    tang  II(c) 

immer  gleiche  Vorzeichen  haben»  und  aus  der  Formel 

2 


tangn(^)  =  ^5^>.= 
^     ^  '       cos  Ii(ar) 


oder : 

2e* 
tang  U(x)  =  ^g^_| 

erhellet  auf  der  Stelle»  dass  tangi7(a;)  positiv  oder  negativ  ist» 
jenachdem  x  positiv  oder  negativ  ist.  Wir  können  also  sagen» 
dass  man  In  der  Formel  62)  das  obere  oder  untere  Zeichen 
nehmen  muss»  jenachdem 

tang  n{a\    tang  IT(6),    tang  2I(c) 

sämmtlich  positiv  oder  negativ  sind»  oder  auch  jenachdem  die 
Grössen  a»  6,  e  sämmtlich  positiv  oder  negativ  sind. 
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Drittes  Kapitel. 

Weitere  Betrachtung  des  imaginären  oder  eingebildeten  Dreiecks. 

§,  19. 

Wir  wollen  jetzt  untersuchen,  ob  zwischen  dem  imaginären 
oder  eingebildeten  Dreiecke,  in  dem  aus  dem  Obigen  bekannten 
Sinne,  und  dem  wirklichen  oder  realen  Dreiecke  gewisse  Analogien 
Statt  finden,  und  stellen  in  dieser  Beziehung  zuerst  die  folgende 
Betrachtung  an.' 

Wenn  man  in  der  Seite  AB  eines  wirklichen  Dreiecks  ABC 
einen  Punkt  D  annimmt,  so  dass  also  die  Summe  der  Strecken 
AD  und  BD  der  Seite  Aß  des  Dreiecks  ABC  gleich  ist,  und 
dann  die  Linie  CD  zieht:  so  entstehen  zwei  Dreiecke  ACD  und 
BCD,  welche  die  Seit^  CD  mit  einander  gemein  haben,  und  die 
zu  dem  Dreiecke  ABC  in  den  folgenden  Beziehungen  stehen. 
Der  Winkel  CAD  des  Dreiecks  ACD  i^t  dem  Winkel  A  des 
Dreiecks  ABC  gleich,  der  Winkel  CBD  des  Dreiecks  BCD  ist 
dem  Winkel  B  des  Dreiecks  ABC  gleich;  die  Summe  der  Winkel 
ADC  und  BDC  der  beiden  Dreiecke  ACD  und  BCD  beträgt 
180^;  die  Summe  der  Winkel  ACD  und  BCD  der  beiden  Dreiecke 
ACD  und  BCD  ist  dem  Winkel  C  des  Dreiecks  ABC  gleich. 

Wenn  man  ferner  in  der  Verlängerung  der  Seite  AB  eines 
wirklichen  Dreiecks  ABC,  etwa  über  B  hinaus,  einen  Punkt  D 
annimmt,  so  dass  also  die  Differenz  der  Strecken  AD  und  BD 
der  Seite  AB  des  Dreiecks  ^^C  gleich  ist,  und  dann  die  Linie 
CD  zieht:  so  entstehen  zwei  Dreiecke  ACD  und  BCD,  welche 
die  Seite  CD  mit  einander  gemein  haben,  und  die  zu  dem  Dreiecke 
ABC  in  den  folgenden  Beziehungen  stehen.  Der  Winkel  CAD 
des  Dreiecks  ACD  ist  dem  Winkel  A  des  Dreiecks  ABC  gleich, 
der  Winkel  CBD  des  Dreiecks  BCD  ergänzt  den  Winkel  B 
des  Dreiecks  ABC  zu  180»;  die  Winkel  ADC  und  BDC  der 
beiden  Dreiecke  ACD  und  BCD  sind  einander  gleich;  die  Dif- 
ferenz der  Winkel  ACD  und  BCD  der  beiden  Dreiecke  ACD 
und  BClf  ist  dem  Winkel  C  des  Dreiecks  ABC  gleich. 

Es  fragt  sich  nun,  ob  bei  einer  gewissen,  nachher  besonders 
anzugebenden  Auffassungsweise  ähnliche  Beziehungen  auch  für 
das^  imaginäre  oder  eingebildete  Dreieck  gelten,  was  wir  jetzt 
untersuchen  wollen. 


[...__:. 
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§.20. 

Die  Seiten  und  Winkel  eines  imaginären  oder  eingebildeten 
Dreiecks  seien  wie  gewöhnlich  a,  b,  c  und  J,  ß,  C.  Wir  denken 
ons  nun  zwei  andere  imaginäre  oder  eingebildete  Dreiecke.  Das 
erste  habe  die  Seiten  6  und  x,  welche  den  Winkel  A  einschlies- 
sen;  dem  Winkel  A  stehe  die  Seite  y,  der  Seite  b  stehe  der 
Winkel  m,  der  Seite  a?  stehe  der  Winkel  o  gegenQber.  Das 
zweite  Dreieck  habe  die  Seiten  a  .und  a/,  welche  den  Winkel  B 
einschliessen ;  dem  Winkel  B  stehe  die  Seite  y',  der  Seite  a 
stehe  der  Winkel  oo',  der  Seite  o:'  stehe  der  Winkel  o'  gegen- 
über. Wenn  nun  zwischen  der  Seite  c  des  gegebenen  Dreiecks 
und  den  Seiten  ac  und  ar'  der  beiden  anderen  Dreiecke  die  Be- 
ziehung 

Statt  findet,  so  fragt  sich5  6b  wie  bei'm  wirklichen  Dreiecke: 

ist,  welche  Frage  wir  jetzt  beantworten  wollen. 
Nach  46)  ist: 


ferner  ist: 


.    „,  V  sin  11(6) sin ir(a?) 

sini7(«)  =  I fj~ i~~ 5; 

^^       1 — cos  1/(6)  cos  n(x)  cos  A 


.    jjf  ,. sin i7(a) sin  n(arO    

sin  ii  (y  )  -  j  _  ^^g  2j(^j  ^^g  2I(ar')  cos  B ' 


aisoy  weil  nach  der  Voraussetzung 


x'  =  c  —  X 


ist: 


sinnr«')  =  sin  n(o)  sin  n(c—ar)  ^ 

^^  '       l — cos  i7(a)  cos  n(c — x)co8B* 


und  weil  nun  nach  17): 

«s«  77/^     ^\  —      sin  n(c)  sin  Ujx) 

8inii(e  — Or)  =  i rr.  . tt7"\  » 

^         '       1  —  cos  II(c)  cos  II(a:) 


--.  .        C08ll(c) — cosJI(ar) 

cos  n(c  —  ar)  =  • i^,  . =~-^ 

^        ■  1  -—  cos  n{e)  cos  n(x) 

ist^  so  ist,  wie  man  sogleich  übersieht: 
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sin  n  r  v') = gjn  n{a)sm  Ujc)  sin  Ujx) 

^^  ^     1 — cosI7(c)cosi7(a?)  — cosI7(a)  { cos  n{c) — cosn(x)  \  eoaß' 


Soll  nan 


seiD,  so  moss 


sin  n(y)  :=  sin  n(y^) 


sin  II(&)  sin  IZ(ar) 
1  —  cos  i7(6)  cos  n{x)  cos  2I 

sin  i7(a)  sin  17  (c)  sin  i7(;r) 


"^  1 — cos  n  (c)  cos  n  (x)  —  cos  n{a)  { cos  n{c)  —  cos  n(x)  \  cos  B  * 

also: 

am  n(6){l — cos  II(c)  cos  2I(j:) — cos  11  (a)  [cos  il(c)— cos  i7(^)]cosiB( 
=  sin  i7(a)sin  27(c){l— cos  17(6)  cos  I7(ar)  cos  il} 

oder: 


sin  17(6)  —  sin  17  (a)  sin  27(c) — cos  i7(a)  sin  i7(6)  cos  i7(c)  cos  B 
=  {sin  17(6)  cos  i7(c)  ^  sin  I7(a)  cos  17(6)  sin  I7(e)  cos  A 

^  cos  n(a)  sin  77(6)  cosB 

sein.    Nun  ist  aber  nach  46): 


I  cos  n(x) 


CObA  SS 


sin  n(ä) — sin  17(6)  sin  11  (c) 
sin  I7(a)  cos  27(6)  cos  77(c)   ' 


coaB=z 


__  sin  27(6)— sin  I7(c)  sin  7Z(a) 
sin  27(6)  cos  27(c)  cos  27(a) 


woraus  sich  aaf  der  Stelle  ergiebt,  dass  der  Theil  auf  der  linken 
Seite  der  vorstehenden  Gleichung  verschwindet.  Der  Factor  von 
cos27(:r)  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  ist: 

.    «^-x        r»/ N      sln27(a)  — sin27(6)sin27(c)  ,    „,  ^ 
sin  n(6)  cos  27(c) cos  72  (c) *'"  ^^^> 

/  sin  27(6)  — sin  27(c)  sin  27(a) 

cos27(c)  * 

und  verschwindet  folglich,  weil  offenbar 

sin  27(6)  cos  27(c)«  -  sin  27(a)  sin  n(e)  +  sin  27(6)  sin  n(c)^ ) 

— sin  27(6)  +  sin  27(c)  sin  27 (o)    .  ) 

ist«  ebenfalls.  Also  ist  die  obige  Gleichung  identisch  erfüllt,  und 
es  ist  folglich  in  der  That 
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siD  II{y)  =s  sin  II{y% 
wo  sich  Dan  fragt,  was  sich  aus  dieser  Gleichung  schliessen  lässt. 

Nach  46)  ist  für  jedes  imaginäre  oder  eingebildete  Dreieck: 

sin^^  tangi7(a)  =  siDi&tangI7(a)  =  sin  Ctangi7(c), 

und  es  haben  aiso^   weii  die  Winkel  A,  B,  C  zwischeo  0   und 
180^  liegen,  o^enbar 

tang  n(a),    tangi7(ft},    tang  n(c) 

gleiche  Vorzeichen;  nach  §.  2.  sind 

sini7(a),    sin  27(6),    sini7(c) 

sämmtlich  positiv,  also  haben  ^ 

cosir(a),    cos  11(6),    cosII(c) 

sämmtlich  gleiche  Vorzeichen;  nach  §.2.  haben  aber 

cos  n(a),    cos  n(6),    cos  ir(c) 

beziehungsweise  mit 

a,    6,     c 

gleiche  Vorzeichen;  also  haben  a,  6,  c  gleiche  Vorzeichen. 

Da  dies  hiernach  von  jedem  imaginären  oder  eingebildeten 
Dreieck  allgemein  gilt,  so  haben  auch  b,  y  und  a,  y\  folglich^ 
weil  a,  6  gleiche  Vorzeichen  haben,  auch  y,  y'  gleiche  Vorzeichen« 

Weil  nun  nach  5) 

ist,  so  ist,  weil 

sinn(.v)  =  sinll(y')  t 

ist: 

ev  +  erv  =  ev'  +  e-»', 
also : 

I  1        ^  — ^' 

ey  —  e»  =  e-y — e-y  =  —, =  — t-  $ 

ey        ey        evey 

f 

4 

und    wäre    nun    nicht   y=iy\    also    nicht   ^  =  6^',    also    nicht 
ev^ey'  =  0,  so  wäre 
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ey^  =  e»+»'=  1, 

folglich  y-i-y'  =0,  and  es  mfissten  also  y^  y'  ungleiche  Vor- 
leicben  haben,  was  gegen  das  Obige,  wonach  y,  y'  gleiche  Vor- 
zeichen haben ,  streitet ;  daher  ist  es  falsch ,  dass  nicht  y^=y' 
wäre,  und  es  \s\  also  yzsiy',  wie  bei  jedem  wirklichen  Dreiecke. 

Ferner  ist  nach  46): 


und 


—  sin  21(6) — sin  II{x)  sin  üjy) 
""  sin  17(6)  cos  27(ar)  cos  I7(^) 


/  —  6in'2I(g)  -  sin  n{x')  sin  Hjy') 
coso  —    sinn(a)cosn(a:')cosir(y)   ' 


also,  weil  nach  dem  Obigen 


ist: 


f sin  md)  —  sin  n{c  —  ar)  sin  II{y) 

"~  sin  Il{a)  cos  nic-^-x)  cos  27  (y) ' 


[    also,  wenn  man   für  sin27(c — x)  und   cos27(c— ar)  wieder   Ihre 
obigen  Ausdrucke  einfahrt: 


coso' 


^  sin  27(a)  —  sin  27(c)  cos  27(€)  cos  27  (a?)  —  sin27(c)sin27(j?)  sin  27(y) 
""  sin  27(a)  { cos  27(c)  —  cos  27  (x) }  cos  27(y)  ' 

Soll  nun  cosGo  =  —  cosoo'  sein^  so  muss 

sin  27(6)  —  sin  11  (x)  sin  27.(v) 
sin  27(6)  cos  22  (a:)  cos  IHy) 

sin  27(a)  — sin  27(a)  cos  27(c)  cos  27(a?)  ~  sin  27  (c)  sin  27(a?)  sin  27(y) 
sin  27(a)  {cos  27(c)  —  cos  27  (a:) }  cos  27(y)  ' 

I    also: 

sin  27(a)  {sin  27(6) — sin  27(a?)  sin  n(y) }  { cos  27(c) — cos  27(a:)} 
=:  —  sin  27(6)  cos  27(a:)  { sin  27 (a)  —  sin  27(a)  cos  27(c)  cos  27(a:)  | 

—sin  27(c)  sin  27(a?)  sin  27(y)  ) ' 

also,  wie  man  hieraus  sehr  leicht  findet: 

Sin  Z7(a)  cos  I2(c)  {sin  n(y)  -  «in  n(6)  sin  12  (x)  \ 
=s  cos  n(ar)  sin  27(y){sin  n{a)  -  sin  n(6)8in  27(c)} 

oder: 
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8iDg(q)— 8ing(6)8ini7(c)       8ini7(y)  — 8ing(6)sini7(a?) 
sin  n{a)  cos  n{c)  cos  II(x)  sin  II{y) 

sein,  was  wirklich  der  Fall  ist,  weil  nach  46): 

sinil(fl) — sin  Il(fe)  sin  IT  (g) 

sinI7(a)cosir(6)cosi7(c) 

_  sin  ilCv)  —  sin  n{h)  sin  17(3?) 
cos^-  sin  H^)  cos  11(6)  cos  n(a?) 

ist.    Daher  ist 

cosflo  =  —  coscj'  =  cos  (180® — flo')» 

und  folglich»  weil  eo  und  a>\  also  anch  o»  und  180® — co',  zwischen 
0  and  1800  liegen: 

«  =  1800-0»',    also    a)+a>'  =  l80o, 

ganz  wie  im  wirklichen  Dreiecke. 

Endlich  ist  nach  46): 

cosn(y) — cos  0)  cos  Il{x) 

COtflO  SS  ; =1^7 — r — ; «-7/    \      * 

Sin  (ocos  Il{x)  Sin  ii(^) 

.  ^  cos  Ujy') — cos  flo'  cos  IKjx') , 
cotu/-     gina,'cosiI(ar')siDn(yO    * 

also,  weil  nach  dem  Vorhergehenden: 

^  SS  ^ , .  cos  ir(y ')  =  cos  n(^) ,    sin  n{y')  =  sin  n(y) ; 

104.  od'  =  180,    cos  flo'  =  —  cos  09,    sina>'  =  sin  o 

ist: 

cos  P  (y)  ^  cos  CO  cos  II  jx) 

cot  CD  s=s ; r»,    v — ; — t-t/   \ —  » 

Sin  ocos  n{x)  sin  ii(y) 

_,       cos  il(y)  +  cos  CO  cos  il(a?') 
^®*^   -     6inö>cos2I(ar')sinn(y)""' 

Hieraus  ergieht  sich  leicht: 

,«  .      ^-,       cos g(y) {cos n(x)  +  cos n(ar^) t 

cot  O  +  cot Ö    =5  -; „.    V yT/-/\    ' — tt7~\  • 

.       ^  sin  wcos  2I(x)  cos  II{af)  sin  II(y) 

Ferner  ist: 


»• 
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cotcScoto' — l 

{{ cos  n(^)  —  cos  00  cos  JI{x)]{  cos  n{y)  +  cos  od  cos  n{x')]  \ 
—  sin  fi>«  cos  n(x)  cos  ü^x')  sin  il(.y)» ) 

siD  00*  COS  U  {x)  cos  n{x')  sin  n(y)* 

]>eo  Zähler  dieses  Bruches  btingt  man  leicht  auf  den  folgenden 
Ausdruck: 

— sln2I(y)«  {1  +  cosII(a;)cos  n(x')\ 
+  {1 — cosa)CosII{^)cosn(y)}{l  +  cos  (o  cos  n(x')eo8  II  (y)]. 

Nun  ist  aber  nach. 46): 

sin  JI(&)— sin  n(ar)sinil(y) 
cosw-  Q\n  n (b)  cos  JI{x)  cos  n(^)  * 

,  _  sin  i7(a)  —  sin  i7(a?0  »'"  ^(yO . 
cos»  -.  sin i7(a) cos II(a;') cos il(y0  * 

also  nach  dem  Obigen: 

sin  il(6)  — sin  Il{pc)  sin  TI{ri) 

■"        sin  i7(6)  cos  i7(a;)  cos  i7(^)  ' 

_       sin  JT(g)--sinJI(3:08ini7(y), 
sin  Il{a)  cos  n(a:')  cos  il(^)   * 

folglich: 

«                      ^/  X         xrr  X       sin J7(a:) sin ir(y) 
1  —  cosoocosHCx)  cosn(y)  = 8ing(6)        ^ 

t  .  i-r/  /x        »r/  N       sin  il(ar')  sin  il(v) 

1  -f  cos o> cos iT(;i:0  cos llUi)  = ;   L,  .    ^' ; 

^    -^  ^^  sin££(a) 

daher  ist  der  obige  Zähler: 

.    TTi  X«  sinn(a)sinn(6){l+cosIT(ar)cosJ/(a?')}--»inn(ar)sinJT(xO 

also: 

cotocotS'— ] 

sing(a)sinJJ(6){l  +  cos  g(jr)  cos  il(ar0}  — sin  i7(jr)sing(a?0 

sin  o^sin  Z7(a) sin  17(6) cos  Il{x)  cos  H (x^)  ' 

Folglich  ist,  wie  man  leicht  übersieht: 

.^-  .  -,v       cotocoto'  — l 
cot(o  +  o')  =  — r=-^ — r=T-  = 
^    ^     ^        coto-f-coto' 

sin JI(a)8ini7(6)  {Hco8n(ar)cos JI(a?0}  ~sing(ar)sinir(a?0  tangn(y) 
sin  II(a)  sin  11(6)  { cos  n(a:)  +  cos  II  (x^)  j  *    sin  00 
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Nach  46)  ist: 

sin  A  tang  Il[y)  =  sin  cotang  17(6), 

sin  il  taug  n{a)  =  sin  Ctang  i7(c) ; 

also  offenbar: 

tang  n{y)  _  tang  Uja)  tang  JI(6) 
sin  00  sin  Ctang  J7(c) 

und  folglich: 

sin  C  tang  II(c)  cot (ö  +  S') 

_  sin  n(x)  sin  n(a:')  --  sin  Üja)  sin  n(h)  { 1  +  cosilt^)  cosg(a?0} 

cos  n(a)  cos  n  (6)  { cos  il(a?)  +  cos  n(x^) } 

also,  weil  nach  16): 

.    ^y     .     #v  sin II(j:) sin  IZ(a:')  .    _,  , 


cos 
ist: 


„^     .     /v         cos II(a:)  +  cos il(a;0  __,  ^ 

n(x  +  x')  =  y-; ~77^-T ~7-K  —  cos  n(c) 

^     '      '        1  +  cos  n(a:)  cos  ii  (a;')  ^  ^ 


.    ^x       «/  V     w-  .  -»V       sin  2I(c) — sin  JT(ff)siD  11(6) 

sin  Ctang Il{c)  cot (w  +  ö')  = ^/^ ti,1\\    rTrl\  » 

°     ^  '       ^     ■      ^        cos  ii(a)  cos  ii  (6)  cos  il(c) 

folglich : 

.    ^     .,-.  ,  -,v       sin  JI(c) — sin Uja) sin  JI (6) 

sin  Ccot  (ö  +  ö')  = rf/i;, r7/A\   »     n/  \     » 

^     '      '        cos  il(a)  cos  ii  (6)  sin  n(c) 
also  nach  46) :  «  * 

sin  Ccot(ö5  +  5')  =  cos  C, 
folglich : 


Weil  nun 


ist,  so  ist: 


cot(<ü>-f  (d')  =  cotC 


A  +  to +  (5-^180^, 
B  +  co'  +  o'^lSO 


J +Ä  +  a)  +  a)'  +  5  +  5'~360o, 


und  folglich,  weil  nach  dem  Obigen 

X 

a)+ai'=  180O 
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v4+B  +  fl  +  ü'  — ISO»; 

aleo  ließt,  eben  so  nie  bebanallich  C,   auch  ü  +  ü'  ztviscii 
und  180",  und  aus  der  Gleichung 

c«t(S-|-u')  =  colC 
folgt  also: 

5  +  o'  =  C, 
giDz  eben  so  wie  bei'm  wirklichen  Dreiecke. 

§.21. 

Die  Seiten  und  Winkel  <;ines  imagin&ren  oder  eingebil« 
'  Ortiecka  seien  wieder  a,  b,  e  und  A,  B,  C.  Wir  denken 
iffei  andere  imaginSre  oder  eingebildete  Dreiecke.  Das 
hsbe  die  Seiten  b  und  x,  welche  den  Winkel  A  einschtiei 
dem  Winkel  A  stehe  die  Seite  y,  der  Seite  b  stehe  der  W 
V,  der  Seite  x  stehe  der  Winkel  ü  gegenüber.  Das  zi 
Dreieck  habe  die  Seiten  a  und  x',  welche  den  Winkel  180* 
eJBschliessen ;  dem  Winkel  ISO" — B  stehe  die  Seite  y',  der 

10  stehe  der  Winkel  to',  der  Seite  x'  stehe  der  Winkel  ü'  gi 
über.  Wenn  noD  zwischen  der  Seite  c  des  gegebenen  Dre 
[  und  den  Seiteo  x  und  x'  der  beiden  anderen  Dreiecke  die 
I   Ziehung 


t  Stitt  findet,  so  frSgt  es  sich,  ob  wie  bei'm  wirklieben  Dreiei 


■bI,  welche  Frage  wir  jetzt  beantworten  wollen. 
Nach  46)  ist: 

■    ,i„m«l sinJ7(d)sinn(^) 

sinu^yj  _  i„cogj7(ft)cosi7(a:)co8^' 

„,  ,, sing(ti)sin7r(jr') 

"  ^^^*  ^  "1— C08n(a)cosn(y)co8(l80»— Ä)' 


r  ist: 


also,  weil  nach  der  Voraussetzung 

x'  =i  x  —  c 
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.    YTf  f\ siiiP(a)8inP(a?— c) 

sin  ii\,y  )  —  1  ^  eos 27(a)  cosUix  -  c)  cos  B  ' 

und  folglich,  weil  nach  12): 

sin  n{x — c)  =  sin  II(c  —  x),  cos  il(ar — c)  =  —  cos  II(c— «) 

ist: 

•    TT(  r\^^  sin  il(ff)  sin  2T(c — a?) 

v3^  y  —-  I  —  cos  il(a)  cos  II(c— a:)  cos  Ä' 

Man  hat  also  jetzt  fiir  sin  II{y)  und  sin  Uiy')  ganz  dieselben  Aus- 
drücke wie  im  vorhergehenden  Paragraphen,  und  schliesst  daraus 
ferner  ganz  auf  dieselbe  Weise  wie  dort,  dass  y^=^y'  ist. 

Ferner  ist  nach  46): 

sin  n(b)  —  sin  Uja:)  sin  üjy) 

■^  sin  17(6)  cos  i7(j;)  cos  i7(^) 


und 


,  _  sin  n{a)'-  sin  2I(jrOsin  Ujy') 
sin  i7(a)  cos  i7(a;')  cos  17(^0 


also,  weil  nach  dem  Obigen: 

ar'zsa?— c,    y=y 


ist: 


,  ___  sin  i7(g)  —  sinll(jr— c)sin  I7(y) 
sini7(a)cosi7(a; — c)cosi7(^) 


und  folglich,  weil 

8inI7(a? — c)  =  sini7(c — x),  cos  Jl(x — c)  =  —  cosII(c  — «) 

ist: 

r  sin  Jl{a) — sin  I7(c — a?)  sin  Hjy) 

~        sin  II{a)  cos  n{c—x)  cos  II(y) 

Man  hat  also  jetzt  fOr  cos»  und  cosco^  mit  dem  einzigen  Unter- 
schiede, dass  vor  dem  Ausdrucke  von  cos»'  das  Minuszeicfaeo 
steht,  ganz  dieselben  Ausdrücke  wie  im  vorhergehenden  Para- 
graphen, und  man  erhfilt  daher  offenbar,  wenn  cosco  =  cosco'  sein 
soll,  genau  dieselbe  Bedingungsgleichung  wie  im  vorhergehenden 
Paragraphen,  deren  Richtigkeit  dann  ferner  ganz  eben  so  wie  dort 
gerechtfertigt  wird.  Es  ist  folglich  wirklich  coso>  =  coso>',  also, 
weil  wie  in  jedem  Imaginären  oder  eingebildeten  Dreieck  a  und 
09'  zwischen  0  und  180^  liegen,  00  =s  go'. 

Endlich  ist  nach  46): 
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cos  P(y) — cos  CD  cos  n(x) 

sin  fi>  cos  n(x)  sin  II(y)    * 

cos  n(y^) — cos  a/  cos  Ujx')  , 

"~     8iaa>'co8n(x')siüIHif') 

also,  weil  nach  dem  Vorhergehenden: 

y'  =  y,    cos  n(y')  =  cos  n{y),    sin  i7(y )  ==  sin  II(y) ; 


ist: 


09'  =  CO5.    cos  a>'  =:  cos  (o,    sin  o'  =  sin  o> 


_       cos  ir(y)  —  cos  CO  cos  il(jr) 

cot  Cd  = 


sin  CO  COS  17  (o:)  sin  i7(^) 

_, cos  n(y) — COS  CO  cos  nja/) 

sin  CO  cos  n{3c')  sin  n(y) 

Hieraas  ergiebt  sich  leicht: 

,-.,  ,«       cosüfv)  (cos  I7(a:)  — cos  IZ(ar')} 

cot  O'  —  cot  ö  =:  -; TT,    \  TTf    i\    '     tt/  \' 

sm  CO  cos  nix)  cos  II {a:')  sm  II{y) 

Ferner  ist: 

coto  cotc5'-f  I 

i  { cos  II{y) — cos  CO  cos  il(jr)  }  { cos  II{y)  —  cos  co  cos  II  {x')  ]  \ 

\ -j-  sin  a>^  cos  II{x)  cos  II{x')  sin  il(y)*  ) 

^^  sinco^  cos  il(a?)  cos  II  {x')  sin  11  (y)^ 

Den  Zfihler  dieses  Braches  bringt  man  leicht  auf  den  folgenden 
Ansdrack: 

— sin  n(y)*  { I — cos  IKx)  cos  n(x')  ] 

-f-  { 1  —  cos  cocos  II(x) cos  II(y) }  { 1 — cos  oocos  n(x') cos  II(y)] • 

r^ao  ist  aber  nach  46): 

_  sin  II(b)  —sin IT (ar) sin Iljy) 
cos  Cd—  sin  17(6)  cos  i7(a:)  cos  II(y)   ' 

f sin  I7(g) — sin  Il{x')  sin  Ujy') , 

^^^^  ""  sin  I7(a) cos  17(0:') cos  J/(yO  ' 

also  nach  dem  Obigen: 

sin  77(6) — sin  J7(a;)sin  J7(y) 

cos  a>  —    ^.^  ^^^j  ^^g  ^^^j  ^^g  jj^ , 

sinn(cr)-sinn(arOsing(y), 
cosflo  -  ^.^  ^^^j  ^^g  ^^^,j  ^^^  ^^^j ; 


480  Grunert:  Atlgemttne  analyHtcke  Theorie  der  PuncUon  U(x) 
folglich : 

1  -  coscocos II(a?) cos  JT(y)  = gip  n(6)        ' 

1  —  cos  (D  cos  n(x')  cos  H  (jy)  = äiogCtt)         • 

daher  ist  der  obige  Zähler: 

.   ^,  X.  8inII(a)8iDiI(6){l--cosI7(ar)co8lI(a:0}--8inn(ar)siDfl(a:') 
-«*°^Ör)  • sinJI(a)8iDn(^)""  ' 

also: 

cot  S  cot  q'  -fl 

_       sin  n{a)  sin  n(ft)  { 1  —  cos  il(a:)  cos  n{x^) )  —  sin  n(x)  sin  HCarQ 

^io(o^sinIZ(a)sin  il(6)  cos  17  (jr)  cos  i7(a?') 

Folglich  ist,  wie  man  sogleich  übersieht: 

,-     -,,       cot5cotö'  +  l 
^  '        coto'  — cotö 

sin2I(q)sing(6){l--cosg(ar)cosiI(arO}~sin2J(a;)sinJ7(ar^)  tangn(y) 

8ini7(a)slol7(6){cosn(a;)— cosi7(a;')}  *     sin»  ' 

Nach  46)  ist: 

sin  A  taog  n(y)  =  sin  cn  tang  17(6), 

sin  A  tang  i7(a)  ==  sin  Ctang  I7(c) ; 

also  offenbar: 

tangJ7(y)_  tang  17  (g)  tang  17(6) 
sin  CO      ""      sin  C  tang  77(c)      * 

und  folglich:  ^  .  •  « 

sin  Ctang  i7(c)  cot  (5  —  5') 
_  sin  77(a:)  sin  J7(a?0  —  sin i7(a)  sin  17(6)  {1  —  cos  77 (a?)  cos i7(arO} 

cos  77(a)  cos  77(6)  {cos  77(a?) — corI7(a?')} 

also»  weil  nach  17): 

.    „/        ^v  sin  77(ar) sin  n{x')  .    „,  . 

sin  77(a:-a:')  =  i  ^  eos  n(^J  cos  n(^)  =  «'"  ^<^>' 


ist: 


cos  nix)  —  cos  Ulx')  ^^ , 

CO«  n{z-x')  =  i_^o.gV)cosnW)  =  «=•«  ^^*'> 

.    ^,        „,  ^       ,_      _,,       sio77(c) — sin  77(0) sin  77(6) 
8.« Ctapg n(c)cot (o - ö')  =  eo,J[I(a)cosn(&)co8 fi(c)  ' 
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folglich : 

«h.  r«>trM  -5'^  —  «'°  g(g) — S'P  g(«)  wp  g(ft) 


also  oacb  46): 


folglich : 


Weil  DQD 


sie  C  cot  (S  —  ö')  =  cos  C, 


cot(ö— S')  =  cotC 


^  +  Ä  +  C"Tl80ö, 

»'  +  (180»— Ä)  +  5'^I80" 


oder  nach  dem  Obigen: 


ist,  so  ist: 


also: 


und  folglich: 


Weil  ferner 


«+(1800— Ä)  +  5'.^I80o 


il  +  «  +  180«+C+5'~360o, 


4  +  a  +  C  +  ö'":i80«, 


C  +  3^  <180o. 


0  <  S  <  180»,    0  <  ö'  <  180« 

ist,  so  ist  offenbar 

—  1800<3-S'<  +  180«, 

und  aas  der  Gleicbang 

cot(ö— S')  =  cotC 

folgt  also,  wie  man  sogleich  übersieht^ 

entweder    S  —  5'  =  C    oder    5—3'  =  0—180«; 

ans  der  zweiten  dieser  beiden  Gleichungen  würde  aber  folgen: 

C+ 5' =  1800  +  5, 
TheU  U.  31 


j 
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also 

C+ö'  >  18Ü0, 

was  gegen  das  Obige  streitet;  daher  kann  nur 

ö  — S'  =  C 
sein. 

§.  22. 

In  dem  In  §•  20.  betrachteten  Falle  haben  wir  die  Gieicbang: 

sin  n(a)  cos  n(c)  {sin  m^)  —  sin  11(6)  sin  n(x)} 
=  cos  n(x)  sin  n(y)  {sie  n(a)  —  sin  27(6)  sin  n(c) } 

gefunden.    Setzen  wir  nun  In  diesem  Falle  oo  =  g>'  =:  90^,  so  ist 
nach  47): 

sinll(6)  =  sin  2I(ar)  sin  n(y),    also    sin  iJ(y)  =  ^!"  ^^^^ 

und  folglich  nach  dem  Obigen : 

sin  n(a)  cos II(c)  {^^^  -sin  II(6)8in  n{a:)\ 

=  cosn(ar)?|^~^J{8inn(a)--sinn(6)shin(c^ 
woraus  man  leicht: 

cos  11  w  -  ^.  ^  ^^^^  ^^g  j^^^j 

und  hieraus  ferner: 

^      sin  2J(a)»cos  n(c)«~-  {sin  Uja)  -  sin  17(6)  sin  JI(c)P 
smil(a:)   —  sin  n(a)2  cos  il(c)« 

ableitet.     Also  ist  nach  dem  Obigen: 

. sin  n(a)^sin  JJ(6)^cos  n(c)^ 

s>n  II(y)    -.  ^.^  ^^^^a  cos  I7(c)*—  { sin n(a)  —  sin  n(ö)  sin  0(0)}** 

folglich,  wie  man  leicht  findet: 

sinP(a)^osn(6)«cosIZ(c)^Hsinn(a)— sing(6)8inn(c)}« 
cos  II(y)  -        ßinn(a)«cosi7(c)a— {sinil(a)— 8inI2(4)siniI(c)l«       ', 

also : 

*  rrr  X«     8iDlI(a)«co8n(6)«cosn(c)«— {sinll(a)— 8inU(6)8inn(c)}« 
cot  21(3^)  = : slnI7(a)»sin.n<^)^osI7(e)« ' 

und  hieraus  ferner: 


!• 


k 
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cot  II(c)«  cot  n(y)« 

_  sin  P(fl)«  cos  27(6)«  cos  n(c)g—  {sin  g(a) —6inP(6)  sin  n(c)}* 
"~  siD2I(a)2sin2I(6)«sinn(c)* 

Nach  46)  ist: 

^  _  sin  Ujc) — sin  n(a)  sin  17(6) 
cos  i7(fi)  cos  27(6)  sin  27(c) 
also : 

.    ^^  _  cosi7(a)«cosP(6)»sing(c)»— {sini7(c)— sin27(q)sing(6)|* 
®'"       "■  cosi7(a)«cosn(6)*sinn(c)* 

und  folglich^  wie  man  leicht  findet: 

•    c'  -  sini7(fl)«cosn(6)«cosn(c)^— {sinn(q)—sin77(6)sini7(c)}« 
*"*       "~  cos  I7(a)^cos  i7(6)*sin  17  (c)« 

Vergleicht  man  dies  mit  dem  Obigen  ^  so  ergiebt  sich  auf  der 
Stelle : 

cot  i7(c)«  cot  i7(y)«  =  cot  nia)^  cot  n(6)«sin  C«. 

Bekanntlich  haben 

cot  n(ö),     cot  77(6),     cot  n{c) 

gleiche  Vorzeichen,  and  auch 

coti7(a),    cotI7(y) 

haben  gleiche  Vorzeichen;  also  haben 

cot7Z(a),    cot  17(6),    cot77(c),    cotl7(^) 

gleiche  Vorzeichen,  und  sin  C  Ist  positiv;  daher  ist: 

cotn(c)cotl7(y)  =  cot  n(a)  cot  17(6)  din  C, 

welche  sehr  bemetkenswerthe  Gleichung  offenbar  auch  eine  Ana» 
logie  mit  einer  anderen  bekannten  Gleichung  bei'm  wirklichen 
Dreieck  enthält 

Ganz  dieselbe  Gleichung  gilt  auch  für  den  in  §.  21.  betrach- 
teten Fall,  und  die  Ableitung  derselben  ist  von  der  vorhergehenden 
nicht  im  Geringsten  Verschieden. 

Oeber  die  vorstehende  Gleichung  ist  nun  aber  noch  zu  be* 
merken,  dass  nach  56) 

stn  CA  G  tang  I7(a)  tang 77(6) 
ist,  wenn  wie  in  55)  und  55*)  der  Kurze  wegen: 

31* 
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^      ^  ^  *      sin  n(a)^      sin  il  (by^      sin  H  (c)« 

2 

■*■  siniI(a)sinIZ(6)8inn{c)^ 
oder 

G  =  v{2(l  +  -^IfT-O  (l  +  -^4f7M)0  +  -^-rO 

\  ^       sin  iJ(ay^       sinil(6)'^        sin  i7(c/ 

111« 
""^^+8inn(a)^sin'n(Ä5"*'siniI(c)^^ 

gesetzt  wird.     Also  ist  nach  der  in  Rede  stehenden  Gleichung: 

cot  n(c)  cot  n(y)  =  G. 

Bezeichnen  wir  daher  jetzt  die  Grösse  2/»  welche  zn  der  Grosse 
c  in  der  aus  dem  Obigen  bekannten  Beziehung  steht,  durch  he, 
und  die  Grossen,  welche  zu  a  und  6  in  derselben  Beziehung  stehen 
wie  hc  zu  c,  beziehungsweise  durch  ha  und  A»;  so  ist,  weil  G 
eine  aus  a,  b,  c  ganz  symmetrisch  gebildete  Gr«>sse  ist: 

cotII(«)cotII(Afl).=  cot  77(6)  cot  II(Ä5)  =  cotn(c)cotiI(Ac)  =  G, 

so  dass  also  die  Producte: 

cot n(a)  cot  n(ha) ,    cot  n (6)  cot  Uih) ,    cot i2(c)  cot U (hc) 

einander  gleich  oder  constant  sind,  worin  man  wieder  eine  leicht 
ersichtliche  Analogie  mit  dem  wirklichen  Dreiecke  erkennen  wird. 


§•  23. 

Wenn  ia  dem  in  §•  20.  betrachteten  Falle  q  =:  c5'  =  IC  ist, 
so  ist  cot  o  =  cot  c5^  und  folglich,  weil 

f  —  —  cos  7I(y)  --  cos  CD  cos  n(x) 
""     sin(ocosi7(a:)sinIZ(^)     ' 

,  __  cos  n(y)  —  cos  co^  cos  n(x') 
~~     sin  CO  cos  n(a:^)  sin  n(y)  . 


ist: 


ü4er : 


cos  n(y) — cos  a>  cos  ü  (x)      cos  i7(y)  —  cos  to'  cos  n(a/) 
cosi7(a;)  "^  cosiI(w') 


cos  17(4/)  cos77(^)  , 

rfT^  —  cos  CO  =  ttTix  —cos  (»% 

cos  n(a:)  cos  77  (a:') 


also: 
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cos  il(if)  ^  «in  i7(6)— sin  üjx)  sin  JI(y) 
cos  2T(ar)        sin  IJ{ö)  cos  22  (o:)  cos  IZ  (y) 

_  cosnCy)        sIp  IZ(«)  -  sin  Ujx')  sin  il(y) 
'        cos  II(a:0  *"   sin  n(a)  cos  n{x')  cos  il(y)  * 

welche  Gleichung  man  leicht  auf  die  folgende  Form  bringt: 

sin  11(0?)  sin  il(ar0 

sin  n{b)  cos  n{x)       sin  n(a)  cos  iI(o:') 

=  {  eosn(x)  -  coBUix*)  }  **"  ^<»>- 
Ferner  ist  nach  46): 

sin  il(.ir)  —  sin  il(6)sin  UQ/) 

cos  il(6)  sin  il(a;)  cos  17  (y) 

_,       sin  iT(ar') — sin  n(d)  sin  iT(y)  , 
■^   cos  n  (a)  sin  il  (x')  cos  n(y)    * 

also,  H-eil  costi  =  cosc5'  ist: 

sin  Ufa)  --  sin  21(6)  sin  n(ff) sin  2I(a?') — sin  2I(g)  sin  2I(y) 

cos  27(6)  sin  n(j7)  ~"  cös27(o)sinir(ar')  * 

woraus  man  leicht: 

. {cos  27(g)  —  cos  27(6)}  sin  27(ar)  sin  27(ar0 

sin  2i(y)  —  ^^^  ^^^j  ^.^ ^ ^^^  ^.^  ^^^,j  _  ^.^  ^^^^  ^^^ ^^^j  ^.^ ^^^j 

erhält;  und  wir  haben  daher  nach  dem  Obigen  die  Gleichung: 
sin  27(a:)  sin  27 (o:') 


__(_J L_V 

[x')  — \cosn(a:)       cos27(a:')( 


sin  27(6)  cos  27 (o?)       sin27(a)cos27(^ 

{cos27(flr) — cos  27(6)}  sin  27 (:r)  sin  II{x') 

cos  27(a)  sin  27(6)  sin  27(a:')  —sin  27(a)  cos 27 (6)  sin  27(a:) 

oder: 

sin  27  (a)  sii>  27(a:)  cos  27(a;')  —  sin  27(6)  cos  77  (a;)  sin  77(a;') 

=  sin  77(a)  sin  27(6)  {cos  II{x') — cos  27 (a:)} 

{cos77(a) — cos  27(6) }  sin  27(ar)sin27(ar0 

^  cos  27Xä)"Sn^27(6)siir27fa0 -^^^(«)^öfir27(6)sin77(a:)* 

aus  welcher  man  nach  einigen  Reductionen  leicht  die  Gleichung: 

Sin27(a)cosn(6)sin27(o:)cos27(ar'){sin27(6)sinn(ar0  — sin27(a)sinn(a:)} 

cos  n{a)  sinn(6)cos27(a:)sinn(a;'){siDn(6)sinn(ar')— 8inn(a)8iiin(a;)}, 
also  die  Gleichung: 


■11 
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6iDi7(a)co8i7(6)siiii7(a;)cos22(a;0 =co827(a)  sinI7(6)  cos  77(0:)  sinn(:i;'), 
oder  die  Gleichung: 

tang  il(a)  taug  n(x)  =  lang  ZZ(6)  tang  Zr(a?'), 
oder  die  Proportion: 

tang  n(a) :  tang  il(6)  =  tang  U(ar') :  tang  n(x) 

ableitet,  in  welcher  man  auch  sogleich  eine  Analogie  mit  einem 
bekannten  Satze  von  dem  wirklichen  Dreieck  erkennen  wird. 


§.  24. 

Wir  denken  uns«  alle  Grossen  jetzt  als  positiv  voraussetzend, 

ein  gleichschenkliges  imaginäres  oder  eingebildetes  Dreieck;  der 

2jr 
Winkel  an   der  Spitze   dieses  Dreiecks  sei   — ,    die    denselben 

"^  n 

einschliessenden  einander  gleichen  Schenkel  seien  r»  und  s  sei  die 
Grundlinie;  die  nach  §.  13.  einander  gleichen  Winkel,  oder  viel- 
mehr die  diese  Winkel  messenden  Bogen  in  einem  mit  der  (Längen- 
einheit als  Halbmesser  beschriebenen  Kreise  seien  ^• 

Dies  vorausgesetzt«  ist  nach  46)  offenbar: 

.    j^..  sin  2I(r)« 

l  — cos  II(r)*  cos  — 

also  nach  5) : 

^  ■_  ^-.«  1  '  —  cosn(r)*cos  ■— 

2       ~  sinI7(«)  ~  sinn(r)«  * 

folglich : 

^  I  -  ^       2  ""  2  '-  2" 

2;r 

l  — cosJI(r)acos sin  II(r)2 

n  ^  ' 


""  .    sin  n(r)« 

cos n(r)*,,  2n        ^       „.  v«   .    ^* 

=     .    rrXaO-co«— )  =  2cot  IZ(r)2  sin  -     , 

und  folglich,  weil  alle  Grössen  als  positiv  vorausgesetzt  worden 
sind,  weshalb  also 

cot  n(r)    und     eh* — «-4« , 
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naturlich    auch   sin-,  positive  Grossen  sind: 

» 
* 

63) cot|iI(r)  sin  -  == 5 9 

welche  Gleichung  wir  auch  auf  den  folgenden  Ausdruck  bringen 
können : 

64) »  cot  n  (r)  • SS  n 5 • 

n 

Wenn  wir  uns  nun  eine  Reihe  von  n  solchen  Dreiecken  wie 
das  vorher  betrachtete  gleichschenklige  Dreieck  denken ,  so  ist 
ns  die  Sunune  der  Grundlinien  dieser  Dreiecke  ^  und  wir  wollen 
jetzt  untersuchen,  ob  diese  Summe  sich,  wenn  n  in*s  Unendliche 
wächst,  einer  bestimmten  Granze  nähert,  und  welches  —  insofern 
dies  der  Fall  ist  —  diese  Gränze  ist. 

Wir  schicken  dieser  Untersuchung  die  folgende  allgemeine  ana- 
lytische Bemerkung  voraus. 

Bekanntlich  ist  allgemein  für  jedes  xi 

(.      X       x^         x^  xf^ 

2  i       -      ar       ar*         ar*  ar* 

""  1  +  1.2.3^  J...5^  1...7  +  -' 

and  da  nun,  wenn  x  sich  der  Null  nähert,  offenbar  auch 

2 

sich  der  Null   nähert,  so  nähert  unter   derselben  Voraussetzung 
auch 

X        x^  x^  x'    , 

r  +  T^^  \Z^^  TZl^ '' 

sich  der  Null.    Jedes  Glied  der  Reihe 

x^  x^  x^  x^ 

IM*  r::5*  1...7'  i~9*  •• 

ist,  wenigstens  dann,  wenn  x  kleiner  als  die  Einheit  geworden 
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ist,  kleiner  als  das  darüber  stehende  Glied  der  vor  hergebenden 
Reihe,  und  es  wird  also  offenbar,  wenn  x  sich  der  Null  nähert, 
auch 

a^     ^     a^     ,     ac^  x^ 


1.2.3  "*■  1...6^  1...7  ^  1...9 
sich  der  Null  nähern. 

Weil  nach  dem  Obigen: 


"y  • • •  • 


e\* — «— l» 


_i,ö):,ö):,_(r, 

—    1   +    1.2.3    +     1...5     +     1...7    +••   • 


ist,  80  ist: 


"       2       -    1     +        1.2.3        ^         J...5         +    •   • 


/«»Y     (i^Y     f^y 
=*<«*)Ji+-iÄ3-+T:::r-+-T:7'+-{ 


Nach    der  Gleichung  64)    nähert  sieb,    wenn  n   iu*s  Unendliche 
wächst,  die  Grosse 


n — — -j 


offenbar  der  endlichen  völlig  bestimmten  Gränze 

■\ 

sin  -  \ 

n  > 

TIP  cot  II  (r).  Lim =:?  jrcotZZ(W).l  =  ffcotll(r), 

\ 

und  es  nähert  sieb  also  unter  derselben  Voraussetzung  aucb 

/n«y  fnsy  /tu 

i(«*){i+-j;2;3- + -i:::5-  +  -r^^+- -^ 

der  endlichen  völlig  bestimmten  Gränze  3rcotir(r)[,  woraus  sich 
ergiebt,  dass,  wenn  n  in's  Unendliche  wächst,  die  »umrae  n$  nicht 
in's  Unendliche  wachsen  kann,  weil,  wenn  dies  af^  ^^H  wäre» 
offenbar  auch 


/iwy       /^\*        /!?i\ 
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in's  DDendliche  wachsen  würde ,   was   gegen  das  Obige  streitet. 
Weil  also  m  nicht  in's  Unendliche  wächst,  wenn  n  in's  Unend- 

liebe  wächst,   so  nähert  sich  -n^  der  Null,   wenn  n  in's  ünend- 
licbe  wächst,  folglich  nähert  sich  nach  dem  Obigen 

/w*Y  /2i^*  /?iV  (^^^ 

VW  vW       .     \^n)      .     yln)  s   . 


Jl«^<(j  l*«*«)  !•••/  «•••V? 

der  Null,  and 

(njX  (m\  (m\         (n%\ 


1«J>*Ö  X««<9  §■*••/  1«.««7 


nähert  sich  folglich  der  Einheit  als  Gränze.  Weil  nun,  wenn  n 
in's  Unendliche  wächst,  das  Product 

/w£\*     ^!^y     f^Y 

4 

sich  der  endlichen  völlig  bestimmten  Gränze  JccoilUr),  und  der 
zweite  Factor  sich  der  Einheit  nähert,  so  muss  der  erste  Factor 
i(ns)  sich  der  Gränze  7CCoti7(r),  also  (ns)  sich  der  Gränze 
2;scotI7(r)  nähern,  wodurch  bewiesen  ist,  dass  (ns)  sich,  wenn  n 
in's  Unendliche  wächst,  einer  endlichen  Gränze  nähert,  und  diese 
Gränze  selbst  auch  bestimmt  ist.  Wir  haben  daher  unter  Vor- 
aussetzung eines  in's  Unendliche  wachsenden  n  die  Gleichung: 

Ö5) Lim  (yiÄ)  =  27r  cot  U(r).*) 

Nach  46)  ist  ferner  in  unserem  gleichschenkligen  Dreiecke: 


*)  Lobatschewski  nennt  dies  die  .,  circonferenza  del  cer- 
chio  di  ra^gio  r"  wobei  ich  bemerke^  dass  ich  die  italienische 
Uebersetzang  seiner  Schrift  in  deih  Giornale  di  Matematiche  ad 
Qso  degli  studenti  delle  universita  italiane.  Anno  V.  Set- 
tembre  e  Ottobre  1867.  zu  benutzen  genöthigt  bin,  da  mir  das  Ori- 
ginal gerade  jetzt  nicht  zu  Gebote  steht. 


s 


■v^^^ 


N 


/ 
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cos  27  (r)— cos  —  cos  11  (r) 
cotß  = 


2it 
sin  —  sin  n(r)  cos  n(r) 

•         I  —  cos  —       tane  — 
1  n  °n 


sinil(r)*       .    '2n     ""din  n(r)' 


.  sin  — 

/         '  n 


und  folglich 


tang- 
Sl  =  Are  cot  -T- 


Weil 


sin  n(r)  ' 


2«  2ä  — • 


ist,  so  ist  offenbar  Sl  ^  ^tc,  und  daher  der  Bogen 


tang- 


Are  cot  — T — rr/  \  * 

siD  il(r) 

dessen  Cotangente  man  offenbar  als  positiv  vorauszusetzen  be- 
rechtigt ist,  da  man  sich  n  beliebig  gross  angenommen  denken 
kann,  zwischen  0  und  ^n  zu  nehmen.     Setzen  wir  nun 

so  Ist  nach  dem  Vorhergehenden: 


■         («-2)«     _        ^  ♦•< 
J  =  ^ 2  Are  cot  — r 


folglich : 


7t  Sin  ii(r) 

tang- 
w^/  =  w{jr— 2  24rccot^r^-g^}  ~2;p 

=  2it lin  — .Are cot   .    „,  .  \  —  2;p 
*■  610  n(r)  * 

tang- 

wo  man   auch  jetzt  den  Bogen  zwischen  0  und  In  zu  oebmeo 
hat;  also  Ist: 
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Weil 

tang  X  ^__  gin  x       1 
5      '^     X    '  cos  a: 

ist,  60  ist  für  ein  der  Null  sich  näherndes  x: 

^ ,    tane  x      _ ,    sin  o?   , .         1  ,    ,       i 

Also  ist  für  ein  in's  Gnendliche  wachsendes  n  offenbar: 

tang  — 
tang  Are  tang  ^.^^J^j 

lj\m -^ =  I» 

tang- 


daher: 


und  folglich  auch: 


^'^  »^-g  «inner) 


n 

Li™ «'"^(^>      •     =  1. 

tang- 

^^°*^"g  sin  n(r) 


71 


Li„ sing(r)  ^,^ 

tang  — 
«Arctanff 


oder: 


*  sinn(r) 


*»"sj 


sin  II(r)  7t 

Liui  — *» 

tang-  -1 


«Are tang  ^.„^^^j 
und  weil  nun  offenbar 
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in5l(r)    '       «      (""   sinn(r)  «      "  Bion(r) 

n      )  n 

,   der  obige  ganze  Bruch  sich  aber  der    Einheit   als  Grlinu 
lert,  so  muss  8«in  Nenner 


nArctang- 


taug^ 


li  offenbar  der  Gränze    ■  ■  -riv ,    näbero,  so  dass  also 
sin  n{T) 

Limi«Arctang-^j^^^^|  =  -^;^g^ 
Weil  nun  nach  dem  Obigen 


i  Lim  («^)  =  Lim  {w  Are  tang  ^j^^j^l  — ST 

so  ist: 

ILim(K^)  ==— I— =7-7  —  n  =  »  <— ; — =77-7  — 1 1 
"         *      '        8h)n(r}  tsinlJ(r)  J 

(lieh : 

6) Lim,(n^)  =  2«j^j,^^-l}. 

Nach  5)  ist: 

cotii(r)=  ^^aniyi^'FT^ — 2^-^r~ 

»  nach  6S): 


Ferner  ist  nach  5): 

1  _c'-4;c-'^_|  _g'+f-^— 2 

na  ÜW  2  2 
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also  nach  66) : 

68) Lim(iiz/)  =  jr(6l''«;e-|r)«. 

Nach  67)  und  68)  ist: 

Lim  {n$)  ^     e-^e-^     __  (e*''  +  g-t^)  (g|r  ^  ^\t>^ 
Lim  (uz/)  "~  (^i»-—  e-40*  ~"  («Jr^e-iO*  ' 

also : 


69)  ......   . 

oder^  weil  nach  5): 


Lim(w5)  ei''  +  e~i'* 

Lim  (nz/)  ""  ei»"— «-4^  * 


cosn(4r)=gp^:^,,   secndr)^^^;:::^, 

ist: 
^i^K  Lim(n*)  „,,  ^ 

folglich : 

71) Lim(n5)  =  secIZ(4r).Lim(n^ 

nnd: 

72) Lim(n^/)  =  co8i2(4r).Lim(«*). 


Viertes  Kapitel. 

Das  imagin&re  oder  eingebildete  Viereck« 

§.25. 

Wir  denken  uns  zwei  imaginäre  oder  eingebildete  Dreiecke: 
das  eine  mit  den  Seiten  und  Winkeln 

a',  6',  c    und    A,  Ä',  C; 

das  andere  mit  den  Seiten  nnd  Winkeln 

0^',  V\  c    und    Ä\  V\  Di 

so  dass  also  diese  beiden  Dreiecke  die  Seite  c  mit  einander  ge- 
mein haben;  und  setzen  ferner  voraus^  dass 
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A'\A"=^A,    B'+B"  =  B 

Dann  hiinnen  wir  das  System  der  GrÜsseii 

a',  b',  a",  b"    und    A,  B,  C,  D 

imaginfires  oder  eingebildetes  Viereck  mit  dee 
II  u',  b',  a",  b"  und  de»  Winkeln  A,  B,  C,  D  nenneD,  toi 
lem  c  als  eine  Diagonale  zu  betrachten  ist. 

'S  liegt  jetzt  keineswegs  in  unserer  Al>(ticht,  über  solche 
näre  oder  eingebildete  Vierecke  ausrührliche  Untersiicbungeo 
teilen,  jedoch  Mollen  wir  eine  zwischen  .zwei  Seiten,  etn^ 
d  b',  und  den  drei  daran  liegenden  Winkeln  A,  B,  C,  udI 
der  beiden  anderen  Seiten,  elwa  der  Seite  b".  Statt  fiiideodd 
neine  Relation  beweisen,  von  welcher  Lobatscheirsiiy 
inen  besonderen  Fall  betrachtet  hat,  auf  den  wir  nacbbet 
kkommen  werden. 

g.  26. 

n  dem  ersten  der  beiden  imaginären  odef  eingebildeten  Drei* 
von  denen  wir  auegeben,  haben  wir  nach  46)  die  Tolgeodea 

73) 
sin  A'  tang  n[a')  =  sin  B'  tang  DfA')  =  sin  C  lang  n(c) 

74) 
coti4'sinÄ'sinn(c)  +  cosÄ'  =  ~~n/„>\' 

cot^'flinC8iDl7(6')~l'*=os^'=        m  '\^ 

cot  B'  sin  A'  sin  ZI(c)  +  cos  A'  = ni^' 

cot  B' sin  Csin  ZKaO  +  cos  C  =  ^^^SSs 
cos  JU\0  ) 

co.C»»^'.inn(6')+co.^'  =  5!!°^, 
c.(C.i.S'«.D(a')+c,.B' =  °£^. 

n-swfliten  der  beiden  die  Grundlage  unserer  OatersBcbug 
iden  Dreiecke  ist: 
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cos  n(c) 
cot  B"  sin  A"  sin  n{c)  f  cos  A"  =  ^^^ji^i^ny 

* 
also,  weil 

A'  +  A"=-A,    B'^B'^B 
gesetzt  worden  ist: 

cos  n(v) 

cot (^  -  i^')  sin  (.4  -  .4')  sin  n(c)  +  cos  (.4  -  ^0  =  ;^^^n(F) ' 

t'olgiieb : 

{cot(Ä— Ä')sin^siDlI(c)  +  coSi4}cos.'l' 

—  {cot(ß-Ä0co8^8iniI(€?)— sini4}siiii4' 

cos  n(c) 
^  cos  n(6") ' 

und  daher  auch: 

75) 

{ cot  (B—  B')  sin  A  sin  II{c)  +  cos  ^ } .  cos  A^  cos  n{c) 
—  {cot(i?— Ä') cos il sin  2I(c)  — sin -4}. sin ^' cos  17(6) 

cos  n(c)^ 
~  cos  21(6")' 

Nach  der  vierten  der  Gleichungen  74)  ist: 

cos  i7(a')  —  cos  27(6')  cos  C 


cotB'  = 


r>       » 


sinn(a0cosn(60sin(; 
woraus  man,  wenn  der  Kürze  wegen: 

76) 

G  =  { cosn(a')— cosir(60  cosC}sin£r—  sinn(o')  cosiI(6')  cosÄ  ainC, 

G'  =  {cosn(oO— co8ir(6')cosC}siDÄ  +  8iiiir(a')  cos  22(6')  sinÄsin  C 

gesetzt  wird,  leicht  erhält:    . 

^       ^,        cotÄcotß'  +  l       G' 
77),   .   .      cot(^-^0=   cot^^^coÜSr=-5' 

Na*h  73)  ist: 

sin  A'  cos  il(c)  =  sin  Ccot  ßia')  sin  n{c) 

und  nach  46): 

„   ^  sinP(o0sinn(60 

sm  2I(c)  =  i_co8n(flOco8n(6')cos  C ' 

also:  ' 
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.     ^,        „,  ,  co6n(rt')sinn(6')8inC 

7oj  .  .  .  SID  A  cos  ülC)  ==  "i rt/    f\ TT/Lf\' ?> • 

/  V  /  I  —  COS  I/(o')  COS  1/(6')  COS  C 

Nach  der  fünften  der  Gleichungen  74)  Ist: 

cot  Csin  ir(6').sin^'cos  II(c)  +eoBA'co3  II(c)  =  cos  11(6'), 

also  nach  78): 

cos  A'  cos  n{c) 

_  ,  cos  ir(aO  sin  JJ(60^cos  C 

-  cos  n  (6  )  —  j  _  ^^^  jj^^,^  ^^^  jj^^,^  ^^^  ^ , 

und  folglich  offenbar: 

Tx/  X        cos  21(6')  —  cos  n(a')  cos  C 

79) . . .  cos  A^  cos  mc)  =  5 77/  /\ 7T/JL/V TS* 

'  /       1 — CQ8lZ(a')  cos  Ii  (6)  cos  C 


80)  ...  .    {  •!,  ~  \' 

t  J'   =  Sil 


Setzt  man  der  Kürze  wegen: 

J  =  l  —  cos  n(a')  cos  11(6')  cos  C, 
sin  n(o')  sin  iT(6'); 

so  ist: 

.     rr/   X  J'         '      A,  rr/  X  00817(0')  SIO  JT(6')  sin  C 

sin  n{c)  =  j- »  sin  ^  cos  i2(c)  = ^    '    j — ^—^ — —  , 

A,  rr^   X  CO»  11(6')  —€09  Il(a^) COS  C 

C0Sil'C08i7(c)  = ^— ^ j ~— 

Führt   man    diese   Ausdrücke   in  die  Gleichung  75)    ein,  so 
wird  dieselbe: 

/C  ./'  .    ,           A   cos  17(6')— cos  ir(aO  cos  C\ 
(g.^sin^+cos^; J )      ^^ 

^(^.^cosA^sIua).S2^^^^!^^  j-eosII(6'')- 

Weil  aber  nach  dem  Obigen: 

_  { 1 — cos  n(a')  C08  n(b')  cos  C}«— ain  g(qO«  «in  g(60* 
cogiI(c;  -  ^      { I  —  CO«  n(o')  cos  n(Ä')  cos  C}«  ' 

also  nach  80): 

cos  27(c)*  =B  — js — 

ist,  so  wird  die  Torstebende  Gleichung: 


ki 


• 
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I  yr  •  j-nmA  +  cosAj  • -j 

(C   J'        .       .    A   cos  n(a')  sin  n(6')  sin  C 
^  .  jcosA'-HmAj  . ^y 

_J^-^  1 

-      J«       •cosUCft'O* 

folglich,  wenn  man  der  Kürze  wegen  noch: 

81) 

H  =  {cö8ll(6')  —  cosJT(aOco8C}co82l+cosII(a08inn(6')«ini<8inC, 

i^'=:{cosiI(6')— co8ir(a')cosC}sin2l— co8JT(a05inIT(Ä')^os248lnC 

setzt: 

oder: 

83). cosll(0=  GBJ^G'H'J" 

öder  «och: 

84) co8lZ(6)=     GHJ+G'&J'    ' 

oder: 

«5) cosJ2(6")  =  — ^-ir jsr- 


§.  27. 
Für  .4  =  C=  90»  iet  nach  76),  81),  80): 

G  =  co8  n(a')  8in  ß — sin  ff  (a')  cos  H(6')  cos  i?, 
G'  =  cosn(a')co8  J?  +  sln  IT (a')  cos  n(6')sini5; 

n  z=  C06  n(a')  sin  n(b'h 
ff  =  cos  n(6') ; 

J  =1, 

J'  =  sin  n(o')  sin  n(6'); 

also,  wie  man  leicht  findet: 

Theil  LI.  '^^ 
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GBJ  +  G'H'J'  =  sinUfA')  {cm  Il(a')« ,+  sin  n{a')'««»  n{6')'lsm  B 
=  s\Bn{b'){\~smn(a')U\nn(b')*\e!inB, 

folglich,  weil  in  rliesem  Falle  nach  dem  Obigen: 
J*—J'*=  1  — siiiI3(a')*Binn(Ä')» 

ist,  nach  83): 

cos  17 (6")  =     ■     ■■n!li\    ~- — !>• 

und  daher  nach  SO); 

TT^.,n      c»8  ^W)  «in  B  —  »In  fl(a')  cos  üfAOwsB 

87)  .  .  .  cos  11(0  )  =  : : — n/iK    • — S ^ • 

oder : 

rr,A",  ______ 

Diese  letztere  dem  vorh ergehende d  besonderen  Falle  ent- 
sprechende  Formel  hat  schon  Lohatschewslcy  gegeben,  worQtm 
man  Giornale  di  Matematiche  ad  uso  degli  stndenti 
delle  universitä  italiane.  Aono  V.  —  Settemhre  e  Ot- 
tohre  I8Ö7.    p.  301.    Nr.  'J3.*)  nachsehen  kann. 

FBr  B  =  n(a')  —  (m.  Vergl.  §.  12.)  -  Ist: 


sin  2Z(6')       taogn(6')  "  «08"^''^     siniK*')., 

=  cosa(o')tang4n(6'). 

also  nach  9): 

89) cosD(*")  =  cosn(o').e-*'. 

Far  B=  jr-il(a')  -  (m.  vergl.  §.  12.)  —  ist: 

n.u-^       "«»gC«')   ^  CMUjb')  „,  ,^   H-co8g(A') 

,,^n(b  )  =  ^j^-jf^^^  +  __^^^=  eosiI(a').-^j^ig^ 

=  cosn(a')cotiiI(Ä').     ■ 

also  nach  9): 

I cosn(6")  =  cosnCo').e^. 

Ich   hoffe  spftter  zn  diesen  Untersuchungen   zurücksukebren. 

)  Irrthünilich  xtehl  «d  diesem  Orte  ci>lang:/7(/)  «latt  dea  richllgea 
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\ 


Integration  der  partiellen  Differentialgleichung 


^jv  '      d^z  _d^^*z 


in  welcher  m  und  n  ganze  pasitiTe  Zahlen  und 
beliebige  Functionen  von  y  bezeichnen. 


"  *'"    *  '  Von 


Herrn  Simon  Spitzer, 

Professor  am  FolTtechnikiim  in  Wien. 


leb    habe  im  X.  Baode  der  Schturoilch'^cheD  Zeitschrift 
die  Integration  der  Gleichung 

gezeigt;  auf  ähnliche  Weise  will  l^h  nun  da^  Integrale  der  Glei- 
chung  (1)  geben. 

Fiir  den  Fall,  wo  m  =  1  ist^  lautet  die  Gleichung  (1) : 

d*z         d'^-^^z      - 

nnd  dieser  Gleichung  genügt  folgender  Werth  von  i: 

..      C3).       . 

/OD  ^ 

. . . .  4- g>M4.i  (y -f  Ati4.i  uo:)]  cttf ; 
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woselbst 

Wurzeln  der  Gleichung 

(4) ;i*+i=:l 

sind,  and 

willkuhrliche  Functionen  bedeuten,    zwischen  welchen   aber  eine 
gewisse  Bedingungsgleichung  statt  findet. 

Um  diess  zu  beweisen,  schreibe  ich  das   in  (3)  stenende  :    \ 
folgendern^tsseo : 

«*«+i     O    [(Pr(y  +  h'uxy]duy 
und  habe  sodann: 


*       / 


Diese  Wert  he  führen»  in  die  Gleichung  (2)  substituirt,  «u  folgender 
Gleichung: 

Behandelt  man  nun  den  Ausdruck: 

«    "+*      b    [9r^*^^y($l-i'lrua:)}du, 
der  sich  auch  folgendermassen  sehreiben  lässt: 

/OD       u**"!"*    J    r=rn-|-l         ^ 
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initteUt  der  Methode  des  tbeilweisen  lotegrirepa>  90  erbSlt  man: 


e    «+1     S    [7^9>r(»>(y  +  Artw?)]| 


tf«0 


^00  ^«.-H  r=^l        ^ 

+  /      u^e    n+i      )3    I  -j-g>/*^(y  +  lrux)  Idu, 
und  fvenn  vorausgesetzt  wird,  dass  der  Ausdruck 

r=l. 

für  t«==QO  verschwindet: 

r=tH-l 


0 

Hierdurch  nimmt  aber  die  Gleichung  (7)  folgende  Gestalt  an: 

/OD     ^      r=^^ 


=  -    S   ll'pMci,)] 


Bemerkt  man  nun,  dass  vermöge  der  Gleichung  (4) 

1 

ist,  SP  sieht  man  9  dass  die  Gleichung  (8)  identisch  erfüllt  wird« 
wenn 

rÄfi-fl 

gesetzt  wird;  folglich  ist  in  der  That  das  in  (3)  stehende  z  das 
Integrak  der  Gleichiu)g  (2),  wenn  zwiacben  den.  n^l  willkübr«* 
liehen  Functionen  die  Bedingungsgleichung 
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obwaltet.  —  Für  den  speciellen  'Fall  F|  (y)  =  0  stimmt  das  hier 
gegebene  Integrale  mit  dem  von  Lobattö  Im  tXVIL  Bande  von 
Cr  eile's  Journal  gegebenen,  öberetn. 


'  ^ 


r 


FSr  den  FaU«  wo  }ii=:2  ist,  lautet  die  Gleichung  (1): 

und  dieser  Gleichung  wird  Genüge    geleistet  durch    einem  ^Aus- 
druck der  Form: 


4«       ! 


woselbst 

•  ;■■•'■  ,    \,     •  V* 

Wurzeln  der  Gleichung 

(11) kn+^=l         >  '         '' 

sind,  und  g>i,  g)2, ,  9>n4-a  willkührlicbe  Functionen   bedeuten, 

zwischen  welcbisn  zwei  Bedingungsgleicbungen  obwalten. 

Um  diess  zu  beweisen,  schreiben  wir  vorerst  z  folgendermassen : 

(12)...«=  /      /      e       W«      u     ^    lg>r(y  +  kruvx)]dudv, 

und  construiren  sodann  die  Ausdrucke  für  -j—^  und     ,     .^«    ^• 
ist: 


=  A      /     e**      JTFa      t««+»r«    ^    [kr*(p/*^(!f-^kruvx)]dudv. 


o 


rf«+2,  /.OD     /.«       «»+«+«^->^      '=*+« 


Diese  Werthe  führen  nun.  In  (9)  substHuirt ,  ^  zu  folgender  Glei- 
chung: f     '  ^,        \ 
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(13)  .     ' 


r=l 


+  Fi(^)+:rF,(y), 
deren  Identität  oacbznweiseD  ist. 


gehandelt  man  zu  dem  Zwecke  da^  Integrale 
ex,  /»oo      a»+a+„»+a     ^=?+2 


/ex,     r»oo       ^''^^g-^-,^"+a      ^+2 
0  o  '^^  ' 


zweimal  nach  der  Methode  des  theilweisen  Integrirens,  so  erhält 
man,  dieses  sttceessrre  thoend,  fdr  obiges  Integrale  vorerst: 


und  diess  ist  gleich: 

s 

00/100       „"+V^*  '^Q*^* 


Mimmt   man  nun  an,,  dass  för  die  Substitution  o=:qo    der  Aus« 
droek 


verschwindet,  so  hat  man: 

'^"^*  r  1  T  /*-  -!^ 

"4-2 1 ««+«  r=n+2 


00      y^  OD  U     •     4-© 


+  o;  /      /      e""      «+«      t)"+^    8    Cxr'^''^'*^*^  {yflrUvx)Mudv. 
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Diess  tässt  sich  aber  auch  so  sehreiben: 

o  o  ''=^ 

and  gibt  nan  wieder  nach  der  Methode^  des  tbeilweiscm  fiitegri- 
rens  bebandelt:  •  "    "    '      ", 

f=:l  O  '  ■  \  1 


■  <  . 


+      <e       »+« 


,.' 


Nimmt  man  ferner  an.  dass  für  te  =  oo  der  Ausdruck 


'  .*     •<. 


verschwindet»  so  ist  obiger  Ausdruck  gleich: 


o  o 


Bemerkt  man  nun,  dass  vermöge  der  Gleichung  (11): 


ist  9  so  hat  man  9  den  oben  ge^onttenen  a«s  drei  TheUev-teota- 
henden  Ausdruck  in  (13)  einfiifarend,  die  Gleichung: 
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(W) 

o  o  '^^ 

r=l  o 

-    8    [V'9;<"Hy)]y    «•«  »+*^» 


o  o 


+  F,(y)+«Fa(sf). 
welche  identisch  wird,  wenn  man: 

(15) 

S      [ilr"+*g>r(H-l)(y)]  /       «    -+«  Af  =  F^Cy), 

S     [ilr«9r<»)  (y)]  /      t)»e"H^  dr  =  Fi(y) 
setzt    Es  ist  demnach  das  Integrale  der  Gleichung 

in  der  That  von  der  Form : 


(10)...  2=  /      /      ^~      "+•      t£[g)|(y+AiUrÄ)+9B(y+A«uva?)+... 

o  o 

. . . .  +  9»+2(y  +  «+2«»Jr)]rfttdi?, 
vorausgesetzt»  dass 

die  n-f2  Wurzeln  der  Gleichung 

(11) ^•+«  =  1 

repräsenüren,  und  dass  zwischen  den  n  +  2  willkuhrlichiBn  Func- 
tionen 

32» 
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die  zwei  Gleichungen: 


«+2 


i> 


stattfiuden,  u.  s.  w.  u.  s.  w. 
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Einfacher  Beweis  der  von  Herrn  Prof.  Fasbender  (Thl.  49. 

S.  115.)  gefundenen  Eelation. 

Von  Herrn  Dr.  Bermann  in'Liegnitz. 

Die  von  meinem  geehrten  Freunde  Herrn  Professor  Fas- 
bender in  Thorn  im  Archiv  Thl.  49.  S.  115.  mitgetheilte«  von 
Herrn  Professor  Bretschneidelr  zu  Gotha  in  Tbl.  50.  S.  103.  er- 
weiterte und  von  Herrn  Professor  Hacke I  in  ijohmisch •  Leipa  in 
Thl.  49.  S.  346.'^  so  wie  von  Herrn  Prof.  Fasbender  selbst  io 
Thl.  51.  S.  4(1  in  einfacher  Weise  dargethane  Relation  zwischen 
den  Cotangenten  der  Winkel,  welche  die  SchwerKiftien  eioesDreieete 
mit  den  Seiten  bilden ^  nach  denen  sie  gezogen  sind«  iässt  sich 
auch  folgendermassen  ganz  elementar  und  selbst  fär  Secundaner 
leicht  verständlich  beiveisen. 

Sind  (die  Figur  wird  Jeder  leicht  selbst  zeichnen  können)  i|, 
^2»  (s  die  resp.  nach  den  Seiten  a,  ö,  c  des  Dreiecks  gezogenen 
Schwerlinieu;  Vi,  v^,  v^  die  in  Rede  stehenden  (nacb  dersefbeli 
Richtung  genommenen)  Winkel,  so  hat  man  z.B.  für  ^V|: 
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4 

C08V|  = 


?  +  '*»~6« 


und,  wegen 


att 


u'  = 


6«  +  c«-^ 


Nun  ist 


AIao  : 


analog : 


»ini/t  =  ^-;p  =  — r-  (^  Fläebeninh.  des.  Dreiecks.). 


cotangvi  =     ^^    > 

6«— a« 
cotangv«  =  -4^' 


a 


« — /.« 


eotangva  =  -^ — 
Mithin  die  Suipme 

cotaogvi  -|-  cotangr2  '¥  cotangv^  =:  0. 


Uebongsaufgaben  für  Schüler. 


Von  Herrn  Professor  Oelschläger  in  Stuttgart. 

1)  Beschreibt  man  ans  den  Halbirungspunkten  der  Seiten  eines 
Dreiecks  Kreise «  welch«  durch  die  Endpunkte  der  Seiten  gehen, 
so  lassen  sich  aus  den  gleichen  Mittelpunkten  je  zwei  concen- 
triscbe  Kfeise  beschreiben,  von  denen  jeder  die  beiden  andern 
Kreise  um  die  Seiten  berührt.  (Kleinere  und  grossere  Berührungs- 
kreise.)' 

2)  Jedes  Paar  concentrischer  Berührungskreise  schneidet  die- 
jenige Seite  des  Dreiecks,  auf  welcher  ihr  Mittelpunkt  liegt,  in 
den  Berflhrungspunkten  der  In-  und  Ankreise. 
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VebangtaufgiAen  ßtr  SälSitr. 

)  Die  BarQbrnngspankts  der  drei  kleiimen  BerBfarangskreise 
nta  Seiteokreiafta  liegeii  auf  den  Medianan   des  Dreiecks. 

)  Die  BerflhningBpQitkte  der  drei  grSseereD  BerabraogskreiM 
wei  Sflitenkreisen  liegen  auf  den  Seiten  des  Mittelpunkt* 
iks  der  Ankreise. 

)  Die  Verbind ungslinien  zweier  anf  den  Verlängerangeo  der 
1  des  gegebenen  Dreiecks  liegenden  Berflhrangspankla  der 
iise  gehen  dorcb  die  beiden  BerQbmngspankte  eines  grSa- 
Berübrongskreises. 

}  Diese  Verbindungslinien  (Nr.  B.)  verlSngert  bilden  ein 
cb,  dessen  Umkreis  den  Dnrchscbnittspnnkt  der  Uübenlothe 
«gebenen  Dreiecks  zum  Mittelpunkt  bat 

)  Die  Hübenlotbe  des  gegebenen  Dreiecks  geben  verlSngerl 
die  Spitzen  des  Dreiecks  Nr.  6. 

)  Der  Mittelpunkt  des  Inkreises  des  gegebenen  Dreiecks  ist 
izceDtrum  Rir  die  kleineren  BerDbrungsbrebe. 

Ilese  wenigen  Sätze  mögen  genügen,  den  grossen  Ueichtkua 
iVahrbräten,  welche  an  dieser  Figur  sieb  ^ffinden  lasMU, 
enten.  Nimmt  man  biezu  noch  die  SStze  über  die  Fener> 
'sehen  und  Spieber'scben  Kreise  (Archiv  Tbl.  LI.  S.  10.) 
ädere  bereits  bekannte  SStze,  so  finden  sich  sicherlich  noch 
[leihe  von  Wahrheiten,  weiche  aufs  Neue  einen  Beweis  fOr 
nergrOndlicbkeit  des  genmetrisdien  Wissens  abgeben. 


Druckfehler. 
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Literarischer  Berieht 

■  ^ "'  ^  ■   "      .  -  ,cci.    ,  :\:    ,.  ■'"..: 


Dr.  Ludwig  Oetttnger, 

Gros^herzoglicn  Badischer  Hofrath  und  ordentlicher  Professor  ao 
der  Universität  zu  Freiburg  i.  B.  starb  am  10.  October  1869.  Das 
,,4r^hiv'^  verdankt  demselben  eine  2lemlidie  Reibe  selirv«^4^rth- 
vQller  Beiträge,  and  der  unterzeichnete  Herausgeber,  dem  er  sidi' 
stets  besonders  freundlich  ervriesen  bat,  wird  ihm  immer  das  dank-^ 
barste  Andenken  ia  seinem  Herzen  bewahren.  Gewiss  werdeh' 
cBe  Lesßr  von  dem  nächfolgenden  Necrologe  des  trefflichen  Män^ 
nes,  der  za  unserer  Freude  uns  gätigst  mitgetheilt  und  von  uf^s- 
mit  dem  grossien  Danke  entgegen  genommen  worden  ist,  mit  he-- 
sonderem  Interesse  Kenntniss  nehmen.  G. 


Am  10.  October  1869  starb  Hofrath  Ludwig  Oettinger, 
Professor  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  an  der  Cniver- 
sität  Freiburg. 

Derselbe  wurde  am  7.  Mai  1797  zu  Bdelfingen  bei  Mergent- 
heim geboren.  Nach  seinen  vorbevettenden  Studien  widmete  er 
sich  zu  Heidelberg  der  Theologie  und  wurde  im  Jahre  1817  unter 
die  Zahl  der  Pfarrcandidat^n  aufgenommen.  Als  solcher  war  er 
zuerst  Viear  in  Mundingen  und  Lörrach;  Jan  letzterem  Orte  zu- 
gleich Lehrer  am  Pädagogium.  In  dieser  Eigenschaft  wurde  er 
unter  dem  20.  Dezember  1819  an  die  lateinische  Schule  in  Dur. 
lach  und  am  6.  August  1820  an  das  Gymnasium  zu  Heidelberg 
berufen,  wo  er  schon  im  Jahre  18*23  den  Charakter  als  Professor 
erhielt  und  ausser  den  philologischen  Fächern  besonders  Mathe- 
matik zu=  lehren   hatte.     In   der  Vorliebe  för  diese  Wissenschaft 
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erwarb  er  den  Doctorgrad  and  war  neben  seinem  Lehramte  noch 
Privatdocent  an  der  Universität  Heidelberg.  Am  14.  Januar  1836 
wurde  er  als  ordentlicher  Professor  der  reinen  und  angewandten 
Mathematik  auf  den  durch  Professor  Buzeogeiger*s  Tod  er- 
ledigten Lehrstuhl  berufen.  Diese  Stellung  hat  er  seitdem  wäh- 
rend 30  Jahren  bekleidet.  In  den  Jahren  1842  und  1843  trug  er 
auch  als  Supplent  die  Physik  vor. 

In  seiner  Eigenschaft  als  akademischer  Lehrer  hat  er  mit  dem 
grossten  Erfolge  gewirkt.  Seine  Vorlesungen  über  Algebra,  Geo- 
metrie, politische  Arithmetik,  Mechanik,  praktische  Geometrie, 
sowie  über  Anelyats^  Diflfereitial-  und  In tegml- Rechnung  waren 
Ihrer  Klarheit  und  des  wissenschaftlichen  Gehaltes  wegen  beliebt. 

Seine  literarische  Thätigkelt  war  die  ausgebreltetstc.  Die 
ersten  Producte  derselben  sind  ein  Lehrbuch  des  Differen- 
tial- und  Differenzen •  Caiculs,  welches  er  noch  in  Hei- 
delberg als  Professor  am  Gyninad«ni  abrieb,  sowie  ein  Werk 
über  die  „aufsteigenden  Funktionen'^    (Berlin  1836.) 

Seinen  Vorlesungen  legte  er  ein  eigenes  Lehrbuch  der  reUieii 
Mathemaüfc  zu  Gmude.    (Freiburg  1837.) 

Von  seinen  übrigen  Werken  ist  besonders  das  Lehrbuch  der 
politischen  Arithmetik:  „Anleitung  zu  finanziellen  politi- 
schen und  juridischen  Rechnungen'*  mit  den  weiteren 
Ausführungen  der  politischen  Arithmetik  (Greifswald  1863)  in  den 
w*eitesten  Kreisen  bekannt  geworden. 

Ausser  zwei  Lehrbüchern  über  Wahrscheinllchkeits-Rechniing 
und  die  Lehre  von  den  Combinationen  schrieb  er  über  dieselben 
Gegenstände,  sowie  über  Materien  der  Algebraischen  Analyst«, 
Zahlen tbeorie,  Dififerential-  und  Integral- Rechnung  zahlreiche  Au^ 
Sätze  in  die  Zeitschriften  von  Grunert  und  Crelle.  Seine  letzte 
Abhandlung  in  ersterer:  über  das  Peil' sehe  Problem  erschien  In 
diesem  Jahre.  Seine  letzte  Abhandlung  im  Creile' «eil««  Journal 
findet  «ich  im  €7.  Bandes  tib«r  einige  Prebfem«  der  Wi^achein* 
iiokkeits-Rechnung  u.  s.  w. 

Der  Verstorbene  hat  in  den  verschiedensten  zum  Theil  iMicb 
ans^erakademiscbeo  Werden  und  Aemterq,  afe  Pror^pter,  DecaNi 
Wirthschaftf  *Rath,  Inspi^ctor  der  Gewerbeschuk«  Kircb^ltaster 
IL  ^  w.  djas  allgemeine  Vertrauen  «reiches  er  geno«$  ^Ms  |b#* 
fertigt    insbesondere  tat  er  seifi  wfirine«  Int^e^se  für  die  (Jiil* 

ver^ität  bei  jeder  Gelegen^eil  be^widel^    h  Aiiackafmung  meiner 
Ver4ien«te  wurde  Oet tingln  vom  Grossber^&oge  4iiivl|  EnMi»* 
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Mng  ernn  Hofrathe  (1844)  ausgeseichnet  und  im  Jahre  1862  mit 
dem  Ritterkreuze  des  Zähripger  Lowen-Ordens  geschmückt.  Sein 
persönlicher  Charakter  war  gerade,  redlich,  freandlich,  gefiUiig^ 
loyal  im  Verkehr  mit  seinen  Coliegen  und  in  anderweitigen  Be- 
8i«hungeu. 

Er  war  immer  rüstig  und  thätig  bis  kurz  vor  seinem  Tode, 
im  Sommer  dieses  Jahres  wurde  er  von  einem  leiblichen  Cebel 
befallen,  schien  aber  im  Spätjahre  wieder  hergestellt  zu  sein. 
Mit  Anfang  October  stellte  sich  jedoch  eine  plötzliche  Erkrankung 
ein,  die  nach  10  Tagen  seinen  bedauernswerthen  Tod  zur  Folge 
hatte. 

Oettinger  war  zweimal  verheirathet  und  hinterifisst  seine 
Wittwe  mit  3  Kindern,  einem  Sehn  »nü  awei  Töchtern,  die  ihn 
als  liebevollen  Familienvater  betrauern.  H.  M. 


GngUelmo  Ubrl 

geboren  1803  in  Florenz,  ßtarb  an>  28.  September  1869  aqf  einer 
Villa  bei  Florenz.  Von  |^  bis  1840  in  Frankreich  lebend ,  war 
er  als  Generalinspectpr  des  öffentlichen  Unterrichts,  dann  der 
Bibliotbek(?(i  des  Königreichs  thätig^  zugleich  Mitglied  des  In- 
stituts. 4^4er  kennt  sein^  ,,Histoire  des  Math^matiques 
eo  Italie''.  Wir  wünschen  sehr,  dass  man  uns  in  den  Stand 
«etzen  mOge,  durch  einen  ausführlicheren  Necrelog  diesem  treff- 
Hehen  —  im  Leben  viel  geprüften  und  angefeindeten  -^  JMathe* 
maliker  einen  seinen  grossen  wissenschaftlichen  Verdiensten  wür- 
digen Nachruf  widmen  zu  kOmien. 


Eine  gro9i|«rtig^  HystüiciitioB 

ist  die  Ueberschrift  eines  interessanten  Artikels  der  „Allge- 
meinen IKeitung.  Augsburg,  Montag,  20.  September 
1869,  Nr.  263'%  aufweichen  unsere  Leser  aufmerksam  zu  machen 
wir  uns  verpflichtet  halten.  Bekanntlich — auch  in  dem  „Archiv** 
ist  davon  einige  Mal  die  Rede  gewesen,  z.B.  in  dem  „Rapport 
fait  ä  l'Acadämie  Royale  des  sciences  des  Pays-  Bas, 
Section  Physique'*  in  Tbl.  XLIX.  Nr.  VII.  S.  81,  und  auch 
in  den  Literarischen  Berichten  —  hat  Herr  Chasles  durch  der 
Akademie  der  Wissenschaften  in  Paris  vorgelegte  Briefe  die  bis 
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jetzt  allgemein  anerkannten  hohen  Verdienste  verschiedener  grosser 
Mathematiker  und  Physiker^  irie  Newton's^  Huygens's  und 
Anderer,  um  die  Wissenschaft  in  Zweifel  zu  ziehen ,  und  zum 
Theil  für  andere  Gelehrte  in  Anspruch  zu  nehmen  gesucht  Die 
Aechtheit  dieser  Briefe  ist  vom  Anfange  an,  namentlich  auch  von 
Mitgliedern  der  Pariser  Akademie  der  Wissenschaften,  wie  z.  B. 
von  Herrn  Leverrier,  sehr  stark  bezweifelt,  von  Herrn  Chasles 
bisher  jedoch  immer  behauptet  worden.  Jetzt  aber  in  der  Sitzung 
der  Akademie  am  13.  September  1869,  hat  Herr  Chasles  endlich 
mit  einer  von  uns  vollständig  anerkannten  und  eines  so  hochver- 
dienten, von  uns  aufrichtigst  verehrten  Gelehrten  durchaus  wür- 
digen Offenheit  die  Erklärung  abgegeben,  dass  er  das  beklagens- 
werthe  Opfer  einer  nichtswärdigeo  Mystification ,  die  in  ihrer 
Grossartigkeit  von  keiner  anderen  übertreffen  wird,  geworden  sei; 
zugleich  hat  derselbe  ausführlich  dargelegt,  wie  er  nur  mit  den 
grossten  Opfern  in  den  Besitz  jener  Briefe,  die  von  einem  sehr 
geschickten,  aber  sehr  gefährlichen  Falsarius  —  noch  wafarschein- 
iicher  von  einer  ganzen  sauberen  Geseilschaft  dieses  Gelichters 
—  fabricirt  worden  sind,  gelangt  sei. 

Des  Weiteren  wegen  müssen  wir  auf  den  obigen  ausführlichen 
Artikel  der  „Allgemeinen  Zeitung'*,  der  unseren  deutschen 
Lesern  am  Leichtesten  zugänglich  sein  wird,  verweisen,  and 
wollen  nur  noch  bemerken,  wie  aufrichtig  wir  Herrn  Chasles 
bedauern,  und  wie  sehr  wir  aus  dem  Grunde  unseres  Herzens 
wünschen,  dass  die  folgenden  Schlussworte  jenes  Artikels: 

„0er  greise  Michel  Chasles  wird  seine  Enttäusehoog 
schwerlich  lange  überleben;  denn  als  er  seine  Erklärungen  abgab, 
erschien  er  gebrochen  und  wie  vernichtet.  Er  wird  io  jedem  Siiwe 
das  Opfer  dieses  grossartigen  Betrugs  sein*' 

noch  auf  lange  Zeit  hin  nicht  zur  Wahrheit  werden  mögen.  Herr 
Chasles  hat  Verdienste  genug,  um  im  Hinblick  auf  dieselben 
vollständig  Trost  finden  zu  können*  Möge  ihm  vergönnt  sein 
noch  recht  viele  Jahre  im  Dienste  der  Wissenschaft  in  der  bis- 
herigen grossartigen  Weise  zu  wirken! 

G  r  u  n  e  r  t. 
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Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Intoriio  alia  vita  ed  alle  opere  dl  Luigi  Lagrange, 
Discorso  letto  nel  R.  Liceo  Galilei  di  Pisa,  per  la  festa 
letteraria  comroemorativa  dal  Cav*  Angpelo  Fort!,  Pro- 
fessore  di  JVlatematiche  al  R.  Liceo,  e  di  Matematiche 
e  Meccaoica  alle  8cuole  teeniche  coniunali  di  Pisa* 
Seconda  edizioiie  accresciuta  di  nuove  notizie.  Roma* 
Tipografia  delle  scieiize  matematiche  e  fisiche.  Via 
Lata  No.  211  A.  MDCCCLXIX.    8. 

Die  erste  Auflage  dieser  treflflichen  Schrift  des  Herrn  Pro- 
fessor A.  Fort!  in  Pisa  ist  von  uns  Im  Literarischen  Berichte 
Nr.  CLXXXXl.  8.  7.  angezeigt  worden,  unci  nir  freuen  uns  sehr, 
schon  jetzt  eine  zweite  AuClage  derselben  hier  anzeigen  zu  können. 
Diese  neue  Auflage  wird  mit  vollem  Recht  auf  dem  Titel 
als  „edizione  accresciuta  di  nuove  notizle*'  bezeichnet, 
welche  Bereicherungen  wir  natürlich  hier  nicht  sänimtlich  näher 
angeben  können.  Jedoch  wollen  wir  nicht  unterlassen  zu  bemer~ 
ken,  dass  auf  S.  16  ff.  sehr  dankenswerthe  und  interessante  Mit- 
theilungen über  Culer's  Weggang  von  Berlin  nach  Peters, 
bürg  (1766)  und  Lag  ränge 's  Berufung  dahin,  sowie  über  dessen 
Aufenthalt  daselbst,  gemacht  werden,  die  wir  unseren  Lesern 
recht  sehr  empfehlen.  Ferner  sind  der  Schrift  drei  sehr  lesens- 
werthe  Noten  beigefügt.  Nota  1^  betrifft  den  im  Archiv  Theil 
XLIX.  Nr.  XVI.  S.  223.  von  uns  mitgetheilten  Brief  des  jungen 
Lag  ränge  an  den  Coiite  Fagnano  und  dessen  Inhalt;  Nota  2^ 
betrifft  Mossotti*s  Vereinfachungen  der  bekannten  Formeln  La- 
grange's  zur  Berechnung  der  Cometenbahnen,  mit  Bezug  auf 
Schiaparelli's  bekannte  ivichtige  £ntwickeiungen  und  Unter- 
suchungen über  die  Sternschnuppen;  endlich  ist  Nota  3^  über- 
schrieben: „Notizie  intorno  alla  malattia  e  alla  niorte  dl 
Lagrange,  e  all'  auttossia  e  im balsamazione  del  suo 
corpo"  worin  vieles  Interessante  enthalten  ist.  Wie  sehr  Italien 
seine  grossen  Männer  zu  ehren  bemüht  ist,  haben  wir  von  Neuem 
mit  dem  grossten  Interesse  aus  der  folgenden  auf  pag.  21.  sich 
findenden  Notiz  entnommen,  nach  welcher  auch  dem  grossen  Ma- 
thematiker u.  s.  w.  Mossotti  in  Pisa  ein  Denkmal  errichtet 
worden  ist:  „II  monumento  del  Mossotti,  opera  del  Cav.  Giovanni 
Dupre,^  fu  eretto  a  Pisa  il  di  16  Ciiugno  1867  nel  Camposanto  ur- 
bano.  Simboleggia  TAstronomia  in  atto  di  pensare.  L'elogio  era 
pronunziato  dal  dotto  Prof.  De  Benedetti,  collega  e  concittadino 
^eir  illustre  scienziato,  alla  presenza  delle  Autoritä,  del  Municipio, 
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dei  President!  del  Senato  e  della  Camera  dei  Deputat!,  e  di  gran- 
dissimo  concorso  di  Professor!,  d!  alüevi  e  di  persone  di  ogni 
classe.  L'epigrafe,  dettata  dal  Senatöre  Cent ofanti  e  il  Corpus 
condituni  dal  Cav.  Prof.  Ferrucci,  rammentano  col  loro  stile» 
il  bei  secolo  della  letteratura  italiana/* 


Geometrie, 

Sur  le  caicul  des  öquipollences,  in^thode  d'analyse 
göomötrique  de  M.  Bellavitis.  Par  M.  J.  Houel«  Pro- 
fesseur  de  Matbömatiqae's  ä  la  Faeult^  des  scienccis 
de  Bordeaux,     Paris.     Gauthier- Villars.    1869.    8^. 

Herr  Professor  Giusto  Bellavitis  In  Padua  hat  schon  vor 
einer  Reihe  von  Jahren  eine  neue  sinnreiche  Methode  ßlr  analy- 
tisch -  geometrische  Untersuchungen  bekannt  gemacht,  welche  we- 
niger Beachtung  gefunden  zu  haben  scheint  als  sie  jedenfalls 
verdient.  Herr  Hoüel  hat  sich  daher  ein  neues  sehr  anerkennungs- 
werthes  Verdienst  erworben,  indem  er  in  der  vorliegenden  sehr 
zur  Beachtung  zu  empfehlenden  Schrift  diese  Methode  des  in 
vielen  Beziehungen  hochverdienten  Herrn  Bellavitis  den  Ma- 
thematikern wieder  in  Erinnerung  gebracht,  zur  Beachtung  em- 
pfohlen, und  Ihre  Anwendung  an  einer  ziemrich  grossen  Anzahl 
sehr  lehrreicher  Beispiele  erläutert  hat.  Wir  müssen  uns  hier 
begnügen,  nachstehend  Das  unseren  Lesern  mitzutheilen,  was  der 
Herr  Verfasser  auf  pag.  5.  zur  Empfehlung  dieser  neuen  me* 
thode  des  equipollences  sagt: 

„La  mätbode  des  Equipollences  se  distingue  principalement 
par  les  avantages  suivants:  F.  L'abondance  des  tb^or^mes,  q«! 
d^coulent  d'un  principe  unique,  toute  propriötE  de  poipts  plac^s 
en  ligne  droite  donnaot  immediatement  une  propriätE  des  polnta 
d'un  plan,  des  que  Ton  cbange  les  Equations-  relatives  au:i  pre* 
miers  points  en  equipollences  relatives  aus  secovids;  2^.  La  faci- 
IltE  avec  laquelle  on  parvient  ä  la  Solution  grapbique  d/^  pro* 
blemes:  pour  les  qqestions  m^mes  qui  passent  pour  difficiles«  la 
mäthode  fournit  directenient  des  solatlons  pIps  courte^  quo  c^lk)^ 
que  Ton  avait  däcouvertes  par  des  combinaisons  artificielles  de 
th^oreraes  gäomätriques ;  3^.  La  th^orie  dQS  coqrbes,  däbarrnssäe 
dQ  tont  Systeme  special  de  coordonoEes,  condMit  k  des  formnlcis 
plM«  simples  et  en  roeme  temps  plus  g^nerales»  quj  fgcprimeot  les 
aiBEections  des  courbes»  sans  qu'U  seit  besoin  de  les  rupporte?  i 
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atißun  Systeme  arbitraire;  4^.  Eile  fournit  le  type  reel  des  quan« 
til^  imaginaires,  par  lequel  sont  pleinement  jastiil^s  les  caleols 
de  TAlg^bre»  de  la  nianit^e  qne  Cauehy  legardait  comme  la 
seole  satisfaUante. '^ 

Indem  wir  unsere  vollkommene  Uebereinstimmung  hiermit  auB- 
sprecben,  empfehlen  wir  die  Schrift  nochmals  zu  sorgfältigster 
Beachtung. 


Physik. 

Sechszehn  mathematisch-physikalische  Probleme. 
Ein  Ergänzungsheft  zum  Leitfaden  der  Physik  an 
Realschulen  und  ähnlichen  höheren  Lehranstalten. 
Nebst  einem  Anhange:,  enthaltend  102  Aufgaben  und 
deren  Resultate.  Von  Dr.  Gustav  Emsmann,  Oberlehrer 
an  der  Realschule  erster  Ordnung  zu  Frankfurt  a.  d. 
Oder.  Mit  einer  FigurentafeL  Leipzig.  Quandt  und 
Händel.     1869.    8«. 

Wie  schon  der  Titel  besagt,  verfolgt  diese  Schrift  einen  dop» 
pelten  Zweck:  Einmal  sucht  dieselbe  den  physikalischen  Untei- 
richt^  so  wie  derselbe  a^f  Grundlage  der  gangbaren  physikalischen 
Lehrbücher  gewöhnlich  ertheilt  wird,  durch  verschiedene,  vor- 
zugsweise einer  elementar-mathematischen  Behandlung  fähige  upd 
dieselbe  auch  —  wenn  wahre  Griindlicfakeit  erstrebt  und  erreicht 
werden  soll  —  nothwei^dig  für  sich  in  Anspruch  nehmende  Lehreo 
zu  vervollständigen;  dann  aber  auch  durch  Mütheilung  einer  grös- 
seren Anzahl  von  Uebungsanfgaben,  die  gleiebfalls  hauptsächlich 
eine  mathematische  Behandlung  beanspruchen,,  denjenigen  Leh- 
rern zu  nutzen  und  in  ihren  sehr  löblichen  Bestrebungen  furderlidi 
zu  werden,  welche  wie  zu  unserer  Freude  der  Herr  Verfasser  -^ 
dem  wir  dafür  unsere  besondere  Anerkennung  zollen  —  deo 
Rjauptzweck  und  Hauptnutzen  des  pbysikaliscbien  Unterrichts  für 
die  allgemeine  geistige  Aqsbildung  der  Schüler  in  einer  strenget) 
elenieptar- mathematischen  Behandlung  der  dazu  sich  eignenden 
und  dieselbe  für  sich  in  Anspruch  nehmenden  Lehren  der  Physik  er. 
kennen,  ohne  dabei  das  Experiment,  bei  richtiger  Auflfassung  seines 
Werthes  und  Dem  entsprechender  Handhabung  demselben,  irgend- 
wie zu  vernachlässigen.  In  beiden  Beziehungen  könnevi  viir  dem 
Herrn  Verfasser  unsere  volle  Anerkennung  nicht  versagen.  In 
der  ^rat^p  Abtheilung  ist  nach  unserer  Ansicht  eine  durchaus 
zweckni$^.sigf»  Ansvvabl  der  betre<fl[enden  Lehren  getroffen,  und  die 
i^^th^ms^tjiscb^  Bebf^ociluiig  b^?wegjt  sic^  im  AUgen^einen  gan?  ii| 
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dem  Kreise/  welcher  hier  allein  maassgebend  und  zolässig  sein 
konnte,  wenii  wir  auch  nicht  unterlassen  kunnen,  die  Frage  auf- 
zuwerfen :  ob  es  in  einem  Buche  wie  das  vorliegende  ganz 
zweckmässig  war,  bei  der  Bestimmung  einiger  Minima,  wie  z.  B. 
bei  der  Minimal- Ablenkung  des  Lichts  u.  s.  w.,  die  gewuhn- 
liehen  Regeln  der  Differenzialrecbnung  in  Anwendung  zu  bringen, 
da  sich  diese  Bestimmungen  auch  würden  auf  elementarem  Wege 
haben  geben  lassen;  natürlich  kann  man  diese  Frage  aus  ver- 
schiedenen Gesichtspunkten  beantworten,  indem  es  sich  dabei 
immer  darum  handeln  wird,  welche  Vorkenntnisse  man  voraus- 
setzen kann  und  will.  Von  unserem  Standpunkte  aus  würden 
wir  einer  mehr  elementaren,  d.  h.  die  allgemeinen  Regeln  der 
Differentialrechnung  nicht  in  Anwendung  bringenden  Behandlung 
den  Vorzug  gegeben  haben.  —  Die  Uebungsaufgaben  der  zwei- 
ten,  Anhang  bezeichneten  Abtheilung,  halten  wir  gleichfalls  für 
durchgängig  zweckentsprechend  gewählt. 

Hiernach  glauben  wir  dieses  Buch,  welches  zur  Forderung 
gründlichen  und  bildenden  physikalischen  Unterrichts  gewiss  sehr 
geeignet  ist,  aus  vollkommenster  Ueberzeugung  zur  sorgfältigsten 
Beachtung  und  zum  fleissigsten  Gebrauche  empfehlen  zu  kunnen, 
und  müssen  uns  im  Uebrigen  mit  der  folgenden  Angabe  des 
Hauptinhalts  begnügen:  I.  Aus  der  Lehre  von  der  Wärme. 
1.  Thermometer- Correction.  2.  Specifische  Wärme.  3.  Latente 
Wärme.  —  11.  Aus  der  Lehre  vom  Magnetismus  und  von 
der  Electricität.  4.  Declination  der  Magnetnadel.  5.  Das 
Ohm 'sehe  Gesetz  und  die  Constanten  galvanischer  Rheomotoren. 
—  in.  Aus  der  Optik.  0.  Die  Minimal -Ablenkung  des  Lichts 
beim  Durchgange  durch   ein  Prisma.    7.   Der  Brechungsexponent 

8.  Discussion  der  Formel  — [■  —z^-^»    9.   Newton'sche   Ringe. 

auf  ^ 

10.  Die  Dämmerung.  —  IV.  Aus  der  Mechanik.  H.  Das 
Kräfte  -  Parailelepiped.  12.  Das  physische  Pendel.  13.  Die  Ver- 
minderung der  Schwere  durch  die  Rotation  der  Erde.  14.  Die 
Archimedische  Aufgabe.  15.  Das  barometrische  Huhenmessen. 
16.  Die  Grösse  der  Verdünnung  der  Luft  durch  die  Luftpumpe. 
— '  Anhang.     102  Aufgaben  und  deren  Resultate. 


Anleitung  zur  Anstellung  meteorologischer  Beob- 
achtungen und  Sammlung  von  Hilfstafeln  mit  beson- 
derer Rucksicht  auf  die  meteorologischen  Stationen 
in  Oesterreich  und  Ungarn.  Von  Dr.  Carl  Jelinek, 
Director    der    k.  k.  Central  -  Anstalt    fär    Meteorologie 
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und  Erdmagnetismus  u.  s.  w.  u.  s.  w.  Wien.  Druck  der 
kaiserlieh  •  königlichen  Hof-  uud  Staatsdruckerei. 
1869.    8». 

Die  in  drei  Auflagen  erschienene  ,^ Anleitung  zu  den  me- 
teorologischen Beobachtungen  in  der  österreichischen 
Monarchie*'  von  dem    trefflichen,    der  Wissenschaft   leider   za 
früh  entrissenen  Kreil- ist  vollstlindig  vergriffen  worden,  wodurch 
zunächst  der  Herr  Verfasser  zu  der  Herausgäbe  der  vorliegenden 
Schrift  veranlasst  wurde,  welche  man  aber  keineswegs  als  eine  blosse 
neue  Ausgabe  des  vorerwähnten  Kreil'schen  Buchs,  sondem^als 
ein  ganz  neues  durchaus  selbstständiges  Werk  zu  betrachten  hat: 
Zugleich  beschränkt  sich  dasselbe  nicht  allein  auf  eine  Anleitung 
zur  Anstellung  meteorologischer  Beobachtungen,   sondern  ertheilt 
auch    überaus   lehrreiche  Auskunft  über   die    am    häufigsten   vor- 
kommenden Fragen  der  praktischen  Meteorologie,  und  kann  daher 
in  vielen   Beziehungen  die    Stelle    eines   meteorologischen    Lehr- 
buchs  sehr  zweckmässig  vertreten,   wodurch  jeder  mit  meteorolo- 
gischen Studien   sich  Beschäftigende    dem   Herrn  Verfasser  sich 
zu   besonderem  Danke  verpflichtet  fühlen. wird.     Ausserdem  bat 
man  wohl  zu  beachten,  dass   das  Werk    keineswegs    bloss  das 
österreichische  meteorologische  Beobachtungssystem  ~  wenn  das- 
selbe auch  als  eines  der  trefflichsten  Muster  angesehen  werden 
kann,  und  als  ein  solches  auch  allgemein  anerkannt  wird,  weshalb 
ihm  auch  hier  mit  Recht  besondere  Beachtung  geschenkt  worden 
ist,  —  berücksichtigt  und  in's  Auge  fasst,  sondern  so  allgemein 
gehalten  ist,  dass  es  für  jeden  Beobachter  der  lehrreichste  und 
trefflichste  Wegweiser  bei  seinen  Bestrebungen  ist,  welchem  wir 
einen   besseren  gegenwärtig  in    der  That  nicht  an   die  Seite  zu 
stellen  wüssten.     Die  Instrun>ente  siiM  ausführlich  beschrieben» 
durch  sehr  saubere  Holzschnitte  erläutert,    ihre  beste  Beobach- 
tangsart    ist    gelehrt   und   den    anzubringenden    Correctionen    ist 
überall  die  sorgfältigste  Rechnung  getragen  worden.    Endlich  ist 
eine  sehr  reichhaltige,  wenig  zu  wünschen  übrig  lassende  Samm- 
lung von  Hülfstafeln  beigefügt,  in  welcher  auch  der  in  Oesterreich 
und  Ungarn  in.  kurzer  Zeit  bevorstehende  Uebergang  zum  metri- 
schen Systeme  sorgfältige  Berücksichtigung  gefunden    hat,  was 
natürlich  auch  für  die  künftigen  allgemein  deutschen  Verhältnisse 
von  nicht  geringer  Bedeutung  ist. 

Möge  die  ausgezeichnete  und  ungemein  nützliche  Schrift  sich 
recht  ausgebreiteter  Beachtung  erfreuen! 
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Vermischte  Schriften. 

TIdskrift  för  Mafematik  och  Pysik,  tillegnad  den 
suenska  Elementar*  Undervisningen»  utgifven  af  D:R. 
CMIran  DiUner,  Adjunkt  i  Matematik  vid  Upsala  Aka*- 
deml  (Hiifvodredaktör);  D:R.  Frains IV. Hnltaiaii»  Lektor 
vid  Stockholms  högre  Elementar-Läroverk»  U  : R.  X. 
Robert  Thal^n.  Adjunkt  i  Fyaik  vid  Dpsala  Akademi. 
Upsala,  W.  Schultz'  Boktryckeri.  (Vergl.  Literar.  ßer. 
Nr.  CLXXXXVIL  S.  13.) 

Bis  Andra  Ärgängen.  Haftet  2.  Mars  1869  ist  diese  sehr  ver- 
dienstliche Zeitschrift  am  vorher  genannten  OrtQ  von  uns  ange- 
zeigt worden;  jetzt  haben  wir  über  die  uns  vorliegenden  neuen 
Hefte:  Andra  Ärgängen.  Haft.  3.  4.  Mai -Juli  1869  und  Haft.  5. 
September  1869,  so  weit  es  hier  der  Raum  erlaub t,  zu  berichten. 

Herr  Hultman  hat  seine  verdienntlicbe  Geschichte  der  Arith- 
metik in  Schweden  fortgesetzt;  eben  so  Herr  G.  Di  II n er  seine 
sehr  zur  Beachtung  zu  empfehlende  Abhandlung  fiber  den  gee^ 
metrischen  Caicul  oder  den  Caicul  mit  geometrischen  Grftssen, 
auf  die  wir  unsere  Leser  schon  früher  mehrfach  aufmerksam  ge- 
macht haben  und  dies  hier  von  Neuem  thun ;  auch  seine  Abband* 
hing  über  die  Berechnung  der  Leibrenten  hat  Herr  Hultman 
weiter  fortgeführt.  Ferner  begegnen  wir  einem  lesenswerthen 
Aufsätze  fiber  integrirende  Factoren  von  einem  Ungeoaiinteo, 
und  einer  zu  beachtenden  Abhandlung  über  die  elementare  Lusang 
von  Aufgaben  fiber  die  Maxima  und  Minima  von  Herrn  Lars 
Pbragm^n;  sowie  einem* Beweise  der  Formel 

F(aj-h)-F(a)       F'(a  +  kh) 

von  Herrn  D — g  (Daug).  Besonders  aufmerksam  machen  wir  auch 
auf  eine  Abhandlung  von  Herrn  Lector  Lind  man  fiber  in  und  um 
eine  Ellipse  beschriebene  gradlinige  Figuren.  Wie  alle  früheren 
Hefle  enthalten  auch  die  vorliegenden  eine  ziemlich  grosse  Anzahl 
bemerkenswerther  Sätze  und  Aufgaben  >  bewiesen  und  aufgelöst 
von  verschiedenen  Verfassern^  zum  Theil  Schülern  schwedischer 
Lehranstalten,  über  die  wir  natürlich  hier  ins  Einzelne  nicht  ein- 
gehen kiinnen;  ferner  Aufj^aben,  w^lcfie  bei  den  auf  den  letzteren 
stattgefundenen  Prüfungen  gegeben  worden  sind;  Beurtheilungen 
und  Anzeigen  von  Büchern  u.  y.  w.  —  Aus  dem  Gebiete  der 
Physik  finden  wir  einen  lesenswerthen  Aufsatz  über  die  verschie- 
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denen  Erfindangen  und  Arbeiten  L^on  Foucault's  von  Herrn 
R.  Thalen;  ferner  einen  beachtenswerthen  Aufsetz  über  die 
coDstructive  Bestiramang  der  Acceleration  in  verscbiedenen  Fällen 
von  Herrn  G.  Diliner. 

MOge  diese  verdienstliche  Zeitsehrifl  Immer  den  ununterbro- 
chensten Fortgang  haben! 

Annali  di  Matematica  pura  ed  ^pplicata,  diretti  d^ 
F.  Brioschi  e  L.  Cremona  (Presso  il  R.  Istituto  Tecniqo 
Saperiore  di  Milano)  in  continua^ione  degli  Annali  giä 
pubblicati  in  Roma  dal  prof.  Tortolini.  4^,  (8.  Liter« 
Ber.  Nr.  CLXXXXVIU.  S.  12.  wo  es  statt  „de  Milano'' 
heisfven  muss  „di  Milano'*)* 

Serie  II''.  Tomo  H^.  Fascicolo  4<>.  (Giagno  1869.).— 
Codazzi:  Sulle  coordinate  ctirvilinee  d*una  superficie  e  dello 
spazio  (Menooria  3*.)-  p*  269.  —  Lipschitz:  Disamina  della  pos- 
sibilitä  d*integrare  completamente  un  dato  sistema  di  equazioni 
differenziali  ordinarie.  p.  288.  —  Casey:  Recherche  des  equa- 
tions  des  couples  de  quadriques  inscrites  dans  une  quadrique 
doniiäe  et  tangentes  ä  quatre  quadriques  inscrites  aussi  dans  la 
m^nie  quadrique.  p.  303.  —  Smith:  Observatio  geometrica.  p.  318. 

—  Jordan:  Mämoires  sur  les  groupes  de  niouvements  (conti- 
nuazione  e  fine).  p.  322.  —  Gordan:  Applicazione  di  aicuni  ri- 
sultati  contenuti  nella  Memoria  ,>Sulla  rappresentazione  tipica  delle 
forme  binarie  del  5^  e  del  6^  grado'*  agii  integral!  ipereilittici.  p.346. 

Serie  IK  Tomo  HR  Fascicolo  R  (Ottobre  18690. 
Casorati:  Le  relaziont  foodamentali  tra  i  moduli  di  periodüciti 
degli  integrali  abeliani  di  prima  specie.  p.  1.  ^  Stnrra:  Combien 
y  a  t-il  de  s^cantes  communes  k  deux  cubiques  gauebes?   p.  28» 

—  Brill:  Sul  problema  della  rotazione  dei  corpi.  p.  33.  — 
Schramm:  Les  invariants  et  les  covariants,  en  qualitä  de  cri* 
t^es  pour  les  racines  d'une  equation.  p.  41.  —  Aoust:  Theorie 
des  coordonnees  curvilignes  quelconques.  p.  55.  —  Roberts: 
Sur  les  fonctions  ab^liennes.  p.  70. —  Hermitet  Sur  Texpression 
du  module  des  transceodantes  elliptiques  en  fonction  du  quotient 

/  +  »  dx 

Sur  la  transcendante  En»  p.  83.  —  Mattbiessen:  De  aequi- 
librii  figuris  et  revohifione  homogeneoruin  annulorum  sidereorum 
sine  corpore  centrali  atque  de  mutatione  earum  per  expansionem 
aut  condensatiooem.  p.  84. 
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Giorliale  di  Matematiche  ad  ose  degli  studenti 
delle  üniversitä  italiane,  pubblicato  per  cura  del  Pro- 
fes^ore  G.  Battaglini.  Napoli.  (^.  Literar.  Ber.  Nr. 
CLXXXXVIU.  S.  12.). 

Maggio  e  Giugno  1869.  Dei  concetto  dl  funzione  nell'  in- 
segnamento  della  Geometria  elementare;  per  D.  Besso.  p«  131. 
—  Annanzio  Bibliografico.  p.  136.  —  Memoria  sull'  attrazione  degli 
sferoidi;  per  R.  del  Grosso,  p.  137.  —  Determinazione  analitica 
dei  eentri  di  pressione  delle  superficie  immerse  in  on  liquido  omo- 
geneo  pesante;  per  A.  M.  Bustelii.  p.  152.  —  Lezioni  sulla 
Termodinamia;  per  IVI.  Zaiinotti.  p.  160.  —  Sulla  locale  dei 
eentri  delle  coniche  che  toccano  due  rette  e  passano  per  doe 
punti;  per  G.  de  Rossi.  p.  174.  —  Sopra  una  quistione  proposta 
nel  giornale  di  Terquem;  per  G.  Mirabell o.  p.  176.  —  Noo?a 
soluzione  generale  in  nunieri  razionali  deir  equazione  to^^^a-i-bv-i-ct^ 
per  L.  Calzolari.    p.  177. 

Laglio  e  Agosto  1869.  Memoria  aolF  attrazione  degli 
sferoidi;  per  R.  del  Grosso  (Cent.  Vedi.  pag.  151.).  p.  193.  — 

/ß  sen"*^ 
da:;    per  D.  Besso.    p.  210.  —   Deter- 

0 

minazione  analitica  dei  centrj  di  pressione  delle  superficie  immerse 
in  un  liquido  omogeneo  pesante;  per  A.  M.  Bustelii.  (Cent 
e  fine  Vedi  pag.  159.).  p.  213.  —  Articolo  Bibliografico.  p.  221. -^ 
Relazione  sulle  Lezioni  complementari  dato  neli'  Ist.  tec,  superiore 
a  Milano,  per  A.  Armenante  e  G.  Jung.  p.  224.  —  Sulle  tras- 
formazioni  birazionali  o  univoche  (eindeutichen)^  e  sulle  corve 
normale  e  subnormale  del  genere  p;  per  G.  Jung  ed  A.  Arme- 
nante. p.  235.  ^—  Sopra  due  questioni  del  Salroon  nel  trattato 
delle  coniche;  per  un  anonimo;  p.  254.  —  Soluzione  delle  quis- 
tione 48;    per  V.  Eugen  io.    p.  256. 
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Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Bailettino  di  Bibliografia  e  di  Storia  delle  scienze 
luatematiche  e  fisiche,  pabblicato  da  B.  ßoncompagni. 
Roma  1869.    4».   (Vergl.  Liter.  Ber.  Nr.  CLXXXXVIII.  S.O.). 

Tomo  11.  Febbraio  1869.  Dieses  Heft  enthält  zuerst  auf 
8. 33.  bis  S.  95.  die  Fortsetzung  niid  den  Schluss  der  im  vorher- 
gebenden Hefte  (Gennaio  1869,  s.  a.  a«  S.  7.)  angefangenen  höchst 
verdienstlichen  und  interessanten  Lebensbeschreibung  A.  Ca  u  c hy's 
von  Herrn  Bonconipagni,  durch  deren  Veröffentlichung  sich 
derselbe  jedenfalls  ein  sehr  gresses  Verdienst  eruorben  hat,  da 
das  aus  zwei  Theilen  bestehende  grosse  Werk  von  Herrn  C.  A. 
Valson  doch  för  viele  Mathematiker  nicht  leicht  zugänglich  und 
zn  umfangreich  sein  wird.  —  Ferner  enthält  dieses  Heft  auf  S.  96. 
bis  8.  102.  ein  von  Herrn  E.  Narducci  verfasstes  sehr  verdienst- 
Üchesjrollständiges  Verzeich niss  aller  in  acht  periodischen  ^Schriften 
enthaltenen  Schriften  Cauchy's  unter  dem  Titel:  „Indicazione 
degli  scritti  di  Agostino  Cauchy  contenuti  in  otto  Raccolte  seien- 
tifiche'%  freilich  ohne  Angabe  der  Titel,  aber  nach  der  Zeitfolge 
geordnet  und  mit  genauer  Hinweisung  auf  die  Werke ,  in  denen 
dieselben  sich  finden;  über  die  Titel  und  den  Inhalt  enthält  die 
|Lebensbescbreibung  selbst  genügende  Nachweisungen.  —  Den 
Schluss  dieses  Hefts  bilden  sehr  vollstäcdige  „Annunzi  di  recenti 
pnbblicaziooi''  auf  S.  103.  bis  S.  118. 

Tomo  II.  Marzo  1869.  Intorno  alla  vita  ed  agii  scritti  dl 
Francesco  Woepcke.    Nota  di  Enrico  Narducci.  p.  119.    Eine 

Tbl.  LI,  Hft  2.  2  • 
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interessante  Lebensbeschreibung  unseres  Landsmanns,  welche  auch 
vielfach  Bezug  nirarat  auf  den  Artikel  im  Archiv,  Tbl.  XLII. 
Literarischer  Bericht  Nr.  CLXV. 

Tomo  II.  April e  1869.  Intorno  all'  opera  d'Albiruni  suil* 
India.  Nota  di  B.  Boncompagni.  p.  153.  —  Annunzi  di  recenti 
pubblicazioni.  p.  207. 

Torao  II.  Maggio  1869.  Notice  historique  sur  la  vie  et 
les  travaux  de  Nicolas  Ivanovitch  Lobatchefsky.  Discours  pro- 
noncö  dans  la  s^ance  solennelle  de  l'Universitö  Imperiale  de  Ka- 
san, le  TT  Noverabre  1868.  Par  E«  Janiobefsky.  Traduit  du 
Russe  par  A.  Potocki.  p.  223,  So  verdienstlich  und  in  vielen 
Beziehungen  höchst  interessant  aucli  diese  Biographie  Lobat- 
chefsky*s  ist,  so  müssen  wir  doch  bemerken,  dass  dieselbe  — 
ihrem  amtlichen  Zwecke  jedenfalls  vollkommen  entsprechend  — 
mehr  das  Wirken  Lobatchefsky's  als  Lehrer  und  Beamter, 
als  seine  grossen  wissenscbaftllcfaea  Verdienste  als  Schriftsteller 
u.  s.  w.  in's  Auge  fasst.  Jedenfalls  aber  liefert  dieselbe  ein 
höchst  interessantes  Charakterbild  des  treff lieben,  frdher  nicht 
nach  Verdienst  gewürdigten  Mannes  in  der  angegebenen  Be* 
Ziehung« 

Tomo  11.  Giugno  1869.  Notice  sur  la  vie  et  les  travaux 
de  Jean  Baptiste  Bras^eur.  Par  M.  Alphonse  le  Roy.  p. 263. 
(Weit  eingehender  und  ausftlhrlicber  als  unser  freilich  nur  vor- 
läufiger Artikel  im  Liter.  Ber.  Nr.  CLXXXXVl.  p.  1.  mit  einem 
vollständigen  Verzeichniss  der  Schriften  Brasseur's,  nnd  schon 
deshalb  zur  Beachtung  sehr  zu  empfehlen.).  —  Intorno  ad  uno 
scritto  del  Sig.  Prof.  Placido  Tardy.  B.  Boncompagni.  p.273. 
—  Intorno  ad  una  formola  del  Leibniz,  Articolo  estratto  dal  vo- 
iume  intitolato;  Monatsbericht  der  Königlich  pr^usslschen  Akade* 
mie  der  Wissenschaften  zu  Berlin.  Aus  dem  Jahre  1868  u.  s.  w. 
Berlin  u.  s.  w.  1869.  pag.  623  —  625.  Sesslone  de  3  Dfcembre 
1868.  Traduzione  del  Sig.  Filippo  Keller,  p.  275.  —  Stir  quel- 
ques passages  des  lettres  de  Leibniz  i^elatlfs  aux  diffärentielles  ä 
indlce  quelconque.  Note  de  M.  Ch.  G.  Borchardt  p.  277.  — 
Gorso  elementare  completo  di  Matematiche  pure  per  Agostino 
Farnocchia  delle  scuole  pie.  Roma.  Tipografia  di  G.  Aureli. 
Piazza  Borghese  Nr.  89.  1868— 69,  P.  N.  Mancini  d.  C.  d.  G, 
p.  279.  -—  Annunzi  di  recenti  pubblicazioni.    p.  283. 
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Arithmetik, 

J.  J.  von  Littrow*s  Handbuch  zur  UmreehnnDg  der 
vof2ögltch9ten  Münzen,  Masse  und  Gewichte  aller 
Läiader  in  Csterreichlsoh^üiigtirische^  metriseb^e  und 
andere  Einheiten.  Viertej  irerhesserte  nnd- vermehrte 
Auflage.  Herausgegeben  von  Karl  von  Littroiv,  Di" 
rector  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien  u.  s.  w.  Wie», 
F.  Beck's  Verlagsbuchhandlung.     1870.    8^.  *) 

Dieses  Handbuch  ist  uns  erst  In  seiner  vorliegenden  neuesten 
vierten  Auflage  bekannt  geworden;  unter  allen  Buchern  dieser 
Artj  die  wir  kennen,  ist  uns  aber  das  vorliegende  als  das  voll- 
ständigste und  als  das  am  einfachsten  und  bequemsten  eingerich- 
tete erschienen.  Die  Maasse,  Münzen  und^  Gewichte  sind  in  Ta- 
bellen einfach  alphabetisch  oder  lexieographisch  geordnet,  so  dass 
jede€i  beliebige  Maass  ohne  alle  Mähe  sogleich  aufgefunden  wer* 
den  kann,  und  unmittelbar  neben  dem  Namen  findet  man  den 
Ausdruck  in  der  zur  Reduction  zu  Grunde  gelegten  Fundamental- 
Einheit,  wobei  der  Herr  Verfasser  sieh  mit  Recht  fast  überall 
der  Decimalbrüche  bedient  und  in  der  Anzahl  der  beibehaltenen 
Deeimalbruchstellen  überall  so  weit  gegangen  ist,  als  es  die  bei 
praktischen  Anwencjungen  zu  erreichen^^  und  erreichbare  Genauig- 
keit irgend  erfordern  dürfte,  wobei  nach  unserer  Meinung  durcht 
gehends  das  richtige  Maass  getroffen  worden  ist.  Das  Buch  be« 
steht  aus  den  folgenden  durch  den<  Gegenstand  selbst ,  gegebenen 
Hauptabtheilungen:  Münzen.  —  LSngenmasse.  —  Flächen- 
masse.  —  K5rpermasse.  a)  ßir  trockene  Gegenstände;  b)  für 
flüssige  Gegenstände.  —  Gewichte.  —  Jeder  Abtheilung  ist 
eine  sehr  lehrreiche  allgemeine  Einleitung  vorangeschickt,  welche 
Alles  enth&it^  was  rücksicbtiich  der  Natur  des  betreffenden  Maas- 
ses  im  Allgemeinen  zu  wissen  nuthig  sein  dürfte,  mit  sehr  ge- 
nauer —  meistens  auf  eine  ziemlich  grosse  Anzahl  von  Decimal- 
stellen  fortgeführter  —  Angabe  aller  nothigen  Reductionszahlen, 
so  dass  wir  in  der  That  auch  rücksichtljph  der  genauen  Kenntniss 
der  allgemeinen  Natur  der  verschiedenen  Maasse  keinen  besseren 
Rathgeber  kennen  als  den  vorliegenden. 

Die  Münzen  sind  sämmtlich  auf  die  Oesterrelchische  Wäh- 
rung reducirt  mit  Beibehaltung  —  was  bei  den  Münzen  jedenfalls 


*)  Wegen  Mangel«  einer  geeigneteren  Rabrtlr  iel  diese  Setvriff  hter- 
her  gestellt  worden. 
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vollständig  hinreicht  —  dek*  ersten  Decimalstelle  in  den  Kreuzern, 
wobei  wir.  die  Rednction  auf  die  österreichische  Währung  unbe- 
dingt för  sehr  zwecicmässig  halten  und  darin  kejne  Beinträchtigung 
der  Mönzen  anderer  Länder  finden ,  da  die  österreichische  Wäh- 
rung jetzt  80  bequem  und  die  Vergleichung  der  meisten  anderen 
vorzugsweise  gangbaren  Münzen  mit  ihr  so  leicht  ist.  Schlagen 
wir  z.  B«  die  Benennung  Thaler  auf,  so  finden  wir  auf  S.  46  bis 
S.  48  eine  grosse  Anzahl  verschiedener  Thaler  und  darunter  gleich 

zu  Anfang: 

Oetterr.  Währ. 


Tbaler,    Vereins-,  80-   oder   14-Thalerfus8, 
Preussen  


fl 


kr. 


50.0 


Schlagen  wir  umgekehrt  die  Benennung  Gulden  auf,  so  finden 
wir  wieder  auf  S.  20.  bis  S.  22.  eine  sehr  grosse  Anzahl  ver- 
schiedener Gulden,  und  darunter  u.  A. : 


Gulden  osterr.  Währong,  45-Gald«nfa88  .   • 
söddentsch.  od.  ZollTereins-Währungi 
24|-  od.  52j(-GuldenfuM  u.  •.  w.    .    . 


»* 


Oetterr.  Währ. 


fl. 
1 


kr. 


85.T 


Bei  den  Längenmaassen>  u.  s.  w.  und  den  Gewichten  sind 
überall  neben  den  Vergleichungszahlen  mit  den  österreichischen 
Maassen  mit  Recht  auch  die  metrischen  Zahlen  angegeben,  und 
die  Anzahl  der  beibehaltenen  Declmalstellen  ist  eine  grossere  als 
bei  den  MQnzen.    So  finden  wir  z.B.: 


Rnthe,  Prentsen,  rheinl. 
Ruthe  zu  12  Fuas  .    . 


W.  Fu88. 

W.  Zoll. 

W.  Lin. 

W.Fuas. 

Meter. 

11 

IG 

lli 

11.915 

3.T66 

Pfand. 

riener 
Loth. 

Handels' 
^uentch 

-Oewieht 
Pftand. 

>• 
Kilogr. 

.. 

26 

^1 

< 

).8352 

C 

L467T 

und: 


Ptand,  Altes  Berliner 
HandeU'Gewicht 

Bei  der  grossen  Wichtigkeit,  welche  gegenwärtig  eine  ge- 
naue Kenntniss  des  gesammten  Maass-,  Mfinz-  und  Gewichtswe- 
sens nicht  bloss  für  das  sociale  Leben,  sondern  auch  insbesondere 
för  den  Schulunterricht  hat,  haben  wir  es  für  noth wendig  ge- 
halten, über  das  vorliegende,  nach  unserer  Meinung  in  hohem 
Grade  zu  empfehlende  Buch  etwas  genauer  und  eingehender  zu 
referiren,  und  wünschen  sehr,  dadurch  dazu  beizutragen,  dass 
dasselbe  die  so  sehr  verdiente  Beachtung  in  den  weitesten  Krei» 
sen  finden  möge. 
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Schliesslich  benutzen  wir  diese  Gelegenheit^  ein  Paar  Drack- 
fehler,  auf  frelcbe  wir  gütigst  aufmerksam  gemacht  worden  sind, 
hier  nachstehend  mitzutheilen : 

Seite  72  -  Dessetine  lies  109.23  statt  1.092, 
„       „    -  Dscherib      „      320       ..      11.5, 

f>       »j   — ~         w  M      '■•5       ,«       320, 

73  -  Jauchart      „    1117       „       117. 


„  »v  vwu\#MHa*  „         mm.M.§  „ 


Geadäsie. 

Elemente  der  Vermessungskunde  von  Dr.  Carl  Maxi- 
milian Bauernfeind,  Professor  an  der  königl.  polytech- 
nischen Schule  in  MOnchen.  Dritte  Auflage.  Erste 
Abtheilung«  Stuttgart.  Verlag  der  J.  G.  Cotta'schen 
Buchhandlung.    1869.    S». 

Die  zweite  Auflage  dieses  von  uns  dringend  empfohlenen, 
jedenfalls  sehr  ausgezeichneten  Werkes  haben  wir  im  Literar. 
Ber»  Nr.  GLVL  S.  5.  angezeigt,  und  es  macht  uns  grosse  Freude, 
unsere  Leser  jetzt  auf  die  vor  uns  liegende  so  eben  in  schönster 
äusserer  Ausstattung  erschienene  dritte  Auflage  der  ersten  Ab- 
theilung aufmerksam  machen  zu  können.  Weiterer  Empfehlung 
von  unserer  Seite  bedarf  das  treffliche  Werk  nicht;  auch  ist 
seine  Einrichtung  in  dieser  dritten  Auflage  im  Allgemeinen  ganz 
unverändert  geblieben,  an  verschiedenen  einzelnen  sehr  beacb- 
tenswerthen  neuen  Zusätzen  fehlt  es  aber  keineswegs,  so  wie 
denn  u.  A.  neben  den  Heliotropen  von  Gauss,  Steinheil  und 
dem  Hilfsheliotrop  von  Sti erlin,  in  §.  101.  auch  das  Heliotrop 
von  Baeyer  ausführliche  Beachtung  gefunden  bat,  ferner  weiter 
unten  die  neuere  Einrichtung  des  Prismeukreuzes  aufgenommen 
worden  ist,  u.  s.  w.  Wir  wünschen  sehr,  dass  dieses  ausgezeich- 
nete Werk  auch  in  seiner  neuesten  Auflage  wie  bisher  unausge- 
setzt zur  weiteren  Ausbildung  der  Geodäsie  und  zur  Förderung 
der  Genauigkeit  der  geodätischen  Arbeiten  beitragen  möge.  Bei 
dem  Erscheinen  der  dritten  Auflage  der  zweiten  Abtheilung  wer- 
den wir  auf  das  Werk  zurückkommen. 
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Astronamle. 

Kalender  für  alle  Stände.  1870.  Herausgegeben 
von  Kart  v.  Littrow«  Director  der  k.  k.  Sternwarte  in 
Wien.  Mit  einer  Sternkarte.  Wien.  Carl  Gerold*s 
Sohn.    8^. 

Wir  freuen  uns  das  Erscheinen  dieser  von  uns  früher 
schon  oftmals  auch  Lehrern  zur  Beachtung  empfohlenen  sehr 
zweckmässig  eingerichteten  kleinen  astronomischen  Ephemeride 
für  das  Jahr  1870  anzeigen  zu  können.  Die  Einrichtung  ist  von 
der  aus  unseren  früheren  Anzeigen  allgemein  bekannten  Einrich- 
tung der  vorhergehenden  Jahrgänge  durchaus  nicht  verschieden. 
Der  wissenschaftliche  Theil  besteht  aus  folgenden  Abtheilungen .* 
I.  Sternsehnuppeh  und  Kometen  (scfbr  Interessant  mit  besonderer 
Rücksicht  auf  Sehiaparelirs  neueste  Arbeiten).  *-^  iL  An- 
zahl der  wahrnehmbaren  Sterne ,  geschlossen  aus  dem  Bonner 
Verzeichnisse.  —  Hl.  Neue  natieten  und  Kometen.  —  TV.  Astro- 
nomische Preisaufgabe.  (Ausgeschrieben  von  der  kais.  Akademie 
der  Wissenschaften  in  Wien  am  28.  Mai  1869.  Betrifft  die  Ent- 
deckung neuer  Kometen).  —  V.  Uebersleht  des  Planetensystems 
(äusserst  vollständig  und  genau.).  --  VI.  üebersicht  def  meteoro- 
logischen Beobachtungen  an  der"  k.  k.  Sternwarte  zu  Wien  hn 
Jahre  1868.  —  Man  sieht  hieriäus,  wie  beacbtens^^v^rth  dieser 
Kalender  auch  rücksichtlich  der  Kenntniss  der  neueren  astrono- 
mischen Entdeckungen  Ist.  " 


U  h  y  s  i  k. 
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Die  Naturkräfte.  Eine  naturwissenschftftliche 
Volksbibiiothek^  herausgegeben  von  einer  Ansabl 
von  Gelehrten.  München,  Verlag  von  R.  A.  OMe^ti- 
burg.    8«. 

Dieses  ^uss.erlich,  in  ^e^ug  auf  Papier«  Druck  qnd  Figuren 
in  unübertreffbar^r  Weisi?  ausgestattete  Werk  kommt,  nach  un- 
serer Meinung  dem  jetzt  so  allgemein  verbreiteten  rühmlichen  Be- 
streben^ die  Naturwissenschaften  zu  popularisiren,  trefflichst  ent- 
gegen ,  und  verdient  dem  ganzen  gebildeten  Publikum ,  insbeson- 
dere aber  auch  Lehrern,  die  vieles  ihren  Zwecken  Dienende,  ihren 
Unterricht    Belebende    und    anziehender    Machende    darin    finden 
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werden,  recht  sehr  empfohlen  zu  werden.    Nach  der  jetzigen  An- 
lage sollen  nach  und  nach  zehn  Abtheilungen  erscheinen,  nämlich: 

Die  Lehre  vom  Schall,  von  R.  Radau  in  Paris. 

Das  Licht,  von  Professor  Dr.  Pi^ko  in  Wien. 

Die  Wärme,  von  Professor  Cazin  in  Versailles. 

Das  Wasser,  von  Prof.  Dr.  Friedr.  Pfaff  in  Erlangen. 

Wind  und   Wetter,   von    Professsor  Dr.  Lommel  in  Ein- 
langen. 

Die  Himmelskunde,  von  Professor  Dr.  Zech  in  Stuttgart. 

Die  Vulkane,    von   Professor  Dr.    Friedr.  Pfaff  in    Er- 
langen* 

Die  Elektricität,  von  Professor  Dr.  Carl  in  München. 

Der  Magnetismus,  von  Professor  Dr.  Carl  in  München. 

Der   Zusammenhang    der   Naturkräfte,   von   Professor 
Dr.  Reitlinger  in  Wien. 

Die  beiden  ersten  Abtheilungen  sind  bereits  erschienen,  und 
liegen  unter  folgenden  Titeln  uns  vor: 

Die  Lehre  vom  Schall.  Gemeinfassliche  Dar- 
stellung der  Akustik  von  R.  Radau.  Deutsche  Origi- 
nalausgabe. Mit  114  Holzschnittisn.  Miinehen.  Verlag 
von  R.  A.  Oldenburg.    1869.    8». 

Licht  und  Farbe.  Eine  gemeinfassliche  Darstel- 
lung der  Optik.  Von  Prof.  Dr.  Fr.  Jos.  Pisko  in  Wien. 
Mit  130  im  Texte  aufgenommenen  Holzschnitten.  Mün' 
chen.     Vertag  von  R.  A.  Oldenburg.     1869.    8^ 

Wir  gestehen,  dass  wir  beide  Schriften  mit  dem  gr5ssten 
Interesse  und  vielfacher  eigener  Belehrung  gelesen  haben,  und 
wüssten  in  der  That  nicht,  was  wir  demjenfvgien,  der  in  den  Reichen 
der  Erscheinungen  des  Schalls  und  des  Lichts  sich  in  angeneh- 
mer, leicht  beiehrender  und  erheiternder  Weise  ergehen  will. 
Besseres  empfehlen  sollten,  als  diese  beiden  Schriften,  welche  zu- 
gleich von  der  Vielseitigkeit  und  Gründlichkeit,  womit  ihre  Ver- 
fasser die  betreffenden  Gegenstände  in  umfassendster  Weise 
völlig  beherrschen,  das  erfreulichste  und  schönste  Zeugniss  ab- 
legen. Mögen  sich  daher  unsere  Leser  diese  Schritten,  welche 
unbedingt  als  eine  wahre  Zierde  der  deutschen  popularisirenden 
naturwissenschaltlichen  Literatur  zu  betrachten  sind,  angelegent- 
lichst empfohlen  sein  lassen. 
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Vermischte  Schriften. 

Sitzungsberichte  der  kaiserlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  in  Wien.  VergL  Literarischer  ßer. 
Nr.  CLXXXXIX.   S.  8. 

Band  LVUI.  Heft  II.  Schell:  Allgemeine  Theorie  des 
Polarplanimeters.  S.  189.  —  Weyr:  Erweiterung  des  Satzes 
von  Desargues  ne*bst  Anwendungen.  (Mit  1  Tafel.).  S.  223.  — 
Haun:  Zur  Charakteristik  der  Winde  des  adriatischen  Meeres. 
(Mit  1  Tafel.).  S.  231.—  Brücke:  Ueber  asymmetrische  Strahlen- 
brechung im  menschlichen  Auge.    (Mit  1  Tafel.).    S.  321. 

Band  LVIH.  Heft  III.  Schlesinger:  Die  projecti vischen 
Flächen.  (Ein  Beitrag  zur  Gestaltung  der  darstellenden  Geometrie 
im  Sinne  der  neueren  Geometrie.).  S.  435.  —  Boltzmann: 
Studien  über  das  Gleichgewicht  der  lebendigen  Kraft  zwischen 
bewegten  materiellen  Punkten.  (Mit  1  Tafel.).  S.  317.  —  üit- 
scheiner:  Ueber  eine  neue  Methode  zur  Untersuchung  des  re- 
flectirten  Lichts.  (Mit  1  Tafel).  S.  361.  —  Loschmidt:  Die 
Electricitätsbewegung  im  galvanischen  Strome.  S.596«  —  Ezner: 
Ueber  die  zu  einer  Gesichtswahrnehmung  nöthige  Zeit.  (Mit  2 
Tafeln  und  3  Holzschnitten.).  S.  601.  —  Weyr:  Zur  Erzeu- 
gung der  Curven  dritter  Ordnung.  (Mit  1  Holzschnitt.).  S.  633.  — 
Schlesinger;  Darstellung  der  Collioear - Projectionen  und  pro- 
jectivischen  Grundgesetze  in  einer  für  die  descriptive  Geometrie 
geeigneten  Form.  (Ein  Beitrag  zur  Gestaltung  der  darstellenden 
Geometrie  im  Sinne  der  neueren  Geometrie.).  —  (Mit  1  Tafel.). 
S.  658.  —  Oppolzer  (S.677.),  Weiss  (S.  797.),  Riha  (S.721.): 
Berichte  der  zur  Beobachtung  der  totalen  SonnenOnsterniss  des 
Jahres  1868  nach  Aden  unternommenen  österreichischen  Expedi- 
tion.   (Sehr  interessant  und  vielfach  wichtig.    G.). 

Band  LVIII.  Heft  IV.  Mach:  Beobachtungen  über  mono- 
culare  Stereoskopie.  (Mit  6  Holzschnitten.).  S.  731.  —  Oppol- 
zer: Berichte  der  zur  Beobachtung  der  totalen  Sonnenfinsteroiss 
des  Jahres  1868  nach  Aden  unternommenen  üsterreichischen  Ex- 
pedition. IV.  Bericht:  C.  v.  Littrow's  Methode  zur  Zeitbe- 
stimmung durch  Circummeridianhöhen  in  ihrer  praktischen  An- 
wendung. S.  772.  —  Staudigl;  Anwendung  der  räumlichen 
Central-  und  Parallelprojection  zur  I^ösung  verschiedener,  die 
Flächen  zweiter  Ordnung  betreffender  Probleme.  (Mit  1  Tafel.). 
S.  811.  —  Miemtschik:  Einfaches  Verfahren ,  Normalen  su 
Flächen  zweiter  Ordnung   durch  ausserhalb  liegende  Punkte  la 
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ziehen.  (Mit  1  Tafel.).  S.  »31.  —  Weiss:  Bericbte  der  «ur 
Beobachtung  der  totalen  Sonnenfinsterniss  des  Jahres  1868  nach 
Aden  unternoromenen  österreichischen  Expedition.  V,  Bericht: 
Beitrag  zur  Klimatologie  von  Aden.    S.  88^2. 

Band  LVllI.  Heft  V.  Staudigl:  Durchffihrung  verschie- 
dener, die  Cnrven  zweiten  Grades  betreffenden  Constructionen  iftit 
Hilfe  von  Kegel-  und  Cyiinderflächen.  (Mit  1  Tafel.).  S.  960.  — 
Winckler:  Ueber  die  vollständigen  AbeFschen  Integrale.  8.976. 

—  Boltzroann:  Losung  eines  mechanischen  Problems.  S.  1035. 

—  Stolz:  Ueber  die  Kriterien  zur  Unterscheidung  der  Maxima 
und  Minima  der  Functionen  mehrerer  Veränderlicher.    S.  1063. 

Band  LIX.  Heft  I.  Handl:  Theorie  der  Waagebarometer. 
(Mit  1  Holzschnitt.).  S.  7.  —  Niemtschik:  Ueber  die  Con- 
struction  der  Durchschnittspuokte  von  Kreisen  und  Kegelschnitts- 
Ünien.  (Mit  1  Tafel.).  S.  39.  —  Pfaundler:  Ueber  eine  neue 
Methode  zur  Bestimmung  der  Wärmecapacität  der  Flüssigkeiten. 
(Mit  1  Holzschnitt).    S.  145. 

Band   LIX.     Heft    II.     Weyr:     Construction    des    Krum- 
mungskreises  für  Fusspunktcurven.    (Mit  5  Holzschnitten.).  S.  169. 

—  Staudigl:  Ellipsenconstructionen.  (Mit  1  Tafel.).  S.  177.  — 
V.  Obermayer:  Versuche  über  einige  Capillarerscheinungen. 
S.  207.  —  Jelinek:  Fünftägige  Wärmemittel  für  88  Stationen 
bezogen  auf  den  20jäbrigen  Zeitraum  1848  —  1867.  S.  313.  — 
Winckler:  Ueber  einige  Gegenstände  der  elementaren  Analysis. 
S.  .356.  —  Loschmidt:  Der  zweite  Satz  der  mechanischen 
Wärmetheorie.  S.  395.  —  Unferdinger:  Ueber  die  beiden  all- 
gemeinen Integrale: 

/a?*.cos{wilg(a+6a;)}da:,   /:v".sin{mlg(a-|-6j?)}i2^ 

und  einige  verwandte  Formen.  S.  437.  —  Unferdinger:  Die 
verschiedenen  Darstellungen  des  Products 

(a«+6«+cHd*)(ai«+*i*+c,»+rfi*).-.(a«-i«+*«-i«+e«-iHrf«-i») 

als  Summe  von  vier  Quadraten.  S.  455.  —  Unferdinger:  Ueber 
die  Kriterien  der  Tbeilbarkeit  der  Zahlen.    S.  465. 

Band  LIX.  Heft  III.  Mi  litzer:  Ueber  die  Bestimmung 
der  Constanten  eines  galvanischen  Elementes.  S.  472.  —  Niemt- 
schik:  Ueber  die  Construction  der  Dnrchschnittspunkte  zweier 
Kegelschnittslinien.  (Mit  1  Tafel.).  S.  48L  —  Winckler:  Auszug 
aus  der  Abhandlung:  ,>Der  Rest  der  Taylor'schen  Reihe.^< 
S.  533. 
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6iar»ale  di  Mateniaticbe  ad  asodegll  studenti  d^lle 
uoiv€irfliit4  italiane,  pubblicato  per  cuiadel  Profeasore 
G.  Battagliai.    Mapoli.    {^.  Liter.  Ber.  Nr.  CGI.  S.  12.}. 

Settern bre  e  Ottobre  1869.  Su  talune  serie^  ed  applica- 
eioae  Mü  aritiHetica ;  per  C  «S^ardi.  p.  257^  —  Soluzioae  generale 

deir  eqitaziooe  ^*s:a^^ +  •«•-!- ^>^*;  P^'  I^*  €alzolaru  p.  313.— 
Ricerca  dei  valor!  ras'fenali  di  v  cbe  rendono  un  quadrato  il  poli- 
liomio  a-f^4^co^-|^c(i^-fet)^;  per  L.  Calzolari.  p.  317« 


Tidskrift  Tor  Matematik  och  Fysik,  tlllegnad  den 
svenska  Elemeotar- Updervisningen»  utgifven  af  D:R. 
ttöran  Mllner,  Adjunkt  i  Matematik  vid  Upsala  Aka- 
demi  (Hufvudredaktör);  D:R.  Frtenis  W.Hultitian,  Lektor 
vid  Stockholms  hugre  Eleraentar-Läroverk,  D  :  R.  T. 
Hob.  Tlial^ii,  Adjunkt  i  Fysik  vid  Dpsala  Akademi. 
üpsafa,  W.Schultz.  (Vergl.  Literat.  Ber.  Nr.  CGI.  S.IO.). 

Andralrgängen.  Haft  6.  Dieses  neue  uns  zugegangene 
Heft  dieser  verdienstlichen  Zeitschrift  enthält  zuerst  eine  Ele- 
mentare Losung  der  von  Herrn  C.  E.  Lnndstrom  gegebenen 
und  gelosten  Aufgabe:  In  einen  Rreis  ein  l>reieck  von  ge- 
gebenem Flächeninhalte  '%u  bescbreiben,  dessen  Cm- 
fang  ein  Maximum  oder  Minimum  ist,  von  Herrn  Üars 
Pltrai^iiien  (S.  249);  ferner  einen  Aufsatz  über  die  Integration 
derDifferentialgleichung'en'durch  Substitution  von  Herrn 
H— Ip.  ^S.  253.)^  endlich  eine  grössere  lesenswerthe  Abhandlung 
Über  dfe  Möglichkeit  der  Vorhersagung  der  Witterung 
von  Herrn  R*  Rabenson.  (S.  261.)*  —  Ausserdem  finden  wir 
S.  29^J)is,  ^4  3QL  einen  Necrolog  4^%\  verdienten  Ci^rl  Erik 
Lundström,  geboren  zu  Hults  in  Ostergötland  den  21sten 
August  1840.  (S.  298);  Anzeige  von  Schriften^  und  aiif  den  schwe- 
dischen Lehranstalten  geg^benen^  Pfiifurigsanfgaben. 

lermTt  steht  in  Verbindung: 

Bibang. tiVl  Ti<dskrif«  für  Miatematik  o/ck  Fysik.  LOs- 
ning  af  Prisuppg^ften  för  186&  Af  £llii>i>g  Bett  Helbt. 
—  P.  W.  Almquist.  —  A.  L.  Bygdön  och  A.  N.  Lund- 
ström.    üpdala  1869. 

auf  welche  mehrfach  interessante  Sehrift  wir;  sqw<4il.  wegen  der 
gegebenen  Preisaufgabe  selbst^  als  auch  wegen  dereiv  Lösnngi^n, 
wir  unsere  Leser  recht  sehr  aufmerksam  machen^  Es  ist  die 
Aufgabe: 
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G'iD  Quadrat  %u  l»e«cbreibeny  de4$en  Seiten  {ver- 
längert, wenn  es  ngtbig  i^t)  durch  vier  gegebepe 
Pttokte  gehen. 


Herr  Professor  G.  Dostör  in  Paris  hat  uns  gütigst  fortlau- 
fende Berichte  über  solche  1n  Frankreich  erscheinende  pieriodische 
Schriften  zugesagt,  welche  nicht  allen  Lesern  des  Archivs  leicht 
und  in  kurzer  Zeit  zugänglich  sind;  mit  der'  Mittheilung  solcher 
Berichte 9  welche  jederzeit  besonders  unterzeichnet  sein  werden, 
machen  wir  im  Folgenden  den  Anfang,  und  hoffen  dadurch  un- 
seren Lesern  einen  besonderen  Dienst  zu  erweisen.  G. 


AniMlesc  da  Cons^rratoire  imb^Hlal  des  Arls  et  Metiers 

de  Paris. 


Paris,  Librairie  poljtechuiqiic  de  J»  Bfii^drj^  15,  rue  de«  S«iirlflr-<Ferea. 

Chaque  volurae  parait  cn  quatre  faacicnles.  Prix  de  Tabon- 

nomeqfc  par  volume«  20  fra«e«  poup  FarU,  ia  Fniao»  et  Ja 

Belgique;  24  franos  pour  I'fäfangQr, 


'  I         null!» 


V  ■       -    » 


Le  Conservatoire  des  Arts  et  Metiers  de  Paria  est  un 
grand  centre  dinstruction  industrielfe'  et  agficofe*  Des  cours  pu- 
blies  et  gratuits  de  sciences  appliqu^es  aus  arts  professionnels  y 
sont  ouverts  aveo  lib^aüte  aux  nationaux  et  aux  ^raigers;  ces 
cours  constituent  un  enseignement  libre^  analegue*  %  ceux  de  la 
Sorbonne,  du  College  de  France  et  du  Jardin  des  Plantes. 

c- 

L'enseignement  du  Con^t^vat^e  est  .1^  plaA.pQp^vlake  l]^i 
seit  en  France;  il  est  constitu^  avec  toutes  les  ressources  de  la 
science,  et  se  trouve  naturel|ement  initi^  ä  tous  les  d^veloppe* 
nients  de  l'industrie;  il  en  fait  connattre  la  puissance  et  les  pro- 
grös,  c^pand  lea  connaissances  utiles  et  en  guide  arec  suretö  les 
applicatioris. 
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Afin  de  multiplier  les  ressonrces  que  le  Conservatoire  ofre  k 
i'ötude  des  scienee«  et  des  arts  ntiles»  les  Professeurs  publient 
UD  Journal  y  qui  est  späcialement  consacrö  aox  applications  de  la 
science. 

Les  Annales  du  Conservatoire  des  Arts  et  Metiers 
ont  comroencä  en  1861  et  paraissent  depuis  cette  ^poque,  sans 
Interruption  et  avec  le  mdme  suceds.  Les  articies  y  sont  anssi 
varlös  que  les  applications  eiles*m^mes  de  la  science.  Fanni 
cenx  de  ces  articies«  qui  peuvent  int^resser  les  lecteurs  de  cette 
feuille,  nous  citerons  principalement  les  snivants. 

Tome  premier»  1861. 

E.  Becquerel.  —  Recherches  sur  les  piles  voltaiques;  d^> 
termination  des  coefficients  relatifs  aux  piles  en  usage  dans  Tin- 
dustrie;  p.  257-355. 

E.  Becquerel.  —  Etudes  sur  la  condnctibilit^  des  liquides 
dans  les  tubes  capillalres;  rhöostat  destinö  ä  la  comparaison  des 
grandes  rösistances;  p.  733—754. 

Boquillon.  —  Notice  bibliographiqae  sur  les  Oeuvres  com- 
pldtes  de  Gallige,  publikes  k  Florence  par  MM.  Alberi  et 
Bianchi;  p.  625 — 664. 

Deh^rain.  —  Etudes  pour  servir  ä  l'histoire  de  la  Cbioe. 
Dicouverte  de  la  composition  de  l'eau;  p.  394 — 448. 

Faraday.  —  Sur  Töclairage  des  phares  et  sur  la  lumi^re 
^lectrique;  p.  113—117. 

DelaGournerie.  —  Notice  sur  le  canal  du  Gange  (Inde); 
p.  665-681. 

Gh.  Laboulaye.  —  Etüde  historique  sur  les  th^ories  de  la 
chaleur;  p.  55 — 108. 

Ch.  Laboulaye.  —  Chaleur  sp^cifique  des  gaz  et  des  va- 
peurs;  p.  551—581. 

F.-P.  Leroux.  —  Etudes  sur  les  machiiies  älectromagn^tiques 
et  magnäto-^lectriques;  p.  582—604. 

Tome  II,  1862. 

Boquillon.  —  Etüde  sur  les  borloges  a  pendule  de  Galil^ 
et  de  Huygens;  p.  183—216. 
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Joule.  —  Exp^riences  k  l'aide  desquelles  l'^quivalent  möca- 
niqne  de  la  chaleur  a  öt^  d^termin^;  p.  6Q4~687. 

Cb.  Laboulaye.  —  Du  choc  entre  \e%  corps  solides;  Theorie 
du  balancier;  p.  373—415. 

F.  P.  Leroux.  —  Note  ßur  une,  nonvelle  disposition  propre 
k  faciliter  robservatioo  des  aiguilles  aimantöes  dans  les  iiistru- 
ments  de  precision;  p.416 — 420.  ^ 

G^n^ral  A.  Morin.  —  Expärieoces  sur  les  ventilateurs ;  pag. 
257—321. 

Tom  Richard.  —  Note  sur  un  nouveau  principe  de  cin^ 
matique,  surson  eniploi  et  sur  le  tb^or^me  de  Cbasles;  p.  157—174. 


Tome  IIL  1862. 

Apercu  g^n^ral  sur  Texposition  universelle  de  Londres  en 
1862.  —  Articles  divers  par  MM.  U.  Tresca,  Tylor,  Payen, 
Debörain,  Cbarobrelant,  Eng.  Flacbat,  Morin,  Paris« 
E.  Becquerel»  Boquillon,  V.  Trölat,  Alcan,  Salvätat, 
Ch.  Laboulaye«  Saint-Edme. 


Tome  IV«  1863. 

Bares  wiL*^-  Du  papier  k  Toceasion  de  l'Exposition  univer- 
selle de  1862;  p.  57—63. 

E.  Becquerel.  —  Etudes  sur  la  pyrom^trie;  mesure  des 
haates  tempäratures;  p.  597^672. 

Deb^rain.  —  Etudes  pour  servir  k  l'histoire  de  la  Cbimie: 
d^ouverte  du  Cblore;  p.  282—336. 

Cb.  Becquerel.  "—  De  la  Constitution  mol^culaire  des  corps 
compatible  avec  la  tb^orie  möcanique  de  la  cbaleur;  \^^  article» 
p.  64—112;  2«  articie,  p.  232-269. 

Cb.  Becquerel.  —  Discours  de  M.  Gladstone«  cbancelier 
de  l'Ecbiquier«  prononc^  k  Bursbeim  (Staffordsbire)  pour  la  fon* 
datioii  de  Tlostitut  Wedgwood;  p.  465—488. 

A.  Morin.  —  Rapport  ä  S.  Exe.  le  ministre  de  Tagriculture« 
du  commerce  et  des  travauxpublicesy  sur  Fenseignement  du  Con- 
servatoire  des  Arts  et  Metiers  en  1862—63;  p.  177—184. 
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Tome  V;  1864. 

Gazin.  —  Traitä  d^mebtaire  des  macbines  h  air  cbaud.  pag. 
61S--e48. 


<  i  •■ 


Cb.  Laboulaye.  —  Theorie  m^canique  de  la  chaleor  (deu- 
xl^me  partie);  p.  289^-^318. 

Cb.  Laboulaye.  —  Le  planimetre  polaire  de  M.  Amsler 
(Schaffouse) ;  p-  601—614. 

Laussedat.  —  Ouvertüre  du  cours  de  göom^trie  appliquäe 
aux  arts  au  Conservatoire  imperial  des  arts  et  metiers,  le  15  jan- 
vier  1865;  p.  423-442. 

MoriD.    —    Cbauflfage   et   Ventilation   des   ampbitb^atres   du' 
Conservatoire  des  Arts  et  Metiers;  p.  21 — 33. 

Morin.  —  Exp^riences  sur  une  cheminöe  en  usage  dans  les 
casernes  et  les  hdpitaux  d'Angleterre;  p.  180 — 197. 

Morin.  —  Note  sur  un  manom^tre  totalisateur  ä  compteur 
^lectrique;  p.  341—350.  . 


ii 


Morin.  —  Note  et  docuDients  sur  Fbdpital  d'accoucbement 
de  Saint- P^tersbourg;  p.  502—522. 

Morin.  —  Note  sur  le  Service  de  Ventilation  du  Conserva- 
toire pendant  le  trimestre  d'biver  1864—65;  p.  523—531. 

Tome  VUlS^;-66. 

<  ' 

De  la  Gournerie*  —  Note  sur  un  moddle  d'nne  surfac^ 
rögl^e  du  troisitoe  degr^;  p.  205—211^  «  , 

GöD^ral  A.  Morin.  —  De  Ittüllt^  de  l'applicaliof»  ^e  la€!^ 
m^trie  aux  courbes  algdbriques;  p.  445— 449. 

Carl  de  Ott,  professeur  d«  G^metrie  desorif^tive  ä  ft*Eoole 
supörieure  reelle  de  Prague.  —  De  la  repr^sentation  grapbique 
des  courbes  algdbriques;  p.  45Ö— 484. 


Tome  VII,  1866-67. 

J.  ß.  Baille.  —  Recke rches  sur  les  Indices  de  r^fractioo 
(Memoire  couronn^  par  FAcad^mie  des  sciences);  p.  184—283. 

De  Jacobi.  —  Lecture  publique  faite  au  Conservatoire 
imperial  des  Arts  et  Metiers  sur  l'invention  de  b  galvano- 
plastie;  p.  541—556. 
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Tome  VIII,  im- 

Moriu.  —  Note  sur  le  bureao  de  consultation  des  arts  et 
m^tiens  cr^^  par  la  loi  dn  ]2  septembre  1791;  p«  9--16^ 

Ordlnaire  de  Läcologne.  -^  Reehercbes  tb^oriqo^s  et 
exp^rinientales  sar  le  ventilatenr  ä  fohjes  centrifugerj  1*»*«  partJe: 
ventilatenrs  sufflants«  p.  71 — ]61;  2®  partie:  yentilatenrs  aspirants, 
p.  161—206. 

Morin.  —  Note.s^r  renseigneoaeot  tecbaique  en  Angleterre; 
p.  314—319. 

Moriii.  '—  Le  Conservatoire  imperial  des  Arts  et  Metiers» 
en  1849  et  1869;  p.  321--333. 

Laussedat.  —  Etüde  sor  le  d^veloppemeat  de  rboTlogerie 
dans  le  d^partement  du  Uoubs  et  en  Suisse.  —  Eoole  d'horlegerie 
de  Besangon.  —  Observatoire  de  Neufchätel;  p.  334—337, 

Morin.  —  De  rorganisation  ä  donner  ä  Tenseignement  tech« 
Dique  en  Fraiiee;  p.  428— 

'     O.    O  o  »  t  0  r. 


Bl^fQoires  preseot^s  par .  divers  savants  a  rAcademie 
des  Sciences  de  llkistitttt  imperial  de  Flrance,  et  im- 

prim^s  par  soji  qrdre. 

iScIeuiees  ma^li^iiiatiqiies  et  pltysiftues. 

Tome  XVIII.    Vol.   in  4»;    779  pages;    17  plancbes. 
Paris,  Iipprimörie  imperiale,  MDGCCLXVI1I. 


Philips.  —  Memoire  sur  le  Spiral  röglant  dee  cbronom^tres 
et  des  montres;  p.  129 — 229. 

Chapitre  1^.    Historique.  —  ,,0n  sait  que^  dans  les  appareils 
porlatifn  qni  serveot  ^  mesurer  le  temps>  rensemUe  du  ressert 
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Spiral  et  du  balaDcier  remplit  l'office  de  rögalatear,  tout  comme 
le  pendule  dans  les  appareils  fixes. 

„Haygens,  qui  appliqaa  le  premier  le  pendule  aux  horloges, 
ainsi  que  cela  a  öt^  encore  derni^rement  mis  en  lumi^re  par  M. 
Biot^  est  aussi  Tinventeur  du  ressort  spiral^  commuQement  appel^ 
Spiral  röglant^  qu'il  fit  construire  pour  la  premi^re  fois  par  M. 
Thuret,  habile  horloger.  Cette  importante  d^couverte  lul  Tut  con- 
test^e,  il  est  vrai,  ä  cette  ^poque,  par  le  docteur  Hook  d*une 
part^  puls  par  Tabb^  Hautefeuille.  Mais  il  ressort  de  toutes  les 
longues  discussions  doiit  l'inventeur  du  spiral  fut  Tobjet^  que  le 
docteur  Hook  peut  avoir  eu  la  premidre  idöe  d'un  ressort  droit 
appliquö  au  balancier;  que  l'abb^  Hautefeuille  Taurait  ploye  en 
forme  d'h^lice  agissant  dans  le  sens  de  son  axe;  mais  que  Huy- 
gens  seul  perfectionna  ces  idees  informes,  en  donnant  ä  ce  res- 
sort la  forme  spirale  qui,  ne  genant  plus  les  grandes  vibrations 
du  balancier,  a  rendu  ce  r^gulateur  extremement  pr^cis.  Enfin, 
on  doit  ä  M.  P.  Leroy  la  d^couverte  de  la  proprietä  de  Tisochro- 
nisme  du  spiral,  en  choisissant  convenablement  ses  extreniitäs." 

L'auteur  consid^re  la  question  comme  un  probl^me  de  meca- 
nlque,  dont  voici  l'^nonc^: 

V 

Etant  donnö  un  ressort  spiral  r^uni  ä  un  balan- 
cier, trouver  les  lois  de  leur  mouveraent  commun; 
p.  130. 

II  commence  par  r^soudre  le  probl^me  suivant  de  T^quilibre 
du  Systeme  du  spiral  et  du  balancier: 

Le  spiral  et  le  balancier  ^tant  dans  leur  position 
naturelle  et  en  ^qnilibre,  on  suppose  que  Ton  fasse 
däcrire  au  balancier  un  angle  de  rotation  a.  On  de- 
mande  quel  est  le  mouvement  du  couple  qu'il  faudralt 
appliquer  au  balancier  pour  le  maintenir  dans  cette 
nouvelle  position  contre  l'action  du  spiral;  p.  131—134. 

II  t^aite  ensuite  les  questions  snivantes: 

Calcul  de  la  duröe  d'une  oscillation  du  balancier:  p.  134—136. 

Conditions  relatives  k  l'isochronisme;  p.  136 — 139. 

Determination  des  courbes  extremes;  p.  139 — 149. 

Conditions  relatives  au  centre  de  gravit^  du  spiral;  p.  149-154. 

Influence  de  ces  courbes  sur  certaines  perturbations ;  p.  154. 
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Methode  poor  trouver  grapfaiqoemeDt  les  courbes  eztrdmes; 
p.  154-167. 

De  risochrouisme  du  spirai  plat;  p.  157 — 162. 

AlloDgements  et  aocroissements  proportionnels ;    p.  162^165. 

De  Teffet  de  la  tempörature  sur   le  spirai   et  du  moyen  de 
corriger  Tinflueoce  de  ses  variations  sur  celui-ei;  p.  165 — 170. 

De  rioflaence  du  frottement  du  balancier;  p.  170 — 175. 

ConetrHction  d'un  rögulateur;  p.  212 — ^213. 

Caicul  des  vibrations  d*un  spirai  et  d'un  balancier  donn^S; 
p.  213—214. 

Da  röglage;  p.  214. 

De  rallongement  proportionnel  de  Tacier  dans  ao spirai;  p.  214. 

De  la  forme  da  spirai;  p.  214—215. 

Le  Memoire  contient  en  oatre  une  table  donnant  les  rapports 
des  nombres  de  vibrations  da  balancier  dans  un  m^roe  temps 
pour  des  longeurs  difföreutes  d'un  spirai;  p.  176;  h^  la  salte  du- 
quel  Tauteur  explique  quelques-unes  des  cinq  planches  qul  accom- 
pagnent  ce  travail;  (p.  177—193). 

La  planche  1  donne  divers  types  de  courbes  thäoriqoes. 

La  plaoche  II  donne  les  dessins  de  quatre  courbes  extremes 
thöoriqaes»  aboutissant  toutes  ä  la  moitiö  des  rayons  des  spires. 

La  planche  111  donne  encore,  avec  leurs  d^formations  calcu- 
1^8»  divers  types  de  courbes  th^oriques. 

La  planche  IV  donne  d'abord  an  spirai  plan  th^orique,  c'est- 
ä«dire  ayant  son  centre  de  gravitö  sur  Taxe,  avec  des  d^formations 
r^pondant  ä  des  angles  diff^rents  de  rotation  du  balancier;  puis 
les  mdmes  choses  pour  un  spirai  th^orique^  dans  lequel  les  d^- 
placements  du  centre  sont  bien  sup^rieurs  ä  ceux  indiquäs  sur  le 
Spiral  th^orique. 

Enfin  dans  la  planche  V  se  trouve  donnö  un  spirai  plat  th^o- 
rique,  ä  courbe  ramen^e;  et  cette  dernidre  courbe,  qui  est  aussl 
tb^orique^  suppose  pour  le  centre  un  döplacement  nul. 

Toutes  ces  planches  sont  präc^däes  de  legendes  Ins^r^es 
dans  le  texte»  p«  177— 193>  oül'on  Studie  la  montre  de  Lupine  ä 
^cbappement  ä  cylindre,  la  montre  de  Lupine  avec  le  nouveau 
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Spiral,  le  grand  spiral  cylindriqae  de  M.  PauüGatDier,  bmontre 
de  ce  dernier;  enfin  les  grands  spiraux  da  möme  et  ceuz  eon- 
struits  par  M.  Roze;  p.- 198—205. 

M.  Philips  expose  plusieurs  expäriences  relatives  ä  la  d^- 
formatioD  du  spiral  et  ä  Tinflueiice  que  la  forme  des  courbes  ex- 
tremes exerce  sur  elles;   p.  205 — 212. 

II  termine  enfin  son  Memoire  par  une  Note«  ou  il  se  propose 
de  faire  voir  que,  dans  les  circonstances  que  präsente  le  pro- 
bl^me  actuel,  les  principes  sur  lesquels  est  fondäe  sa  Solution,  et 
qui  rentreut  dans  la  tböorie  de  Tarc  neutre,  sont  non  seulement 
parfaitement  d*aecord  avee  Texpärience,  niais  eneoro  avee  la  tbäorie 
roath^matique  de  Tälasticitä;  p.  216—229. 

Eugene  Roucbe.  —  Mämoire  sur  la  särie  de  Lagrange; 
p.  457—487. 

Introduction.  —  „Lngrangea  dono^,  dans  les  M^moires 
de  TAcadämie  de  Berlin,  en  1768,  une  formule  trds  r^pandae 
de  nos  jours,  par  laquelle  on  däveloppe  en  s^rie  une  raeine  oa 
une  fonetion  continue  d'une  raeine  d'une  ^quation  de  la  forme 

„La  dämonstratioii  de  cette  formvie,  qui  a  successivement 
fixä  l'attention  des  Laplace,  Jaeobi,  Caucby,  Tcbebichef» 
etc.  est  un  probl^me  assez  complexe.  II  faut  distingner  la  racioe 
qu*on  d^veloppe,  indiquer  les  conditions  sous  lesquelles  eile  est 
developpable  en  $erie  convergente,  trouver  la  forme  du  dövelop- 
pement,  ainsi  qu'une  limite  supörieure  de  Terreur  commise,  lors- 
qu'on  prend  un  nombre  limitä  de  termes  dans  la  s^rie.  II  con- 
vient,  en  outre,  que  tous  ces  r^suitats  soient  d^duils  d'iiii  principe 
unique  par  an  proe^dö  ä  la  fois  simple  et  rigooreux.*' 

„Teiles  sont  les  conditions  que  j'ai  tAch^  de  remplir  dans  la 
d^monstration  qui  falt  Tobjet  prineipal  de  ce  Memoire.  La  m^- 
thode  que  j'ai  suivie  a  quelque  analogie  avee  celle  qoe  Laf^raoge 
a  employee,  dans  leTrait^  de  la  rösolution  des  ^quations 
numäriques,  et  que  Miirpby  a  reproduite  en  d'autres  termes, 
mais  Sans  plus  de  rigueur,  dans  les  Transactions  philo  so« 
pbiques  de  Cambridge.  Les  r^suKats  sont  d*ailleors  avee 
plus  de  pr^elsion»  eeux  que  Ton  trouve  daus  les  travaux  de 
Cauchy  ^oncös  d'une  maiiidre  moins  explicite,.  au  milieu  d'un 
grand  appareil  de  formules  et  de  notations  compltqu^es." 


_j 
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»^Apr^  avair  esipo«^  qaelquea  piinc^es>  dos  pour  la  plapart 
ä  Caoehy,  sor  iea  fonctioDs  imaginairea,  je  d^montre»  en  deux 
th^or^mes  simples«  la  fonnule  de  Lagrange,  que  j'applique  en- 
soite  ä  la  rösolution  des  äquations  trinAmes  et  ao  däveloppement 
de  raDomalie  excentrique  et  du  rayon  veeteor  des  planstes  suivant 
les  poissances  de  Texcentricitä.  L^application  aux  ^qaations  tri- 
nAmes donne  lieu  ä  des  vörifications  importantes;  eile  permet  de 
constater,  par  un  caicul  direct,  qoe  notre  limite  supörieure»  du 
reste,  est  tr^s  -  resserröe.  L'expression  gänärale  de  cette  limite 
nous  conduit  d'ailleurs,  dans  les  deux  appllcations  qui  suivent,  ä 
cette  coodusioD  reniarquable:  Si  rexeeBtricK^  de  Torblte  elliptique 
ne  däpasse  pas  O525,  il  sufBt,  pour  avoir  le  rayon  Tecteur  et  l'aDo- 
malie  excentrique  ä  rooins  d'un  demi-milli^me,  de  prendre  sept 
termes  dans  les  s^ries  correspondantes/' 

,,Je  termine  enfin  par  quelques  th^oremes  plus  gön^raux 
sQSceptibles  d'applications  nombreuses,  parmi  lesquelles  je  signale 
une  d^monstration  tr^s  courte  d'une  formule  c^l^bre  de  Wariog, 
relative  ä  la  somme  des  puissances  semblables  des  racines  d'une 
öquation  algebrique;  p.  457^458/' 

I.    Notions  sur    les    fonctions  d'une   variable   imaginaire; 
p.  459-461. 

II.    Module  maximum;  p.  461—464. 

III.  Särie  de  Lagrange;  p.  464—470. 

IV.  Application  aux  äquations  trinAmes;  p.  470—473. 

V.    Application  au  döveloppement  de  Tanonialie  excentrique; 
p.  474—476. 

VI.   Application  au  däveloppement  du  rayon  vecteur;  page 
476-477. 

VII.   Module  principal ;  p.  477-480. 

VIII.    G^n^ralisation  des  tfa^or^mes  pr^c^dents;  p.  481—486. 

IX.   Application  ä  un  thöordme  de  Waring;  p.  486—487. 

E.    Rolland.    —    Memoire   sur    le   torr^facteur    m^canique;. 
p.  311-348. 

E.  Rolland.  —  Memoire  sur  la  r^glementation  de  la  tem- 
pärature  dans  les  fourneaux  ou  räservoirs  quelconques,  travers^s 
par  un  flux  variable  de  chaleur;  p.  349—422. 
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V 

Tresca  et  Ch.  Laboulaye.  —  Recherches  experimentales 
sqr  la  th^rie  de  T^quivalent  mäcaniquedelachaleur;  p,  489— 50d. 

Des  Cloiseaux.  —  Nouvelles  recherches  sur  les  propriötäs 
optiques  des  cristaox  Daturels  ou  artificiels»  et  sur  les  variations 
que  ces  propri^t^  ^prouvent  sous  rinfiueoce  de  la  chalear;  page 
511-732. 

Tresca.  —  Memoire  sur  i'öcoalement  des  corps  solides; 
p.  733-799. 

Les  autres  memoires  contenus  dans  ceWolume  sont  totale- 
ment  ätraogers  aus  roath^matiques* 

O,    D  o  (9  t  o  r. 
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CCIII. 


Geschichte:  und  IJteratur  der  Mathematik 

und  Physik. 

Ballettino  di  Bibliografia  e  di  Storia  delle  scienze 
matematicbe  e  Fisiche.  Roma  1869.  i^.  (Vergl.  Liter. 
Ber.  Nr.  CCÜ.  S.  L 

Tomo  II.  Luglio  1869.  Notizia  sconosciuta  relativa  a  Bo- 
naventura Cavalieri.  Nota  diell'  Ing^^  Fetdinando  Jacoli,  Pro- 
fessore  nella  Regia:  seuola  Allievi  Maechioisti  di  Marina,  p.  299. 
(Sehr  interessante  und  wichtige  Beitrage;  zu  der  Geschichte  des 
Lebens  und  der  Verdienste  ^es  berühmteii  Verfassers  der  ,^Geo- 
metria  indivisibiliuin/'}-  —  Materiaux  divers  poiir  l'Histoire 
des  Mathematiques.  ftecaeUlis  par  le  Dr.  Rodolpfie  Wolf, 
Professeur  d* Astronomie  ä  Zürich,  p.  313.  [Herr  Wx>lf  liefert 
in  dieser  Abhandlung  verschiedene  sehr  srertbvolle  Beiträge  zur 
Geschichte  der  Mathematik.  1.  Suri'iävention  du  Niveau 
k  bulle  d*air.  (Das  Resultat  seiner  verdienstlichen  Unter« 
suchungen  fasst  Herr  Wolf  in  den  folgenden  Worten  zusammen: 
„En  resume  je  crois  avoir  d^mo|itre  que  le  niveau  ä  bulle  dVir  a 
et^  invent^  au  plus^  tard  en  1666  ^  ^t  que  probablement  on  le  doit 
ä  Mr.  Chapotot^  mecanicien  k  Paris.).  —  II.  Mort  de  M. 
Strauch«  (Dieser  mehrfach  verdiente  Mathematiker,  bekanntlich 
z.  B.  Verfasser  eine$  grossen  Werkes  Qber  Variationsrechnung,  war 
am  5.  Juni  181 1  in  Heppenheim  im  Grossherzogthum  Uessen-Darm- 
•tadt  geboren»  und  starb  am  23.  Januar  1868  in  Muri  ;im  Canton 
Aargau,  wo  er  Professor  der  Mathematik  und  Rector  einer  Schule 
(„^cole  rooyeiine'')  war.).  —  lü.  Corr^spondance  litteraire 
des  Bernoulli.  (Dieser  Aufsatz  enthält  sehr  viel  Interessantes 
über  die  Familie  der  Bernoulli.  U.  A.  giebt  Herr  Wolf  auch 
einen  Stammbaum  dieser  berühmten  Familie  von  Mathematikern» 
^i^elcfaen  wir  unseren  Lesern  nachstehend  mittheilen: 

Thl.  LI.  Hft.  3.  3 
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Die  in  Parenthesen  eingeschlossenen  Zahlen  beziehen  sich 
M^eiterer  Nachweisungen  wegen  auf  das  Weric:  »^Biographien 
zur  Kulturgeschichte  der  Schweiz.  \ on  Dr.  R.  Wolf. 
Vier  Bände.  Zürich.  1858  —  1862.  SV').  —  IV.  Nicolas 
Fatio  deDuiller  —  Basel  1664  —  Worcester  1753  —  (welcher  in 
der  Geschichte  der  Erfindung  der  Differentialrechnung  eine  nicht 
unwichtige  Rolle  spielt;  ni.  s.  Mathematisches  Wörterbuch. 
Tbl.  I.  S.  847.).  -  V.  Marc  — Michel  B o u s qu e t.  (Sehr  interes- 
Mante  Notizen  über  das  Leben  dieses  berubniten  Lausanner  Buch- 
liändlers,  weicher  viele  Werke  der  grossen  Mathematiker  der  da* 
inaligen  Zeit:  Euler's»  «loh.  Bernoulli's,  u.  s.  w.  herausgab.). 
—  VI.  Casimo  Bartoli.  —  Diese  verschiedenen  Aufsätze  hat 
Herr  Boncompagni  fast  überall  mit  wichtigen  und  sehr  gelehrten 
literarischen  Nachweisungen  und  Bemerkungen  bereichert.]. 

Tomo  II.  Agosto  1869.  Les  Professeurs  de  Mathöma- 
tiques  et  de  Physique  g^närale  au  College  de  France.  Par  M. 
L.  AM.  Sedillot,  Secretaire  du  m^me  College.  Premiere  Pe- 
riode. Frangois  l*^.  1530 — 1647.  (Wir  wünschen  sehr,  dass 
diesem  ersten  sehr  interessanten  und  wichtigen  Beitrage  zur  Ge- 
schichte der  genannten  berühmten  Lehranstalt  recht  bald  weitere 
Beiträge  zur  Geschichte  der  späteren  Perioden  folgen  mögen.).  — 
Aniiunzi  di  recenti  Pubblicazioni.  S.  283— S.  298  (höchst 
reichhaltig  und  genau.). 


Geometrie. 

Geometrische  Constructionsaufgaben.  Heraus- 
gegeben von  Dr.  H.  Lieber,  Lehrer  am  Gymnasium  zu 
Pyritz.  Unter  Mitwirkung  von  F.  v*  Lühmann,  Lehrer 
am  Gymnasium  zu  Pyritz.  Mit  einer  Figurentafel. 
Pyritz.     1870.    8«. 

Diese  Sammlung  enthält  ungefähr  SCHX)  methodisch  geordnete 
geometilsche  Constructionsaufgaben«  welche  mit  Ausnahme  der 
durch  die  Coordinatenmethode  zu  losenden  Aufgaben  des  Anhangs 
die  Gränzeti  des  Gymnasialunterrichts  nicht  überschreiten.  Ausser 
der  schon  durch  die  methodische  Anordnung  der  Aufgaben  an 
sich  gegebene  Hinweisung  auf  die  Auflösung  derselben,  sind  den 
Aufgaben  sehr  viäle  zweckmässige  Erläuterungen  beigegehen, 
durch  welche  den  Schulern  die  Lösungen  wesentlich  erleichtert, 
und  sie  auf  dieselben  geleitet  werden;  oft  ist  die  Analysis  der 
Aufgabe  beigefügt  u.  s.  w.  u.  s.  w.     Der  sehr  beschränkte  Raum 

8» 
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erlaubt  uns  .hier  nur,  die  Deberschriften  der  einzelnen  Haupt- 
abschnitte, in  welche  die  ganze  Sammlung  getheilt  ist»  anzugeben; 
dieselben  sind  die  folgenden:  1.  Abschnitt.  Dreiecks*  und 
Vierecks -Constructions- Aufgaben.  A.  Aufgaben,  welche  ohne 
Verhältnisse  zu  losen.  B.  Aufgaben,  welche  mit  Verhältnissen 
SU  lösen.  —  II.  Abschnitt.  Vermischte  Aufgaben.  A.  Auf* 
gaben,  welche  ohne  Verhältnisse  zu  losen.  B.  Aufgaben,  welche 
mit  Verhältnissen  zu  losen.  —  III.  Abschnitt.  Kreisaufgaben. 
A.  Aufgaben,  welche  ohne  Verhältnisse  zu  lö.sen.  B.  Aufgaben, 
welche  mit  Verhältnissen  zu  lo^en.  —  IV.  Abschnitt.  Ver- 
wandlungs-  und  Theilungs -Aufgaben,  Constructionen  von  Figuren 
in  und  um  Figuren.  —  V.  Abschnitt.  .Aufgaben,  welche  durch 
algebraische  Analysis  zu  lö^en  sind.  —  Anhang.  Aufgaben, 
welche  <lurch  di^  Coordinatenmethode  zu  lOsen  sind;  für  Real- 
schulen beachtenswerth. 

Wir  glauben,  dasß  dieses  Buch  zur  Forderung  und  Erleich- 
terung des  geometrischen  Unterrichts  zu  dienen  geeignet  Ist,  und 
recht  sehr  der  Beachtung  der  Lehrer  empfohlen  zu  werdeo  verdient. 

Die  darstellende  Geometrie  im  Sinne  der  neueren 
Geometrie.  Für  Schulen  technischer  Ricbtung.  Von 
Josef  Schlesinger,  Privatdocent  für  Geometrie  der 
Lage,  grafische  Statik  und  darstellende  Geometrie 
am  k.  k.  polytechnischen  Institute  und  Professor  an 
der  öffentlichen  Oberrealschule  des  I.  Bezirkes  In 
Wien.  Mit  194  Holzschnitten.  Wien.  C.  Gerold*«  Sohn. 
1870.    80. 

Wir  haben  von  diesem  ausführlichen  Lehrbuche  der  darstel- 
lenden  Geometrie  mit  besonderem  Interesse  nähere  Kenntniss  ge- 
nommen, und  glauben  demzufolge  dasselbe  allen  Lehrern  der  de- 
scriptiven  Geometrie  recht  sehr  zur  Beachtung  empfehlen  zu 
können.  Ueber  den  Hauptzweck  seiner  neuen  Bearbeitung  dieser 
Wissenschaft  spricht  sich  der  Herr  Verfasser  In  der  Vorrede 
folgenderniassen  aus:  „In  dem  vorliegenden  Buche  suchte  ich  die 
Aufgabe  zu  lösen,  die  geeigneten  Lehren  der  sogenannten  neueren 
Geometrie  in  die  darstellende  Geometrie  systematisch  einzufahren, 
somit  den  Unterricht  in  letzterer  Wissenschaft  an  Mittelschulen, 
und  in  Folge  hievon  auch  an  technischen  Hochschulen,  auf  er- 
weiterte Grundlagen  zu  stellen*'  und  wir  glauben,  dass  ihnv  dies 
in  anerkennungsivertbester  Weise  gelungen  ist,  indem  hier  in  der 
That  die  Hauptlehren  der  neueren  Geometrie  —  ohne  darin  zu 
weit  zu  gehen  —  vielfache  sehr  fruchtbare  Anwendung  gefunden 
haben,  mehr  als  dies  in  manchen  anderen  Fällen,  wo  man  in  sehr 
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bestimmter  Weise  aaf  diese  Anwendungen  hingewiesen  hatte,  nach 
unserer  Ansieht  geschehen  ist«  wie  wir  dies  auch  in  diesen  Lite- 
rarischen Berichten  bei  sich  darbietender  Gelegenheit  hervor- 
gehoben haben,  üass  sich  durch  diesen  Vorgang  dem  Herrn 
Verfasser  manche  neue  Methoden  und  yereinfachungen  ergeben 
haben,  erkennen  wir  bereitwillig  an,  ohne  der  Beschränktheit  des 
Raumes  wegen  darauf  hier  weiter  einzugehen  im  Stande  zu  sein. 
Im  Allgemeinen  wollen  wir  jedoch  bemerken,  dass  wir  die  Dar- 
stellung meistens  einfach  und  klar  gefunden  haben,  und  nicht 
durch  eine  grosse  Masse  schwer  zu  entwirrender  Punkte  und 
Linien  in  den  Figuren  von  einem  näheren  Eingehen  zurückgeschreckt 
worden  sind;  auch  hat  sich  der  Herr  Verfasser  so  viel  als  mög- 
lich bemuhet,  allgemeine  Gesichtspunkte  zu  gewinnen.  Mögen 
sich  also  unsere  Leser  dieses  Buch  nochmals  im  Allgemeinen  zur 
Beachtung  empfohlen  sein  lassen,  indem  es  uns  schliesslich  nur 
noch  möglich  Ist,  im  Folgenden  den  Inhalt  der  Hauptabschnitte 
anzugeben,  in  welche  der  Herr  Verfasser  das  Buch  getheilt  hat: 
L  Abschnitt.  Vorbegriffe.  —  H.  Abschnitt.  Das  Projiciren 
in  der  Ebene.  —  HI.  Abschnitt.  Die  Elemente  der  orthogo- 
nalen, axonometrischen,  schiefen ^  centralen  und  collinearen  Pro- 
jection.  —  IV.  Abschnitt.  Entstehung^  Darstellung  und  Unter- 
suchung der  Regel-  und  Curvenflächen.  —  V.  Abschnitt.  Con- 
struction  der  gegenseitigen  Durchschnitte  gegebener  Flächen- 
gebilde. —  VI.  Abschnitt.  Beleuchtungs-Constructionen.  — 
VII.  Abschnitt.    Ueber  geometrische  Orte. 


Geodäsie. 

Theoretische  und  praktische  Anleitung  zum  Nivel- 
liren.  Von  S.  Stampfer.  Sechste  vermehrte  Auflage!» 
bearbeitet  von  Dr.  Jos.  Ph.  Herr,  o.  o.  Professor  der 
höheren  Geodäsie  und  der  Astronomie  am  k.  k.  poly- 
technischen Institute  zu  Wien.  V^ien.  Catrl  Gerold's 
Sohn,     18Ö9.    8«. 

Stampfer 's  hier  in  neuer  sechster  Auflage  vor  uns  liegende 
Anleitung  zum  Nivelliren  ist  ein  klassisches  Buch,  und  sowohl 
rücksichtlich  der  darin  gelehrten  eigenthümlichen  Methoden  des 
Nivellirens,  als  auch  rücksichtlich  der  diesen  Methoden  entspre- 
chend eingerichteten  Nivellir*  Instrumente,  welche  vorzugsweise 
in  der  Werkstätte  des  k.  k.  polytechnischen  Instituts  in  Wien 
durch   Herrn    Gustav  Starke  in    trefflichster   Ausfuhrung  ver- 
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fertigt  werden»  8o  allgemein  bekannt,  dass  wir  darfiber  hier  nichts 
zu  sagen  brauchen.  Im  Laufe  der  Zeit  haben  aber  die  Instru- 
mente mehrfache  Abänderungen  und  Verbesserungen  erfahren» 
und  es  sind  neue  noch  zweckentsprechendere  als  die  älteren  von 
verschiedenen  Einrichtungen  und  Grossen  construirt  worden.  Ins- 
besondere werden  gegenwärtig  die  Instrumente  in  drei  Kategorieo 
ausgeführt,  von  welchen  die  erste  mit  den  ursprünglichen  Instru- 
menten im  Wesentlichen  übereinstimmt,  die  beiden  anderen  kleinere 
Dimensionen  haben.  Der  Beschreibung  dieser  neueren  Instrumente, 
überhaupt  aller  an  den  Instrumenten  angebrachten  neuen  Einrich- 
tungen, der  Berichtigung  dieser  Instrumente  u.  s.  w.  hat  nun  Herr 
Professor  J.  P.  Herr  in  dieser  neuen  Auflage  ganz  besondere 
Sorgfalt  gewidmet,  und  überhaupt  an  allen  Orten,  wo  es  nöthig 
war,  Verbesserungen  angebracht,  neue  Hülfstafeln  berechnet  u.  s.  w., 
wodurch  er  dieser  neuen  Auflage  sehr  wesentliche  Vorzüge  vor 
den  älteren  verliehen  hat,  so  dass  dieselbe  in  jeder.  Beziehung 
der  Beachtung  aller  Geodäten  empfohlen  werden  muss.  Die 
äussere  Ausstattung  ist  so  trefflich«  wie  sie  nur  irgend  sein  kann; 
die  früheren  Figurentafeln  sind  durch  sehr  schone  Holzschnitte 
ersetzt  worden,  und  die  Anleitung  zur  Berechnung  der  Erd- Ab- 
tragungen und  Auftragungen  bei  Strassen-  und  Eisenbabnbauteri 
ist,  um  den  Umfang  des  Buches  in  seiner  neuen  Gestalt  nicht  zu 
sehr  zu  vergrössern,  weggelassen  worden,  was  um  so  mehr  zu 
billigen  ist,  weil  die  Praktiker  sich  bei  dergleichen  Arbeiten  ge- 
genwärtig doch  mehrfach  anderer  Methoden  bedienen. 


Nautik. 

Erster  Bericht  der  ständigen  Coromissietn  für  die 
Adria  an  die  kaiserl.  Akademie  der  V^issenscbaften. 
V^ien.  Aus  der  k,  k.  Hof-  und  Staatsdruckerei.  In 
Gommission  bei  Carl  Gerold's  Sohn.     1869.    8^. 

Oesterreichs  Aufgaben  bezüglich  der  maritimen  Hydrographie 
liegen  zunächst  im  adria  tischen  Golfe.  Für  dieses  Gebiet 
genügt  ein  schon  über  vierzig  Jahre  alter  hydrographischer  Atlas, 
bestehend  in  einer  General-  oder  Courskarte  in  zwei  Blättern  und 
einer  Küsienkarte  (carta  di  cabotaggio  del  mare  adria- 
tico)  in  zwanzig  Blättern  mit  sieben  Tafeln  Küstenansichten,  und 
das  als  Goifführer  oder  Lootsenwerk  unter  dem  Titel:  „Porto- 
lano   del    mare    adriatico    (Erste  Auflage    1822,    zweite 
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Auflage  1845)'*  voa  Marieni  In.etnem  starke^  Quartbamle  her* 
aasgegebene  Werkideu  jetzigen  Anforderungen  und  Beddrf- 
nisseo  nicht  mehr. 

Vorzüglich  und  zunächst  auf.  Anregung  durch  dl^  Herren 
V.  Wüllerstorf  und  Schaub  beschloss  daher  die  fCir  die  Be- 
bung der  Schifffahrt  und  des  Handels  niit  Recht,  s^  sehr  besorgte 
k.  k.  österreichische  Regierung  eine  ganz  neue  Aufnahme;  des 
adriatischen  Golfs,  in  nautischer,  hydrographischer,  geographischer, 
p^hysikatischer  u.  s.  w.  Rücksicht,  und  legte  die  Ausführung  dieses 
grossartigen  in  allen  Beziehungen  höchst  nützlichen  und  vrichtigen 
Unternehmens  hauptsächlich  in  die  Hände  der  kaiserl.  Akademie 
der  Wissenschaften.  Dieselbe  ernannte  zunächst  eine  Commisr 
sion  zur  sorgfältigen  Berathung  des  ganzen  Unternehmens  und 
Entwerfung  der  er,(brderlichen  Instructionen,  wobei  vorzüglich  die 
folgenden  Fragen  zur  Berathung  kommen  sollten : 

1.  Die  eigentliche  Küstenaufnahme; 

2.  die  Gesetze  der  Ebbe  und  Fluth : 

3.  die  Meeresströmungen ; 

4.  die  Meeres  -  Temperatur ; 
Ö.  der  Safzgehalt  der  See; 

V  «  k 

6.  die  Plastik  des  Meeresbodens; 

7.  die  meteorologischen, 

8.  die  magnetischen, 

9.  so  weit  als  thunlich  die  naturbistorischen  Verhältnisse. 

Diese  Commission  hat  nun  ihren  ersten  vorliegenden  im  höch- 
sten Grade  interessanten  Bericht  abgestattet,  welcher  nach  un- 
serer Meinung  als  ein  wahres  Muster  für  alle  Unternehmungen 
dieser  Art  betrachtet  werden  kann,  und  allen,  die  sieb  iur  der- 
gleichen Arbeiten  interessiren,  dringend  zur  Beachtung  empfohlen 
werden  muss,  wobei  wir  auch  noch  besonders  auf  die  Beschrei- 
bung der  zur  Anwendung  kommenden,  oft  sehr  sinnreich  einge- 
richteten Instrumente  —  überall  durch  Abbildungen  erläutert  — 
aufmerksam  machen. 

Als  höchst  dankenswerther  Anhang  sind  die  folgenden  In- 
structionen u«  s.  w.  beigefügt: 

I.  Inventarium  der  adriatischen  Beobachtungs- Stationen  nach 
dem  Stande  zu  Ende  April  1869. 

iL  Instruction  zu  den   Beobachtungen '  über  Temperatur  und 
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SaUgehalt  de;6  Meeres- für  die  usterreichi8ch*adriatisohen  Beob« 
achtunigsstatioDeo»    Veii  Dr^. Jos*  R.  Lorenz. 

III.  Instruction  zur  Behandlung  der  selbstregistrirenden  Flutb- 
ipesser  für  die  österreichisch  -  adriatischen  Beobachtungsstationen. 
Vop  Dr.  F.  :§chaub. 

IV.  Bericht  von  Dr.  C.  Jelinek  fifoer  die  Commissionsrelse 
zur  Einrichtung  der  Stationen  am  adriatischen  Meere. 

V.  Bericht  von  Dr.  J.  Lorenz  über  die  Commissionsrelse  zar 
Einrichtung  der  adriatischen  Beobachtungsstationen. .  > 

VI.  Versuche  von  Dr.  Lorenz  und  Kapeiter  behufs  einer 
möglichen  Verbesserung  der  Tauch -Ellipsoide. 

TU..  Reisebericht  des  k.  k.  Professors  F.  Osnaghi»  welcher 
mit  der  Inspection  der  meteorologischen  Stationen  am  adriatischen 
Meere  betraut  vrar. 

Vni.  Instruction  für  den  Inspector  der  adriatischen  Beobacb- 
tungs-Stationen.  Von  v.  Littroiv.  —  Die  Function  des  Inspec- 
tors  ist  Herrn  Schaub  übertragen  Worden. 

Die  eigentliche  Küstenaufnahme,  die  Meeresstroroui^gen^  die 
Plastik  des  Meeresbodens  fallen,  wie  sich  von  selbst  versteht, 
ganz  in  den  Bereich  der  k.  k.  Kriegsmarine »  welche  bereits  mit 
der  Küstenaufiiahme  begonnen  hat.  > 

Wir  wiederholen,  dass  wir  von  diesem  im  höchsten  Grade  in- 
teressanten Berichte  mit  der  vielfachsten  eigenen  Belehrung  genaoe 
Kenntniss  genommen  haben,  empfehiep  denselben  nochmals  der 
sorgfältigsten  Beachtung  unserer  Leser,  und  wünschen  dem  gross- 
artigen,  höchst  wichtige^  und  nützlichen  Uoternehmen  den  DOger 
hindertsten  Fortgang. 


Physik. 

Zeitschrift  der  österreichischen  Gesellschaft  für 
Meteorologie.  Redigirt  von  C.  Jelinek  und  J.  Bann, 
(Vergl.  Literar.  Ber.  Nr.  CLXXXXIX.    S.  8.). 

Wir  sind  wegen  ungeheurer  Ueberhäufung  des  Stofis  mit 
der  Anzeige  dieser  trefflichen  Zeitschrift  leider  so  sehr  in  Ruck- 
stand gekommen,  dass  wir. uns  bei  der  Anzeige  der  uns  vorlie« 
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gendeo  oeaeii  Nommern  auf  die  Anzeige  der.  in  denselben  ent- 
haltenen grüftseren  Aufsätze  noch  mehr  als  sonst  beschränken 
mfissen.  UoiFentlich  wird '  späterhin  uns  wieder  etwas  m.ebr  Raum 
zu  Gebote  stehen« 

Band  IV,  Nr.  13.  Ueber  dife  Besttmraung  der  Intensität  der 
Stfirme  durch  die  Berechnung  der  barometrischen  Steigung.  Von 
Thomas  Stevenson.  S.  3^1.  —  Ueber  den  Zusammen- 
hang  zwischen  Stürmen  und  barometrischen  Unterschieden.  Von 
C  Jelinek.    S.  331. 

Band  IV.  Nr.  14.  Ueber  einen  Congress  der  Meteorologen^ 
um  zu  einem  übereinstimmenden  Beobachtungssysteme  und  zu 
einem  rascheren  Austausche  der  meteorologischen  Documente  zu 
gelangen.  Von.C«.  Jelinek.  S.  353..  -*  Uebersicht  der  im  me- 
teorologischen Jahre  1867/68  in  Italien  angestellten  Beobachtungeoi 
Nach  den  von  P.  Cantoni  in  Pavia  berechneten  Resultaten,  mit- 
getheilt  von  F^.  Dehza.    S.  357. 

Band  IV.  Nr.  15.  Untersuchungen  über  das  Gewitter  und 
einiielile  damit  in  Verbintking  stelrende  Erscheinungen.  (Aus- 
sehen der  Gewitterwolken.  Höhe  der  Crewitterwolken.  Länge  der 
Blitze.}.    Von  J.  Klein.    S.  3199. 

4 

Band  IV.  Nr.  16.  Beschreibung  der  selbstregistrirenden  von 
der  meteorologischen  Commission  der  Royal  Society  an  verschie- 
denen Orten  von  Grossbritannieo  und  Irland  aufgestellten  Instru- 
mente (mit  Fortsetzung  und  Scbluss  in  Nr.  17.  und  Nr.  18.).  S.  401. 

Band  IV*  Nr.  .17.  Zwei  denkwürdige  Hagelftlle  in  Georgien; 
Aus  Briefen  an  Ritter  v.  Haidinger.  S.  417.  —  Ueber  die 
eigentliche  Form  der  Haufeowolke.    Von  K.  Fritsch.    S.  421. 

Band  IV.  Nr.  18.  Enthält  die  bei  Nr.  16.  erwähnte  Fort- 
setzung und  Schluss. 

Band  IV.  Nr.  19.  Ueber  die  Ursache  der  Trübung  der  Luft 
in  der  ersten  Hälfte  des  Juli.  Von  Presto I.  S.  465.  —  Wit- 
terungsverhältnisse in  Nertschinsk.    Von  Berger.    S.  471. 

Band  IV.  Nr.  20.  Beschreibung  eines  selbstregistrirenden 
ß^eteorographen ,  constrqirt  für  die  Sternwarte  in  Upsala.  Von 
Theorell.  S.  497.  (Fortsetzung  in  Nr.  21.).  —  Ueber  eiqe  die 
Bora  begleitende  Erscheinung  ^»Fumarea^'.    Von  Zindler.  S.  504. 

Band  IV.  Nr.  21.  Ueber  atmosphärische  Elektricität.  III.  Der 
Höhenrauch..    Von  Dell  mann.     S.  513. 
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Band  IV.  Nr.  22.  Untersuchungeii  fiber  das  Gewitter  und 
•inzeloe  damit  in  Zusammenhang,  gebrachte  Erscheinüageo.  (Das 
Wetterleuchten.    Schluss  in  Nr.  23.)*    Von  J.  Klein. 

Band  IV.  Nr.  23.  Ueber  atmosphärische  Elektricität  IV. 
Der  NebeL    Von  Dellmaon.    8.  561. 

Band  IV.  Nr.  24.  Telegraphische  Witternngsbericbte  aus 
fiussland.    Von  WHd.    S.  593. 

Band  V.  Nr.  1.  Beitrag  zur  Kenntniss  der  RegenTerbältnisse 
von  Südwest -Deutschland.  Von  Koeppen.  S.  I.  —  Beobach- 
tungen in  Buenos-Aires  von  J.  de  Boer.  Mitgetheilt  von  Buys- 
Ballot.    S.  14. 

Band  V.  Nr.  2.  Der  registrireode  Anemometer  von  F.  Bru* 
sotti  zu  Pavia.    S.  33. 

Band  V.  Nr.  3.  Das  meteorologische  Element  in  der  Land- 
schaft Ein  Vortrag  von  Professor  F.  Simon  y.  S.  47.  —  Geber 
den  Zusammenhang  zwischen,  der  Lage  entgegeng^«ietzter  Luft- 
ströme  und  dem  Auftreten  eines  baro.metriscbep  Maximums  odev 
Minimums.    Nach  Ch«  Meldrum  und  R.  Scott    S.  61. 

Band  V.  Nr.  4.  Der  elektrisch -registrirende  Anemometer 
der  k.  Sternwarte  in  Modena.    Von  Prof.  D.  Ragoua.     S.  81. 

Band  V.  Nr.  5.  Dr.  Neumayer's  Untersuchungen  über 
die  Meteorologie  in  Süd-Australr^o.    Von  Hann.    S.  97. 

Kleinere  interessante  Miltheilungen  und  beachtenswerthe  Li- 
tetatttffberichte  finden  sich  in.  grosser  Anzahl  in  allen  Nummero. 

Die  ■  österreichische  meteorologische  Gesellschaft  zählte  am 
1.  October  1869  323  Mitglieder/  welche  1164  Fl.  Jahresbeitrag 
zahlten;  vom  k.' k.  Handelsministerium  erhielt  die  Gesellschaft 
pro  1.  October  1868  —  30.  September  1869  ekie  Subvention  von 
200  Fl. 


Vermischte  Schriften. 

Giornale  di  Matematiche  ad  uso  degli  studenti  delle 
universitä  italiane,  pubblicato  per  curadel  Professors 
G.  Battaglini.    Napoli.    (S.  Liter.  Ber.  Nr.  CGI l.  S.  10.). 

Anno.  VII.  Novembre  e  Dicembre  1869.  Ricerca  dei 
valori    razionali    di    o    che    rendono    un    quadrato    il    poiinomio 
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a  +  öv +cv^  +  dv^+ ev^;  per  L.  Calzolari.  Cont.  p.  319.  — 
LesioDi  di  Fisica  matematica,  dettate  uell*  Universitä  di  Napoli, 
neir  anno  scolat^ttco  1868*- 69  dal  Prof.  Michele  Zannotti. , 
(Continuazione  Vedi  Pa^;.  173.).  p.  351.  —  Studio  intorno  alla 
conica  dei  9  Punti  e  delle  9  Retti.  Per  P.  Cassani.  p.  369.  — 
Di  Ulla  Formula  iiota  che  81  puo  dedurre  da  un  Teoreina  di  Caucby. 
Nota  del  dott.  Agostioo  Grandi.  p.  374.  —  Del  piano«  sua 
definizione.  Assioma  del  piano  elevato  a  Teorema.  Pel  dott. 
Valeriano  Valeriani.  p. 376.  —  Dimostrazione  di  un  Teorema 
di  Eulero.  Per  Vito  Eugenio.  p.  377.  —  Altra  dimostrazione 
dello  stesso  Teorema.     Per  TarquinioFuortes.    p.  378. 

Anno  VIII.  Gennaio  e  Febbraio  1870«  Nota  sulla  risul-. 
tante  di  due  equazioni;  per  E.  Isö.  p.  1.  • —  Nota  suli'  equa* 
zione  ti*  =  ^a;* ± ß^* ;  per  L.  Calzolari.  p.  28.  —  Sopra  un 
complesso  di  2^  grado;  per  F.  Ascbieri.  p.  35.  —  Sülle  Forme 
teruarie  quadratiche;  per  G.  Battaglini.  p.  38.  —  Lezioni  sulla 
Termodinamia ;  per  M.  Zannotti.    p.  60, 

Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata,  diretti  da 
F.  B^riosebi  e  L.  Cremona  (Presse  il  R.  Istituto  Teenico 
Superioredi  Milano)  in  continuazione  degli  Annali  giä 
pubblicati  in  Roma  dal  prof.  Tortolini.).  Milano.  4^. 
(Vergl.  Liter.  Beriebt  Nr.  CCI.  S.  IL). 

Serie  1K  Tomo  HR  Fascicolo  2».  (Dicembre  1869.). 
Mattbiessen:  De  aequilibrii  figuris  et  revolutione  bomogeneorum 
annulorum  sidereorum  sine  corpore  ceutrali  atque  de  mutatione 
earuni  per  expansionem  aut  cendensationem  (continuazione  e  fine.). 
p,  89.  —  Smitb:  Memoire  sur  quelques  probl^mes  cubiques  et 
biquadratiques.  p.  112.  —  Scbvrarz:  Notizia  sulla  rappresenta- 
zione  cönforme  di  un*  area  ellittica  sopra  un'  area  circolare.  pag. 
166.  —  Scblaefli:  La  risolvente  dell'  equazione  di  quinto  grado 
sotto  la  forma  di  un  determinante  simmetrico  a  quattro  linee.  pag. 
171.  —Zeutben:  Sur  les  singularit^s  ordinaires  d'une  courbe 
gaucbe  et  d'une  surface  developpable*    p.  175. 


Von  einem  sehr  grossen  nnd  sehr  wichtigen  literarischen  Unternehmen  der 
Royal  Society  in  London  glauben  wir  unseren  Lesern  nicht  besser  Nach- 
richt geben  za  können  als  durch  den  folgenden  Auszug  aus  einem  Vortragi 
den  Herr  Bitter  von  Haidinger  in  der  Sitzung  der  k.  k.  geologischen 
Heichaanstah  in •  Wien  am  15.  Febniar  1870  gehalten  hat. 
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Catalogue  of  scientific  papers 

(1800  — 1863) 
Compiied  and  Published  by  the  Royal  Sueiety»    loadra. 

Printed  bj  George  Edward  Eyre  and  William  Spottiswoode,  printers  to  the  QueenB 
Most  Excellent  Majesty,  for  Her  Majesty's  Stationery  Office.  Vol.  II.  Coa  — Gra 

1868  and  Vol.  III.  Gre  — Lez.  1869. 

Bericht  erstattet  von 

Wilhelm  Ritter  t«  Hai  dinier. 

Sitzung  der  k.  k.  geologischen  Beichsanstalt  am   15    Februar  1870. 


„Des  Mannes  Feier  ist  die  That^S  und  „Brave  freuen  sich  der  That^ 
ihrer  eigenen  und  der  hochgeehrter  Freunde  und  Arbeitsgenossen. 

Dieses  GeMhl  belebt  mich,  in  der  Vorlage  der  gegenwärtigen  zwei  mäch- 
tigen Quartbände  Vol.  11.  und  III.  von  1002  und  1012  Seiten  des  Verzeich- 
nisses sämmtlicher  naturwissenschaftlichen  Abhandlungen  aus  den  Jahren  yod 
1800  bis  mit  1863,  die  Namen  der  Verfasser  alphabetisch  geordnet. 

Zuerst  im  Jahre  1855  auf  der  Versammlung  der  British  Association .  zu 
Glasgow  ein  Antrag  des  Dr.  Joseph  Henry,  Secretärs  der  „Srnsthsonian  lo- 
stitntion^,  Iti  Washington,  auf  Zusammenstellung  eines  Verzeichnisses  physika- 
lischer Abhandlungen  (philosophical  memoirs). 

Ein  Comit^  berichtet  im  nächsten  Jahre  darüber,  und  empfiehlt  Beschrän- 
kung auf  mathematische  und  physikalische  Wissenschaftszweige,  doch  Ausdeh- 
nung auf  periodische  Schriften  überhaupt,  und  den  Beginn  der  Samnünngen 
von  1800  an. 

Im  März  1857,  auf  einen  Vortrag  des  damaligen  Vicepräsideuteu  General  (nun 
Präsidenten  Sir.  Edward)  Sabine  im  Bathe  der  ,)Boyal  Society^  Ernennung  des 
Beurtheilungs  Comites  für  die  Angelegenheit.  Es  bestand  aus  den  Herren  Arthur 
Cayley,  Professor  der  Mathematik  an  der  Universität  zu  Cambridge,  Augnstoa 
de  Morgan,  Professor  der  Mathematik  am  „University  College"  zu  London, 
Thomas  Graham,  Münzmeister,  Bobert  Grant,  Professor  der  Astronomie  in 
Glasgow,  William  Hallows  Miller,  Professor  der  Mineralogie  an  der  Univer- 
sität zu  Cambridge  und  Secretär  für  das  Ausland  der  „Boyal  Society",  und 
Georg  Gabriel  Stx>kes,  Professor  der  Mathematik  an  der  Universität  zu  Cam- 
bridge und  Secretär  der  „  Boyal  Society  "• 

Ich  muss  um  so  mehr  wünschen,  die  Namen  der  hochverdienten  Conüt^- 
Mitglieder  hier  genau  zu  verzeichnen,  als  mir  durch  Herrn 'Prof.  Miller  seit 
dem  Drucke  meiner  ersten  Mittheilung  mehrere  Berichtigungen  in  dieser  Be- 
ziehung freundlichst  gegeben  wurden.  Wie  immer  man  auch  die  dgentUchen 
Gegenstände  der  Verhandlung  hoch  hält,  so  glaube  ich  ist  es  stets  eine  Pflicht 
dankbarer  Erinnerung  der  Namen  derjenigen  zu  gedenken,  welche  ein  so  werth- 
voUes  Ergebniss  vorbereiteten. 

Die  Beihung  nach  Autoren -Namen,  die  chronologische  Beihnng  der  Ab- 
handlungen wurde  beschlossen,  möglicher  Weise  später  .ein  wissenschaftliches 
Veraeicbniss  des  Inhaltes  der  Abhandlungen. 

Der  nächste  Schritt  bestand  in  dem  auf  die  Empfehlung  des  bestehenden 
Bibliothfekeäusschusses  der  Gesellschaft  vom  7.  Jänner  1858  erfolgten  Beschlüsse, 
einen  solchen  Katalog  vorläufig  für  den  Gebrauch  der  eigenen  Bibliothek  vor- 
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zubereitony  aber  mit  dem  Umfange,  dass  er  alle  naturwissenschaftlicheii  Fächer 
enthalten  sollte,  welche  in  der  „Royal  Society^  seit  zwei  Jahrhunderten  ver- 
treten sind,  aber  nichts  von  Anwendung  der  Wissenschaft  auf  das  Leben ,  keine 
technischen  oder  professionellen  Zweige. 

Die  Gewinnung  dieses  Katalogs  lag  innerhalb  der  Kräfte  der  „Boyal 
Society'^.  Von  den  vier  Elxemplaren  der  Zettel-Kataloge  wurde  eines  sogleich 
zum  Gebrauche  eingebunden,  aber  auch  für  Fortsetzungen  durch  Vomahmü 
neuer  Fnblicationsreihen  von  Schriften  gesorgt 

Indessen  hätte  eine  Herausgabe  dea  Ganzen  doch  weit  die  Mittel,  welche 
die  Boyal  Society  anwenden  konnte,  überstiegen«  Es  wurde  daher  bei  der  Be- 
gierung  Ihrer  Majestät  der  Königin  der  Antrag  gestellt,  das  Werk  auf  Staats- 
kosten herauszugeben,  und  dies  gelang  vollständig  unter  der  Waltung  des  ersten 
Lords  des  Schatzes,  Yiscount  Falmerston,  des  Kanzlers  der  Schatzkammer, 
Herrn' Gl ads tone  und  der  Lords  Commissioncrs  des  Schatzes.  Der  Plan  wurde 
seiner  ganzen  Ausdehnung  nach  am  28k.  November  1864  gut  geheissen,  und  mit 
der  Ausführung  die  Royal  Society  selbst  betraut.  Eine  Anzahl  der  Exemplare 
wurde  zur  VertheiluTig  an  wissenschaftliche  Institute  und  einzelne  Personen  des 
In-  und  Auslandes  gewidmet,  der  Rest  zum  Verkaufe  bestimmt.  So  kam  die 
wissenschaftliche  Welt  in  den  Besitz  dieses  schOnen  Werkes* 

Dass  die  Bibliothek  der  Royal  Society  selbst,  die  des  britischen  Museums 
und  anderer  Londoner  Anstalten  und  Gesellschaften  den  Kern  darboten,  ist  wohl 
selbstverständlich.  Doch  eröffnete  HeiT  Prof.  Miller  auch  durch  ein  Circular 
die  Möglichkeit  einer  Theilnafame  für  ausländische  Akademien  und  wissenschaft- 
liche Gesellschaften,  schon  In  der  Zeit  während  meiner  Amtsführung  als  Di- 
rector  der  k.  k.  geologischen  Reichsanstalt. 

Ich  darf  hier  wohl  mit  wahrem  Dankgeftthl  der  freundlichen  Worte  geden- 
ken, mit  welchen  Herr  Prof.  Miller  in  dem  Vorworte  den  Umstand  hervorhebt, 
dass  er  aus  unserer  Bibliothek  mehr  als  2000  Titel  von  Abhandlupgen  durch  die 
sorgsame  Zusammenstellung  des  Herrn  A.  Senoner  erhalten  habe.  Eines  Bei- 
trages gedenkt  er  auch  durch  Herrn  t)r.  Johann  Czermak  iu  Prag. 

Unser  Beitrag  erscheint  um  so  wichtiger  und  ansehnlicher  für  uns,  als  dabei 
viele  Österreichische  periodische  Schriften  zur  Bearbeitung  kamen,  wie  man  dies 
sehr  dentlich  an  einem  besonderen  Zeichea,  einem  Sternchen ,  bei  den  Quellen 
nachgewiesen  findet,  die  grösstentheils  von  Herrn  Senoner  geliefert  wurden. 

Ein  Verzeichniss  von  1394  periodischen  Werken,  aus  welchen  die  Titel  aus- 
gezogen wurden,  ist  aut  66  Seiten  vollständig  gegeben,  dazu  die  in  dem  Werke 
angewandten  Abkürzungen.  Ich  darf  hier  nicht  verfehlen ,  auf  das  Anerken- 
nendste hervorzuheben,  dass  diese  letzteren  doch  gestatten,  auch  ohne  jedefilmal 
das  Verzeichniss  zu  vergleichen,  sich  zu  orientiren.  Ein  höchst  nachahmens- 
werthes  Beispiel.  Gar  zu  weit  getriebene  Abkürzungen  oder  Kachweisungen- 
ersparen  wohl  Raum,  nehmen  aber  den  Werken  gar  oft  einen  Theil  der  Ueber- 
sicht  und  Nützlichkeit  weg. 

Höchst  dankenswerth  ist  die  grosse  Correctheit  in  der  Orthographie  der  vielen 
rasch  und  friedlich  wechselnden  Sprachen  der  Titel,  der  grossen  neuen  Cultur- 
spra(!hen  deutsch,  französisch,  englisch,  italienisch,  der  sich  ihnen  fest  anschlies- 
senden dänischen,  schwedischen,  holländischen,  portugiesischen,  spanischen  Idiome, 
das  Lateinische,  endlich  selbst  die  polnischen,  czechischen,  magyarischen  Titel, 
wenn  auch  nur  die  Haupt-Cultur-Sebrift  zur  Anwendung  kam. 

Fortsetzungen  des  Verzeichnisses  der  periodischen  Quellenwerke  erscheinen 
im  zweiten  und  dritten  Bande  mit  31  und  41  Nummern,  so  dass  nun  die  Ge- 
sammtzahl  1466  erreicht  ist.  Auch  diese  späteren  Zusätze  sind  in  Mehrzahl 
ans  unserer  Bibliothek  durch  Herrn  Senoner  ausgezogen  und  vermittelt. 

Unsere  Theilnahme,  wie  bescheiden  sie  sich  auch  ausnimmt  gegenüber  schon 
den  drei  Bänden,  welche  bei  einer  Durchschnittszahl  von  30  Titeln  auf  einer 
Seite  —  wohl  nahe  an  100.000  Titel  von  Abhandlungen  enthalten,  hatte  auch 
in  seiner  Jahresansprache  am  30.  November  1B68  der  Präsident  General  Eduard 
Sabine  freundlichst  hervorgehoben. 

Er  erwähnte  damals,  dass  bereits  120  Exemplare  durch  Kauf  in  feste 
Hände  Übergegangen  seien. 
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Was  nns  in  Wien  betrlfifl,  so  ist  mir  nicht  bekannt  geworden,  dass  ausser 
nnsem  Exemplaren,  nnd  dem  für  die  kais.  Akademie  der  Wissenschaften,  noch 
femer  Exemplare  zu  einer  Gratis -Vertheilung  gekommen  wären.  Gewiss  aber 
haben  wir,  in  diesen  Räumen,  durch  langjährige  freundliche  Beziehungen  den 
ersten  Anspruch  darauf,  unsern  Dank,  unsere  Anerkennung  in  diesem  Berichte, 
der  nun  dem  Eortschntt  des  Werkes  gilt«  auszusprechen. 

Bs  lohnt  wohl  recht  sehr  einen  statistischen  31ick  in  dieses  grosse,  wahre 
Bibliothekswerk  zu  versenken,  von  dem  nun  schon  drei  Bänd^  rorliegen. 

Ich  folge  dem  Vorgange  in  der  Wiener  Zeitung  vom  5.  Februar,  in  wel- 
cUer  fdr  den  dritten  Band  in  raschem  ITeber\)licke  sich  di^  ^hellnahme  ztigte, 
welche  fflr  grössere  Zahlen 'als  je  50  Abhandlungen  Von  einem  Verfasser  itt 
den  nachstehenden  Länder  -  Abtheilungen  gewidmet  wurde,  welchen  ich  hier  die 
im  ersten  und  zweiten  Bande  ta^bellarisch  anschliesse: 

I.  Bd.  II.  Bd.       m.  Bd.  Zusammen 

Oesterreich .4  2  6  12 

Deutschland 30  22  39  91 

Frankreich  und  Belgien    .    .    .    .  38  49  27  114 

Grossbritannien  und  N.-Amerika  .  24  25  35  ;  84 

Deutsche  in  Russland  ......    SJ  ■  4  ._       fe  ^  8 

Italien .    8  4  —  12 

.  ' ,  ,iDftBemai*k  ••  .^   .......  —  .2  ,    ^ ,  1  ,   .  vS 

Schweden 1  1  —  2 

Klederlande 2  1  25' 
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Die  Ocfeterreicher  waren  im  T.Bande:  A.  Boud  (1819  —  1863)  mit  144 
B.  Brücke  (1841—1863)  mit  63,  GrafBuquoi  (1812—1840)  mit  5«,  T.  A. 
Catnllo  (1814—1864)  mit  55;  —  im  2.  Bande:  AloisDavid  (1800—1834) 
rHöt  59,  G.v.  Frauenfeld  (1846—1864)  mit  85;  —  im  3,  Bande:  T^.  von 
Haidinger  (1861  —  1863)  mit  289,  Fr.  v.  Hauer  (1846  — 1863)  mit  85, 
J,  äyrtl  (1843—1863)  mit  69,  F.  Kolenati  (1843— 1863)  mit  75,  V.  Kollar 
(1886—1858)  mit  52,  K.  Kreil  (1827—1863)  mit  57  Nummern. 

Die  zahlreichsten  Beiträge  im  I.Bande  sind:  die  von  A.  Caiichy  479, 
J.  B.  Biot  317,  A.  Caylej  309,  Sir  D.  Brewster  304,  J.  Berzelius  ?76; 
—  im  2.  Bande:  die  von  John  Edward  Gray  5lt,  C.  G.Ehrenberg  2^7, 
<Lion  bufour  245,  iltienne  Geoffroy  St.  Hilaire  247,  G.  Cuvier  24Ä, 
BUB.  Göp.pert  200;  —  im  3.  Bande:  J,  A.  Grunert  344,  Gu€rin-Me- 
neville  330,  W.  v.  ijaidinger  289. 

Ich  freue  mich,  am  Schlüsse  meines  Berichtes  noch  eine  Nachricht  an- 
reihen zu  können,  die  ich  Herrn  W.  White,  Secretär -Assistenten  und  Biblio- 
thekar der  Boyal  Society  verdanke,  als  der  Beridit  berisits  zum  Sats«  abge- 
geben war.  ,        ,. 

Die  Arbeit  gebt  rascH  vorwärts ,  von  dem  IV.  Bande  ist  bereits  der  dritte 
^h'eU  gedruckt.  Aber  was  besonders  wichtig  erscheint  besteht  darin,  dass  die 
^Arbeit  für  den  wissenschaftlichen  Index  Berumf  die  Nachweisung,  wo  man  eo 
jedem  wissenschaftlich  zu  bezeichnenden  Gegenstande  der  Abhandlungen  dep 
Kamen  des  Verfassers  in  dem  „Catalogue^  wird  finden  können,  unmittelbar 
in  Angriff  genomnien  werden  wirä.  Namentlich  wird  Herr  Professor 
Julius  Victor  Carus  von  Leipzig,  der  hochverdiente  Herausgeber  der  „Biblio- 
theca  zoologica^,  —  der  für  diesen  Zweck  gewonnen  ist,  in  dem  bevorstehenden 
Jfonate  März  in  X'on^on  erwartet. 


'^ 
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Ernst  Ferdinand  August. 

Aufgefordert  von  dem  Herausgeber  dieses  Archivs  *)  habe 
ich  es  fibernommen,  einige  Naebrirhten  über  das  Leben  meines 
Vaters,  des  am  25.  März  1870  zu  Berlin  verstorbenen  Dr.  Ernst 
Ferdinand  August,  Professors  und  Directors  des  Kollnischen 
Gymnasiums  zu  Berlin,  zusammenzusteiien. 

Ernst  Ferdinand  August  wurde  am  18.  Februar  1795  zu 
Prenzlau  geboren  und  fand,  da  er  seine  Eltern  früh  verloren  hatte 
und  auch  sonst  ohne  Verwandte  war,  Aufnahme  in  der  Familie 
eines  armen  Handwerkers,  welcher  sich  des  Knaben  mit  grosser 
Liebe  annahm.  In  seinem  11.  Lebensjahre  (1805)  kam  er  unter 
tbatkräftigem  Beistande  hülfreicher  Menschen,  namentlich  des 
Geh.-Rath  Kenke,  welcher  einen  geweckten  wissbegierigen  Sinn 
nnd  nicht  gewöhnliche  Begabung  in  ihm  erkannt  hatte,  nach 
Berlin,  trat  als  Sextaner  in  das  Gymnasium  zum  grauen  Kloster 
und  wurde  gleichzeitig  in  die  mit  dieser  Anstalt  verbundene  Com- 
munität  aufgenommen.  Er  machte  alle  Klassen  jener  Schule  durch 
und  genoss  unter  Anderem  den  mathematischen  und  physikalischen 
Unterricht  Ernst  Gottfried  Fischers**),  welcher  alle SchGler 
ctt  strengem  methodischen  IXenken  und  lebendiger  Auffassung 
und  Anwendung  des  Lehrstoffe^  heranzuziehen  verstand. 


*)  Mit  dem  verbindlichsten  Danke  für  die  gütige  Erfüllung  meiner  Bitte 
sogleich  abgedruckt.  G. 

**)  Möchten  alle  Lehrer  der  Mathematik  und  Physik  sich  diesen  treff- 
lichen Mann,  dem  der  mathematische  und  physikalische  Unterricht  in  Freussen 
unendlich  viel  verdankt,  dessen  auch  der  Herausgeber  des  Archivs  sich  immer 
noch  mit  besonderer  Freude  und  innigem  Danke  erinnert,  auch  jetzt  noeh  stety 
Tnm  Muster  nehmen.  Q* 

Thl.  U.  HfL  4.  4 
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Als  im  «fahre  1813  der  König  Friedrich  Wilhelm  Hl.  den  Aufruf 
an  sein  Volk  erlietss,  folgte  auch  August  mit  seinen  Miti$cbulern 
begeistert  der  Aufforderung;  erst  kurze  Zeit  in  Prima  machte  er, 
wie  es  in  jener  Zeit  gestattet  wurde,  sein  Abiturienten -Examen 
und  eilte  nach  Breslau  ^   um  sich  dem  Lutzow'schen  Corps  anzn 
scbliessen.    Mit  diesem  machte  er  den  ersten  Feldzug  mit.    An 
dem  zweiten  Feldzuge  nahm  er  als  Landwehr -Lieutenant  Theit, 
war  bei  der  Schlacht  von  Belle- Alliance  und  zog  mit  dem  sieg- 
reichen Heere  in  Paris  ein.  —  Dann  kehrte  er  nach  Berlin  zurück 
um  das  unterbrochene    Studium   wieder    aufzunehmen.     £r  hatte 
die  Theologie  erwählt,   beschäftigte  sich  aber  daneben  eingeherrd 
mit  philologischen   Studien    und    gewann   eine   Vorliebe    Rir  das 
Lehrfach,   dem   er   sich  ganz  zu  %vidmen  beschloss.    Nachdem  er 
das  Examen  pro  facnitate  docendi  absolvirt  hatte»  trat  er  im  Jahre 
1817  als  Probandus  an  das  Gymnasium  zum  grauen  Kloster,  wurde 
aber  bald  darauf  als  ordentlicher  Lehrer  an  das  «foachinisthaJsche 
Gymnasium   zu  Berlin  berufen,     in  die  ersten  «fahre  seiner  Lehr- 
thätigkeit  fällt  eine  weitere  Veränderung  seiner    Geistesrichtung, 
indem   er  sich   mehr  und   mehr  der  Mathematik   und   der  Physik 
zuwandte,  die  später  seine  Lieblingsstudien  bildeten.  Von  grossem 
Einlluss   auf  diese  Umwandlung  in  seinen  wissenschaftlichen  Be- 
strebungen war  der  innige  Verkehr  mit  seinem   früheren  Lehrer 
E.  G.  Fi  s  ch  e  r>  mit  dessen  jüngster  Tochter  Johanne  er  sich  später 
(am  n.  August  1823)  vermählte.   Mit  Eifer  studirte  er  als  junger 
Lehrer  noch  die  ihm   bis  dahin  unbekannten  Gebiete  der  üUathe- 
matik,   so  horte  er  namentlich  bei    Ideler  Uifferenzial-  und  Inte- 
gralrechnung, und  bearbeitete  privatim  andere  Gebiete  der  Mathe- 
matik und  Physik;   besonders  aber  fesselte  ihn  das  Stadium  der 
alten  Griechischen  Mathematiker.    Im  «fahre  1823  promovirte  er 
auf  Grund   einer  mathematischen  Dissertation ,  in  welcher  er  ge- 
wisse Eigenschaften  der  Kegelschnitte  untersuchte.     Bald  darauf 
erhielt  er  den   Professortitel   und  unterrichtete  am  «foachirosthal- 
sehen  Gymnasium   noch  mehrere  «fahre  theils  In  der  Mathematik, 
theils  in  philologischen  Fächern»  bis  er  im  Jähre  1827  auserseben 
wurde,  das   alte  Köllnische  Gymnasium,  weiches  seit  Ende  des 
vorigen  Jahrhunderts  mit  dem  grauen  Kloster  als  Köllnische  Schule 
verbunden  gewesen   war,  von  neuem  selbständig  zu    organisireo, 
und  zwar  mit  einem  von  dem  der  alten  Gymnasien  abweichendeo 
Lehrplan  als  Köllnisches  Real-Gymnasium,  durch  welches 
der  Versuch  gemacht  werden  sollte,  die  Mathematik  und  die  Natur- 
wissenschaften  in   ausgedehnter  Weise   als  JBildungsstoff  für  deo 
höheren  Unterricht  zu  verwerthen.  Dass  gerade  er  für  diese  Auf- 
gabe die  geeignete  Pesönlichkeit  sein  würde ,  war  aus  der  Viel- 
seitigkeit seiner  Bildung  zu   vermuthen.     Wie   er  dieselbe  gelOst 
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hat,  kann  hier  nicht  erörtert  werden.  Diejenigen  werden  ea  zu 
beurtheilen  wissen,  welche  ihn  in  seiner  amtlichen  Stellung  kennen 
gelernt  haben;  das  Eine  aber  darf  wohl  hervorgehoben  werden» 
dass  aus  der  Anstalt  seit  dem  Jahre  1827  mehr  als  acht  acade- 
luische  Professoren,  die  an  deutschen  Hochschulen  unterrichten« 
hervorgegangen  sind,  eine  Thatsache,  welche,  wenn  einzeln  her- 
ausgegriOfene  Erscheinungen  einen  8chluss  auf  die  gesammten 
Verhältnisse  erlauben,  gewiss  als  günstiges  Zeichen  gelten  darf. 
August  leitete  die  Anstalt  bis  zu  seinem  Tode  und  hatte  das 
Glück  sie  in  den  43  «fahren  seines  Directorats  wachsen  und  ge- 
deihen zu  sehen.  Im  Jahre  1868  wurde  unter  allgemeinster  Theil- 
nahme  sein  SOjähriges  Dienstjubiläum  gefeiert.  Jedoch  bald  nach 
jenem  erhebenden  Feste  begann  ein  Leiden,  welches  schon  früher 
gelinder  aufgetreten  war,  seine  bisher  rüstigen  Kräfte  sichtlich  zu 
verringern,  und  kaum  IJ  Jahre  darauf  sollte  er  ihm  erliegen.  Am 
25.  März  1870  Abends  entschlief  er  sanft,  umgeben  von  den 
Seinigen. 

Seine  schriftstellerische  Thätigkeit  war,  abgesehen  von  poeti- 
schen Productionen,  zu  denen  ihm  eine  glückliche  Begabung  ver- 
liehen war,  theils  Zwecken  der  Schule  gewidmet,  theils  wissen- 
schaftlichen. Unter  den  pädagogischen  Schriften  sind  ausser 
mehreren  lateinischen  Uebungbfichern  und  einem  deutschen  Lese- 
buche zu  nennen: 

L  Lehrblich  der  Elementar -Mathematik;  zuerst  ein  Cursus, 
später  vollständig  umgearbeitet  zu  drei  Cursus  erweitert.  Berlin 
bei  Reimer. 

2.  Vollständige  logarithmische  und  trigonometrische  Tafeln. 
Leipzig  bei  Veit.    6  Auflagen.    (Die  erste  Auflage  1846.). 

3.  Mechanische  Naturlehre;  Auszug  aus  E.  6.  Fischers 
gleichbetiteltem  Werke.     Berlin  1840  bei  Nauck. 

4.  E.  6.  Fischers  Auszug  aus  dem  Lehrbuche  der  Arith- 
metik. 2.  Auflage  neu  bearbeitet  von  E.  F.  August.  Leipzig 
bei  Hübner  1855. 

5.  E.  G.  Fischers  Lehrbuch  der  Ebenen -Geometrie  für 
Schulen,  bearbeitet  von  E.  F.  August.    Leipzig  1853. 

6.  Professor  Emil  Fischers  Sammlung  von  Uebungsbei- 
spielen  u.  s.  w. ;  neu  bearbeitet  von  E.  F.  August.     Berlin  1869. 

Unter  seinen  wissenschaftlichen  Werken  ist  zu  nennen: 

Euclidis    Elfementa.      Berol.    1826 — 29.     Traut  wein;    seine 
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MUarbeiterschaft  an  dem  „Elandvrurterbucb  der  Chemie  und  Pbyaib.^ 
Berlin  1842—50  bei  Simion. 

Dazu  kommt  eine  Anzahl  mathematischer  und  physikalischer 
Abhandlungen;  von  denen  folgende  in  chronologischer  Reihenfolge 
erwähnt  werden  mögen: 

1.  ,,Reductionsformel  für  das  Quecksilberthermometer  bei  hohen 
Wärmegraden.*'    (Ann.  der  Phys.  Bd.  89.    Berlin  1828.). 

2.  y^Ueber  die  Berechnung  der  Expansivkraft  des  Wasser* 
dunstes*^    (ibid.)- 

3.  „Ueber  einige  isochrone  Schwingungen  elastischer  Federn." 
(Programm  des  Köllnischen  Real -Gymnasiums  von  1829.). 

4.  ,,Zur  Kenntnis^  der  geometrischen  Methode  der  AUen.*^ 
(Insbesondere  in  Beziehung  auf  die  Platonische  Sielfee  im  Meno 
22d.).    (Programm  von  1829.). 

5.  ^^Fortschritte  der  Hygrometrie.**     Berlin  1830. 

6.  „Psychrometertafeln." 

(Beide  Schriften  bezieben  sich  auf  das  vom  Verfasser  er- 
fundene „Psychrometer".). 

7.  ««(Jeher  die  Ausmessung  der  Trapezoidalkurper  und  Körper- 
stumpfe.'*     (Programm  von  1849.). 

8.  „Elementar-stereometrischer  Beweis  für  die  Anwendung  der 
allgemeinen  Kubaturformel  für  Kürperstumpfe  auf  solche  Kurper« 
die  durch  Rotation  eines  Kegelschnitts  um  eine  Hauptaxe  ent- 
stehen."   (Grelle  Bd.  XL V.). 

9.  „Construction  regelmässiger  Körper  nach  einer  für  alte 
übereinstimmenden  Methode."  Berlin  1854.  (Amelang'sche 
Buchhandlung.    R.  Gärtner.). 

* 

Ausserdem  bat  er  noch  eine  Reihe  von  Apparaten  ersonnen, 
so  z.  B.  einen  Heliostaten;  eine  Sonnenuhr,  welche  »kh 
durch  einen  Magneten  einsteilt ,  einen  Skiostaten,  d.  h.  eine 
Sonnenuhr,  die  ohne  Magnetnadel  und  ohne  Kennlniss  des  Meri- 
dians aufgestellt  werden  kann,  und  in  den  letzten  Jahren  ein 
Spiral«Hygro8cop,  welches  durch  die  Einfachheit  seiner  Con- 
i»lruction  und  seines  Gebrauchs  schnell  eine  ziemlich  grosse  Ver- 
breitung gefunden  bat» 

Wissenschaftlieh    anregend    wirkte   er   auch  durch  die   Vor- 
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lesongefi  Sber  EtpeHiii^ntatpby^ik,  die  er  wJihretid  dner  Ri?ih^ 
von  «fahren  im  Hörsaale  des  Köllniscben  Real-GymnasiumH  fiOr 
Gebildete  veranstaltete.  Seine  tiiätige  Betlieiligang  an  wissen- 
sciiaftlichen  Bestrebungen  aller  Art,  seine  Mitgliedschaft  in  ge* 
lehrten  Gesellschalten  und  Vereinen  Icann  nur  Iturz  er%%'ähnt  wer- 
den. Die  Liebe  zur  Wissenschaft  beseelte  ihn  stets  mit  gleicher 
Frische,  und  begeistert  wusste  er  sie  zu  lehren.  Aber  auch  auf 
andere  Gebiete  wandte  sich  seine  Arbeit;  an  allen  Bewegungen 
des  öffentlichen  Lebens,  namentlich  des  politischen  und  kirch- 
lichen, betbeiligte  sich  lebhaft  und  nicht  erAdglos  sein  rastloser 
Geist.  Jedes  edle  menschliche  Streben  fesselte  ihn,  und  harmo- 
nisch vereinigten  sich  die  verschiedenen  Richtungen  seines  gei- 
stigen Wirkens  zu  dem  Bilde  einer  heiteren,  reich  begabten,  an» 
ziehenden  und  anregenden  Persönlichkeit.  Mit  freudigem  Stolze 
au^f  dieses  reiche,  gesegnete  Lieben  und  Wirken  des  Vaters  zu 
blieken  sei  dem  Sohne  vergönnt. 

Berlin,  den  L  Mai  1870. 

F*    August 


Geschichte  und  liiteratur  der  Mathematik 

und  Physik. 

Almanach  der  kaiserlichen  Akademie  der  Wissen* 
Schäften  in  Wien.  Neunzehnter  J abrgang.  1869.  Vergl. 
Literar.  ßer.  Nr.  CLXXXXVIII.    S.  4. 

Auch  dieser  Jahrgang  des  Almanarhs  liefert  wieder  ein  höchst 
erfreuliches  Bild  von  der  i«o  erfidgrcichen  und  ansgebreiteten  Thiitig- 
keit  der  kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaften,  und  ist  in  seiner 
Einrichtung  von  seinen  Vorgängern  nicht  nesenllich  verschieden« 
*-  besonders  jedoch  enthalt  dieser  Jahrgang  auf  S.  39— S»  1S5. 
die  ausführliche  IVlitMieihing  der  shninitlichen  höchst  intt*resxanten 
VerhaMdlungen,  welche  liber  die  von  14  Mitgliedern  ge>tellte 
Frage,  ob  für  das  künfti»e  liestehen  der  Akademie  vnrtbeiMtafte 
Veränderungen  in  der  Organisation  deti  I^^tiluts  herbeizufuhren 
wären,  in  der  Akademie  Statt  gefunden  haben.  Die  Antragsteller 
waren  die  Herren:  Arneth,  Fiedler,  Meiller,  Bergmann« 
C.  Freiherr  v  Sacken,  Kner,  .'\mi  Bnne,  W.  Haidinger^ 
Hyrtl,  Reuss,  Petzval,  Hauer,  Hurnes,  Ed.  Suess.  — 
Zur  Berichterstattung  waren  ernannt  die  Herren  Aroeth,  Mi- 
klosich,  Mönch- Bellinghauseo,  Sacken,  Vahlen  aus  der 
philosophisch  •  historisehen    Klasse ,    und    die   Herren    Brücke, 
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1 
Giornale  dl  Matematiche  ad  usodegli  studenti  delie 
univerciitä  italiane,  pubblicato  per  curadel  Professore 
G.  Battagliol.    Napoli.    (S.  Liter.  Ber.  Mr.  CCIIl.    S.  10.). 

Anno  VIII.  Rlarzo  e  Aprile  1870.  Lezioni  sulla  Termo- 
dinamia;  per  M.  Zannotti.  p«  65.  —  Note  sur  riropossibilitö  de 
dämontrer  par  une  construction  plane  le  principe  de  la  theorie  des 
paralleles  dit  Postulatum  d'Cuclide:  par  J.  Hoüel.  p.  84.  —  Ap- 
plicazione  del  Metodo  di  Hamilton  al  moto  di  un  punto  sopra  una 
superficie;  per  C.  Padova.  p.  90.  —  Teoremi  a  dimostrare;  per 
V.  N.  ßitonti.  p.  96.  —  Memoria  sali*  attrazione  degli  Sferoidi; 
per  R.  del  Grosso,    p.  97. 

Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata,  diretti  da 
P.Brioscbie  L.  Cremona  (Presse  il  R.  Istituto  Teenico 
Superioredi  Milano)  in  eontlnuazione  degli  Annali  gia 
pubblicati  in  Roma  dal  pro  f.  Tortolini.).  Milano.  4^. 
(Vergl.  Liter.  Bericht  Nr.  CCIII.  S.  IL). 

Serie  IK    Tomo  HR     Fascicolo  3«    (Aprile  1870.). 

Zenthen:  Sur  les  singularit^s  ordlnaires  d'une  courbe  gauche 
et  d*une  surface  developpable.  p.  176.  —  Smith:  Appendice  au 
Memoire  sur  quelques  problemes  eubiques  et  biquadratiq ues.  pag. 
218.  —  Schaefli:  Sullo  sviluppo  del  periodo  inigiiiario,  pel  caso 
che  il  modulo  delle  funzioni  ellitiche  sia  abbastanza  piccolo.  pag, 
243.  —  Volpicelli:  Della  distribuzione  elettrica  sui  conduttoH 
isolati.    p.  249. 
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